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1. Wprowadzenie

Przewidywania liczbowe mechaniki kwantowej musza by¢ zgodne z wynikami uzyskiwanymi w mechanice kla-
sycznej dla uktadéw, ktére nalezg do zakresu stosowalnosci tej drugiej — czyli dla uktadéw makroskopowych.
Ta kardynalna zgodno$é miedzy mechanika klasyczna i kwantowa jest treécia twierdzenia Ehrenfesta [I],
zgodnie z ktérym klasycznym zwigzkom miedzy zmiennymi dynamicznymi (np. polozeniem, pedem) odpo-
wiadaja w mechanice kwantowej analogiczne zwiazki miedzy warto$ciami oczekiwanymi operatoréw tych
wielkosci.

W ramach projektu potwierdzimy, ze twierdzenie Ehrenfesta rzeczywiscie jest spelnione w przypadku kon-
kretnego ukladu. Zbadamy czastke w przestrzeni jednowymiarowej, umieszczona w potencjale liniowym
i ,spadajaca” na nieskonczona $ciane potencjatu. Poréwnamy przewidywana przez mechanike kwantowa za-
leznos¢ od czasu wartosci oczekiwanej potozenia tej czastki z zaleznoscia czasowa jej polozenia w mechanice
klasycznej. Cel ten zrealizujemy korzystajac z dobrodziejstw analizy numeryczne;j.

2. Sformutowanie problemu i metoda rozwigzania numerycznego

Zaczniemy od $cislego sformulowania badanego zagadnienia na gruncie mechaniki kwantowej. W sekeji [2.1)]
zapiszemy rownanie Schrodingera, ktére w mechanice kwantowej opisuje ewolucje czasowa uktadu, w posta-
ci odpowiadajacej problemowi opisanemu we wprowadzeniu oraz narzucimy odpowiednie warunki na jego
rozwiazania. Zawarte tam rozwazania sa oparte na [I].

Nastepnie, w sekcji oméwimy odpowiednie narzedzia numeryczne, ktére pozwola nam oblicza¢ wartosci
przyblizonego rozwiazania tego réwnania. Przedstawione w tej czedci informacje pochodza z [2 Bl [l [ [6].

2.1. Roéwnanie Schrodingera

Niech U = U (¢,r) bedzie funkcja falowa pewnego uktadu kwantowego w reprezentacji polozeniowej. Funkcja
ta zadaje stan ukladu, a jej zmiennosé w czasie opisywana jest przez zalezne od czasu réwnanie Schrodingera,
ktore w reprezentacji potozeniowej przyjmuje postaé
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H jest hamiltonianem ukladu. Bedziemy sie zajmowali pojedyncza czastka o masie m umieszczong w nieza-
leznym od czasu potencjale V =V (r), zatem
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gdzie p = —ihV to operator pedu, za§ A = V? - laplasjan. Wprowadzimy dla wygody jednostki, w ktérych
m= % oraz h = 1. Réwnanie Schrédingera z hamiltonianem bedzie wéwczas postaci
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1§\Il(t,r):(—A+V(r))\1/(t,r). (3)
Bedziemy postugiwali sie wspoélrzednymi kartezjanskimi i rozwazali wylacznie przypadek jednowymiarowy —
zalozymy, ze funkcja falowa okreslona jest w (1 + 1)—wymiarowe] czasoprzestrzeni:

U: RxRDQ> (¢ x)— U(t x)eC. (4)

Roéwnanie Schrédingera przyjmie zatem ostatecznie postac

ig\I!(t x) = fa—erV(x) U (t, ) (5)
ot T 0x? T

Jest to zespolone réwnanie rézniczkowe czastkowe drugiego rzedu. Rozwiazujac je przy ustalonym potencjale
V (z) oraz warunkach brzegowych i warunku poczatkowym wyznaczymy funkcje falowa ¥ (¢, ) na calym
obszarze ). Znajac funkcje falowa, bedziemy mogli obliczy¢ warto$é oczekiwang polozenia rozwazanej czastki
w chwili ¢:
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Powyzszy wzor jest poprawny tylko wtedy, gdy wektor stanu jest unormowany, czyli gdy (U (¢)|¥(t)) = 1.
Réwnanie Schrodingera zachowuje norme wektora stanu, wystarczy wiec, ze zadbamy o jego unormowanie
w chwili poczatkowej. Zajmiemy sie tym ponizej, ustalajac warunek poczatkowy.

2.1.1. Potencjal

Przyjmiemy w réwnaniu potencjal w postaci

oo, gdyx<O0lubz>L,
Vi(z) = (7)
fr, gdy0<z <L,

gdzie f i L sa dodatnimi liczbami rzeczywistymi. Potencjal ten odpowiada nieskoriczonej studni o szerokosci
L z ,pochylym dnem”. Klasycznie czastka umieszczona wewnatrz takiej studni doznaje stalego przyspieszenia
1

o wartosci aq = —2f (pamigtajmy, ze m = 5) w kierunku malejacych wartoéci wspéirzednej x.

2.1.2. Warunki brzegowe i warunek poczatkowy

Bedziemy $ledzié ewolucje czastki od chwili ¢ = 0 do chwili ¢ = T > 0. Z (7)) wynika, ze ¥ (¢, ) = 0 poza
odcinkiem opisanym nieréwnoscia 0 < z < L. Mozemy si¢ zatem ograniczy¢ do badania funkcji falowej
na obszarze
Q=10,T]xI0, L], (8)
przyjmujac warunki brzegowe
U(t,xa=0)=¥(t,z=L)=0. (9)

Zalozymy, ze w chwili poczatkowej ¢ = 0 funkcja falowa ma posta¢ unormowanej paczki gaussowskiej (pa-
mietajmy, ze i = 1):

Lo~ sr(a—mo)® (10)
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gdzie 0 < z¢g < L oraz o > 0. Wartosci oczekiwane polozenia i pedu w tym stanie to:
() =zo, (p)=0. (11)

Paczka ta odpowiada wiec czastce spoczywajacej w duzej odleglodcei od ,lewej” krawedzi studni (z = 0).

U(t=0,x) =



2.2. Rozwigzanie numeryczne metodg réznic skonczonych

Problem sformulowany w poprzedniej sekcji nie daje sie rozwiazaé analitycznie, z pomoca przychodzi nam
jednak analiza numeryczna. Posluzymy sie metoda réznic skoniczonych: zastapimy ciagla czasoprzestrzen
dyskretng siatka punktow, a rézniczkowe rownanie Schrédingera — odpowiadajacym mu réwnaniem réz-
nicowym okreslonym na tej siatce. Pozwoli nam to oblicza¢ wartosci funkcji falowej w kolejnych chwilach,
wyznaczonych przez czasowe wspélrzedne punktéw siatki.

2.2.1. Dyskretna postaé¢ ré6wnania Schrodingera
Pokryjemy obszar (2 prostokatna siatka punktow, ktére bedziemy nazywaé weztami, o wspolrzednych

{t = kAL k,meZ, (12)
r = mAx,

gdzie At i Az sa ustalonymi interwalami. Dla wygody, zamiast postugiwaé sie bezposrednio warto$ciami
tych interwaléw, wprowadzimy dwie liczby naturalne K i M takie, ze K +11i M + 1 beda liczbami wezléw
w kierunku osi, odpowiednio, Ot i Oz, oraz przyjmiemy

Wowczas
ke{0,1,..., K}, me{0,1,..., M}. (14)
Od tej pory bedziemy rozwazali wartosci funkcji okredlonych na 2 wylacznie w wezlach:
U (t, ) — U (kAt, mAzx) = Uk | (15)
V(z) — V (mAz) = V,. (16)
@)y (1) — (&)y (KAL) = (2)y, - (17)

Musimy teraz przedstawi¢ w dyskretnej postaci warunki brzegowe @D i warunek poczatkowy oraz,
oczywiscie, samo réwnanie Schrodingera . W celu dyskretyzacji wystepujacej w tym rownaniu drugiej po-
chodnej przestrzennej mozemy postuzyé sie standardowym wzorem [2] [3]. Dyskretyzacja pierwszej pochodnej
czasowej jest nieco bardziej klopotliwa, wymaga zastosowania schematu Cranka—Nicolson [2 B]. Schemat ten
jest niejawny — oznacza to, ze nie doprowadzi on nas do jawnego wzoru na wartos¢ funkcji falowej w da-
nym wezle w kolejnym kroku czasowym (k + 1), lecz do ukladu réwnan liniowych zawierajacych wartosci
funkcji falowej w kolejnym kroku czasowym w réznych weztach. Jest przez to bardziej ztozony obliczeniowo
niz prostsze, jawne schematy, ma jednak kluczowe zalety: mozna wykazaé, ze jest bezwarunkowo stabilny
numerycznie oraz ze zachowuje norme wektora stanu, czyli ze wielko$é <\I/k’\11k> nie zmienia si¢ wraz ze
zmiang k — jest to w przypadku réwnania Schrodingera niezbedne.

2.2.2. Formalizm macierzowy i algorytm rozwigzania réwnania Schrédingera

Najprostszym sposobem na poradzenie sobie z uktadem réwnan liniowych, do ktérego doprowadzi nas sche-
mat Cranka—Nicolson, bedzie zapisanie tego uktadu w postaci macierzowej:

GUH! — HE (18)

gdzie WFH1 jest wektorem, ktérego skladowe to wartosci funkcji falowej we wszystkich weztach w kroku
czasowym (k + 1), ¥* — analogicznym wektorem dla kroku czasowego k, zaé G i H — macierzami. Macierze
te beda mialy dosy¢ regularna postacé, wiele sposrdd ich elementéw macierzowych bedzie réwnych 0. Warto
podkresli¢, ze macierze G i H nie zaleza od k — nalezy je wigc wyznaczy¢ tylko raz i stosowaé w tej samej
postaci dla wszystkich k. Musimy tez pamietaé, ze wartosci \Iﬂg i \Il?w sg dla kazdego k zadane przez warunki
brzegowe @D i nie powinny by¢ wyznaczane na podstawie .



Rozwiazaniem réwnania jest wektor
Thtl — UwF, gdzie ,macierz ewolucji” U=G 'H. (19)
Formalizm macierzowy daje nam zatem prosty algorytm numerycznego rozwigzania réwnania :
1) wyznaczamy macierze G i H z , a nastepnie obliczamy macierz U = G™'H,

2) dla kolejnych k =0, 1, ..., K — 1 obliczamy wektor ¥*+! postugujac sie wzorem i interpretujemy
jego sktadowe jako WX+l w pierwszym kroku (k = 0) po prawej stronie pojawi sie wektor W0
ktoérego sktadowe okreslone sa przez warunek poczatkowy .

Wyznaczymy w ten sposéb wielkosci U¥  dla wszystkich wartosci k i m.

2.2.3. Obliczanie wartosci oczekiwanej potozenia

Wykorzystujac wartosci W¥, funkcji falowej dla konkretnego k i wszystkich m mozemy obliczyé wartogé
oczekiwana polozenia (@l\;, okreslona jako , w chwili odpowiadajacej wskaznikowi k. Wymaga to nu-
merycznego obliczenia caltki @ Na mocy (8)) wystarczy calkowa¢ w granicach od 0 do L, otrzymujemy
wiec

k
@)k = [/OL‘\IJ(t, 2) ‘zxdx] , (20)

gdzie symbol .. .]k po prawej stronie oznacza numeryczne przyblizenie wartosci calki dla danego k. Funkcja
podcalkowa g(z) = |V (¢, ar:)|2 z nie jest dana wzorem, znamy jedynie zbidr jej wartoSci w M + 1 réwnoodle-
glych punktach:

2
T = mAx, Ym = g(Tm) = ‘ U (kAt, mAx) ‘ mAx = |\I'fn‘2mAx, me{0,1,...,M}. (21)

Wtlaséciwym narzedziem do obliczenia beda zatem kwadratury Newtona—Cotesa [4] — mozemy na przy-
ktad postuzy¢ sie ztozong kwadratura Simpsona.

3. Opis projektu

Celem projektu jest przygotowanie programu komputerowego, ktéry postugujac si¢ metoda réznic skon-
czonych w sposéb oméwiony w sekcji rozwiaze problem postawiony w sekcji Wynikiem dzialania
programu powinny by¢ trzy rysunki: wykres kwantowej wartosci oczekiwanej polozenia czastki jako funkcji
czasu, przygotowany na podstawie numerycznej zaleznosci , wykres klasycznej zaleznosci polozenia tej
czastki od czasu oraz wykres roznicy kwantowej wartosci oczekiwanej polozenia i jego klasycznej wartosci,
rowniez jako funkcji czasu.

Projekt moze zosta¢ wykonany przy uzyciu wybranego przez Ciebie narzedzia: ktérego$ z pakietow obli-
czen naukowych (np. Wolfram Mathematica) lub dowolnego jezyka programowania. Wedle uznania mozesz
nawet wykorzysta¢ wiecej takich narzedzi (np. jedno do wykonania obliczen, drugie do wizualizacji wyni-
kéw). Mozesz takze swobodnie korzystaé ze specjalistycznego oprogramowania do analizy numerycznej (np.
zewnetrznych bibliotek numerycznych), a takze z pomocy sztucznej inteligencji.

Uzytkownik programu powinien mie¢ mozliwo$¢ okreslenia wartosci wszystkich parametréw (K, M, parame-
tréw potencjatu i stanu poczatkowego etc.) z wyjatkiem T — warto$é tego ostatniego powinna odpowiadaé
chwili, w ktorej wedtug opisu klasycznego czastka osiagnie polozenie x = 0. Jesli przygotujesz projekt w for-
mie, ktéra zaklada prace bezposrednio z kodem Zrédlowym (np. jako notatnik Wolfram Mathematica lub
Jupyter Notebook), parametry musza by¢ reprezentowane przez zmienne zdefiniowane w poblizu poczatku
kodu. Gdy za$ projekt zostanie wykonany w postaci skryptu (np. w jezyku Python) lub kodu przeznaczonego



do kompilacji (np. w jezyku C++), parametry powinny by¢ pobierane ze standardowego wejscia, z pliku lub
jako argumenty wywotania.

Gotowy projekt ma zawiera¢ wylacznie pliki z kodem zrédlowym — w przypadku programu przeznaczonego
do kompilacji nie trzeba dolacza¢ juz skompilowanych plikow wykonywalnych. W bardziej skomplikowanych
przypadkach nalezy dotaczy¢ do projektu krétka informacje (np. w postaci zwyktego pliku tekstowego) o tym,
jak uruchomié lub skompilowaé projekt i jakie zewnetrzne zaleznodci (np. biblioteki do analizy numerycznej)
sg do tego potrzebne oraz w jaki sposob przekazaé¢ programowi wartosci parametrow.

Powodzenia!
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