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1. Wprowadzenie

Studnie potencjalu obecne sg na kazdym kursie i w kazdym podreczniku mechaniki kwantowej. Stano-
wig zazwyczaj przyklady, na ktérych prezentowane sa wilasnosci ukladéw kwantowych, poniewaz uklady
z potencjalami w postaci najprostszych studni daje si¢ badaé¢ analitycznie. Niestety, studnie nieco bardziej
skomplikowane niz te najprostsze wymykaja sie podejéciu analitycznemu i wymagaja odwolania si¢ do metod
numerycznych.

W ramach projektu zbadamy czastke w przestrzeni jednowymiarowej, umieszczong w podwdjnej studni
potencjalu, ktorej ksztalt zmienia sie wraz z uplywem czasu, i sprawdzimy, jak — zgodnie z przewidywaniami
mechaniki kwantowej — zmienia si¢ w czasie gesto$¢ prawopodobienstwa znalezienia tej czastki w réznych
punktach studni. Cel ten zrealizujemy korzystajac z dobrodziejstw analizy numerycznej.

Zagadnienie to, cho¢ na pozér mato praktyczne, jest tak naprawde bardzo istotne — potencjaly w postaci po-
dwdéjnej studni odgrywaja wazna role w mechanice kwantowej i kwantowej teorii pola, gdzie wykorzystywane
sg do modelowania wielu zjawisk.

2. Sformulowanie problemu i metoda rozwigzania numerycznego

Zaczniemy od $cislego sformulowania badanego zagadnienia na gruncie mechaniki kwantowej. W sekeji [2.1)]
zapiszemy rownanie Schrodingera, ktére w mechanice kwantowej opisuje ewolucje czasowa ukladu, w posta-
ci odpowiadajacej problemowi opisanemu we wprowadzeniu oraz narzucimy odpowiednie warunki na jego
rozwiazania. Zawarte tam rozwazania sa oparte na [I].

Nastepnie, w sekcji oméwimy odpowiednie narzedzia numeryczne, ktore pozwola nam obliczaé¢ wartosci
przyblizonego rozwiazania tego réwnania. Przedstawione w tej czesci informacje pochodza z [2 Bl [l [ [6].

2.1. Roéwnanie Schrodingera

Niech ¥ = ¥ (¢,r) bedzie funkcja falowa pewnego ukladu kwantowego w reprezentacji polozeniowej. Funkcja
ta zadaje stan ukladu, a jej zmiennos$¢ w czasie opisywana jest przez zalezne od czasu réwnanie Schrodingera,
ktére w reprezentacji potozeniowej przyjmuje postaé

., 0 -
iho W (tr) = AV (t,r). (1)

H jest hamiltonianem uktadu. Bedziemy si¢ zajmowali pojedyncza czastka o masie m umieszczong w zalez-
nym od czasu potencjale V =V (¢,r), zatem

24V =—— A 2
p*+V o +V(tr), (2)
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gdzie p = —ihV to operator pedu, za§ A = V? - laplasjan. Wprowadzimy dla wygody jednostki, w ktérych
m= % oraz h = 1. Réwnanie Schrédingera z hamiltonianem bedzie wéwczas postaci

i%\l/(t,r):(—A+V(t,r))\l/(t,r). (3)

Bedziemy postugiwali si¢ wspoétrzednymi kartezjanskimi i rozwazali wylacznie przypadek jednowymiarowy —
zalozymy, ze funkcja falowa okreslona jest w (1 + 1)—wymiarowej czasoprzestrzeni:

U: RxR2D2Q>3 (¢, z)—TU(t, z)eC. (4)

Réwnanie Schrodingera przyjmie zatem ostatecznie postac

i%lll (t, ) = (_88932 +V(t, m)) (¢, x). (5)

Jest to zespolone réwnanie rézniczkowe czastkowe drugiego rzedu. Rozwiazujac je przy ustalonym potencjale
V (¢, x) oraz warunkach brzegowych i warunku poczatkowym wyznaczymy funkeje falowa W (¢, z) na calym
obszarze Q). Znajac funkcje falowa, bedziemy mogli obliczy¢ gesto$é prawdopodobienstwa P (t, ) znalezienia
rozwazanej czastki w chwili ¢ w punkcie x:

(6)

Powyzszy wzor jest poprawny tylko wtedy, gdy wektor stanu jest unormowany, czyli gdy (U(¢)|¥(t)) = 1.
Roéwnanie Schrodingera zachowuje norme wektora stanu, wystarczy wiec, ze zadbamy o jego unormowanie
w chwili poczatkowej. Zajmiemy sie tym ponizej, ustalajac warunek poczatkowy.

Pt z) = ‘\I/(t, x)f

2.1.1. Potencjal

Przyjmiemy w réwnaniu potencjal w postaci

00, gdy [z > L,
Vit x) = 1 1 (7)
—— 2?4+ —a fyaxdcoswt, gdy |z| < L,
2 16
gdzie v, w i L sa dodatnimi liczbami rzeczywistymi. Potencjal ten odpowiada podwdjnej, nieskoniczonej
studni, ktorej dno nie jest plaskie, z zaleznym od czasu, okresowym czlonem o amplitudzie ~y i czestosci w.

2.1.2. Warunki brzegowe i warunek poczatkowy

Bedziemy $ledzi¢ ewolucje czastki od chwili t = 0 do chwili ¢t =7 > 0. Z wynika, ze ¥ (¢, ) = 0 poza
odcinkiem opisanym nieréwnosciag —L < x < L. Mozemy si¢ zatem ograniczy¢ do badania funkcji falowej
na obszarze

Q=10,T] x[-L, L], (8)

przyjmujac warunki brzegowe

U(t,z=—-L)=T(t,z=L)=0. (9)

Zalozymy, ze w chwili poczatkowej ¢ = 0 funkcja falowa ma posta¢ unormowanej paczki gaussowskiej (pa-
mietajmy, ze h = 1):

1 1 2
— 5,z (z—0) 10
Ve ’ (10)
gdzie —L < x¢p < L oraz o > 0. Wartosci oczekiwane polozenia i pedu w tym stanie to:

(#) =20, (p)=0. (11)

Paczka ta odpowiada wiec czastce spoczywajacej wewnatrz studni.

U(t=0,x)=



2.2. Rozwigzanie numeryczne metodg réznic skonczonych

Problem sformulowany w poprzedniej sekcji nie daje sie rozwiazaé analitycznie, z pomoca przychodzi nam
jednak analiza numeryczna. Posluzymy sie metoda réznic skoniczonych: zastapimy ciagla czasoprzestrzen
dyskretng siatka punktow, a rézniczkowe rownanie Schrédingera — odpowiadajacym mu réwnaniem réz-
nicowym okreslonym na tej siatce. Pozwoli nam to oblicza¢ wartosci funkcji falowej w kolejnych chwilach,
wyznaczonych przez czasowe wspélrzedne punktéw siatki.

2.2.1. Dyskretna postaé¢ ré6wnania Schrodingera
Pokryjemy obszar (2 prostokatna siatka punktow, ktére bedziemy nazywaé weztami, o wspolrzednych

t = kAt
{ ’ k,mez, (12)
r = mAux,

gdzie At i Az sa ustalonymi interwalami. Dla wygody, zamiast postugiwaé sie bezposrednio warto$ciami
tych interwaléw, wprowadzimy dwie liczby naturalne K i M takie, ze K + 11 2M + 1 beda liczbami weztow
w kierunku osi, odpowiednio, Ot i Oz, oraz przyjmiemy

T L
At = — Az = = 1
=% YT (13)

Wéwcezas
kel0,1,...,K}, me{-M, ...,~1,0,1,..., M}. (14)

Od tej pory bedziemy rozwazali wartosci funkcji okreslonych na Q wylacznie w weztach:

U (t, x) — U (kAt, mAzx) = UF (15)

V(t, x) — V (kAt, mAz) = V,E. (16)
2

P (t, z) — P (kAt, mAzx) = P, przy czym oczywiscie Pr = ‘\I/fn‘ . (17)

Musimy teraz przedstawi¢ w dyskretnej postaci warunki brzegowe @D i warunek poczatkowy oraz,
oczywiscie, samo réwnanie Schrodingera . W celu dyskretyzacji wystepujacej w tym rownaniu drugiej po-
chodnej przestrzennej mozemy postuzy¢ sie standardowym wzorem [2 [3]. Dyskretyzacja pierwszej pochodnej
czasowej jest nieco bardziej klopotliwa, wymaga zastosowania schematu Cranka—Nicolson [2, B]. Schemat ten
jest niejawny — oznacza to, ze nie doprowadzi on nas do jawnego wzoru na wartosé¢ funkcji falowej w da-
nym wezle w kolejnym kroku czasowym (k + 1), lecz do ukladu réwnari liniowych zawierajacych wartosci
funkcji falowej w kolejnym kroku czasowym w réznych weztach. Jest przez to bardziej ztozony obliczeniowo
niz prostsze, jawne schematy, ma jednak kluczowe zalety: mozna wykazaé, ze jest bezwarunkowo stabilny
numerycznie oraz ze zachowuje norme wektora stanu, czyli ze wielkosé <\Ilk|\11k> nie zmienia si¢ wraz ze
zmiang k — jest to w przypadku réwnania Schrédingera niezbedne.

2.2.2. Formalizm macierzowy i algorytm rozwigzania ré6wnania Schrédingera

Najprostszym sposobem na poradzenie sobie z ukladem réwnan liniowych, do ktérego doprowadzi nas sche-
mat Cranka—Nicolson, bedzie zapisanie tego ukladu w postaci macierzowe;j:

GHght! = HF gk (18)

gdzie WFH1 jest wektorem, ktérego skladowe to wartosci funkcji falowej we wszystkich weztach w kroku
czasowym (k + 1), ¥ — analogicznym wektorem dla kroku czasowego k, za$ GF*1 i H* — macierzami.
Macierze te beda mialy dosy¢ regularna postaé, wiele spoéréd ich elementéw macierzowych bedzie réwnych
0. Warto podkredli¢, ze macierze G**! i H* zaleza od k — nalezy je wiec wyznaczaé od nowa dla kolejnych



wartoéci k. Musimy tez pamietaé, ze wartosci UF M ‘I”fw sg dla kazdego k zadane przez warunki brzegowe
@D i nie powinny byé wyznaczane na podstawie (18]).

Rozwiazaniem réwnania jest wektor
whtl — Ukgk, gdzie ,macierz ewolucji” Uk = (Gk+1)71 H". (19)

Formalizm macierzowy daje nam zatem prosty algorytm numerycznego rozwigzania roéwnania : dla kolej-
nych k=0,1,..., K — 1

1) wyznaczamy macierze GF! i H* z (18)), a nastepnie obliczamy macierz U* = (GkH)_l HF,

2) obliczamy wektor W**! postugujac sie wzorem i interpretujemy jego sktadowe jako Ukt w pierw-
szym kroku (k = 0) po prawej stronie (19)) pojawi sie¢ wektor W0, ktérego sktadowe okreslone sa przez
warunek poczatkowy .

Wyznaczymy w ten sposéb wielkoéci U¥, dla wszystkich wartosci k i m. Znajac je, mozemy juz tatwo obliczyé
wartoéci gestoéci prawdopodobienstwa PF dla wszystkich k i m, postugujac sie zwiazkiem .

3. Opis projektu

Celem projektu jest przygotowanie programu komputerowego, ktéry postugujac sie metoda réznic skon-
czonych w sposéb oméwiony w sekcji rozwiaze problem postawiony w sekcji Wynikiem dzialania
programu powinna by¢ animacja przedstawiajaca ewolucje czasowa badanego uktadu. Kazda klatka animacji
powinna przedstawiaé¢ rysunek, na ktérym w jednym uktadzie wspo6lrzednych wykreélone beda gestos¢é praw-
dopodobieristwa (6]), wyznaczona na podstawie numerycznej zaleznosci (17)), oraz potencjal (7)), obliczony
na podstawie , jako funkcje wspélrzednej przestrzennej x. Kolejne klatki animacji powinny odpowiadaé
kolejnym chwilom, czyli kolejnym wartosciom wskaznika czasowego k. Gesto$¢ prawdopodobieristwa i poten-
cjal sa wielkosciami, ktérych nie mozna ze sobg poréwnywaé, dlatego na osi pionowej musza im odpowiadaé
rozne skale; skala gestoéci prawdopodobienstwa powinna by¢ zaznaczona przy jednej krawedzi rysunku, na-
tomiast skala potencjalu — przy drugiej. Alternatywnie, zamiast animacji program moze generowaé zbidr
grafik odpowiadajacych jej kolejnym klatkom.

Projekt moze zosta¢ wykonany przy uzyciu wybranego przez Ciebie narzedzia: ktorego$ z pakietow obli-
czen naukowych (np. Wolfram Mathematica) lub dowolnego jezyka programowania. Wedle uznania mozesz
nawet wykorzysta¢ wiecej takich narzedzi (np. jedno do wykonania obliczen, drugie do wizualizacji wyni-
kéw). Mozesz takze swobodnie korzystaé ze specjalistycznego oprogramowania do analizy numerycznej (np.
zewnetrznych bibliotek numerycznych), a takze z pomocy sztucznej inteligencji.

Uzytkownik programu powinien mie¢ mozliwo$é okreslenia wartosci wszystkich parametréw (K, M, T, pa-
rametréw potencjalu i stanu poczatkowego etc.). Jesli przygotujesz projekt w formie, ktéra zaklada prace
bezposrednio z kodem zrédlowym (np. jako notatnik Wolfram Mathematica lub Jupyter Notebook), parame-
try musza by¢ reprezentowane przez zmienne zdefiniowane w poblizu poczatku kodu. Gdy za$ projekt zostanie
wykonany w postaci skryptu (np. w jezyku Python) lub kodu przeznaczonego do kompilacji (np. w jezy-
ku C++), parametry powinny by¢ pobierane ze standardowego wejécia, z pliku lub jako argumenty wywo-
tania.

Gotowy projekt ma zawiera¢ wylacznie pliki z kodem Zrédlowym — w przypadku programu przeznaczonego
do kompilacji nie trzeba dotaczaé¢ juz skompilowanych plikéw wykonywalnych. W bardziej skomplikowanych
przypadkach nalezy dotaczyé do projektu krétka informacje (np. w postaci zwyklego pliku tekstowego) o tym,
jak uruchomié¢ lub skompilowaé projekt i jakie zewnetrzne zaleznosci (np. biblioteki do analizy numerycznej)
sg do tego potrzebne oraz w jaki sposob przekazaé¢ programowi wartosci parametrow.

Powodzenia!
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