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1 Wstep

Pierécienie wirowe sg strukturami typowymi dla atmosferycznej konwekcji. For-
muja si¢ na anomaliach wypornosci (regionach podwyzszonej temperatury) i,
zdolne do przebicia [inwersji, unosza ciepto, wilgo¢ i zanieczyszczenia do wyz-
szych obszaréw. W koncowej fazie prowadza do powstawania chmur typu cumu-
lus albo cumulonimbus [3], wywierajac duzy wplyw na ich parametry. Z tego
powodu, dynamika termalnych pierscieni wirowych ma duze znaczenie dla nu-
merycznej prognozy pogody i predykeji klimatycznych [1].

Lagrangowskie (bezsiatkowe) ujecie problemu skupia sie na sledzeniu wybra-
nych, materialnych wycinkéw ptynu.

2 Opis zagadnienia

Rozwazamy dwuwymiarowy przeplyw, wymuszony sitla wyporu b (przyblizenie
Boussinesqal), pomijajac przy tym wszystkie zjawiska dyfuzyjne. Rozklad b jest
jednorodny i nieciggly, ograniczony poczatkowo do okraglej anomalii o promie-
niu R = 1:
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ktora jest w spoczynku:
u(r,t)‘tzo =0. (2)
Przyjmiemy by = 1. W pdZniejszym czasie wyporno$é jest unoszona przez nie-
Scisliwe pole predkosci w i przy braku dyfuzji utrzymuje nieciagly rozktad.
Mozna pokazad, ze stan uktadu jest jednoznacznie okreslony przez powierzch-
nie wirowa (V x u # 0), ktéra powstaje na granicy faz. Jej ksztalt wygodnie
jest opisaé parametrycznie:
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https://en.wikipedia.org/wiki/Inversion_(meteorology)
https://en.wikipedia.org/wiki/Boussinesq_approximation_
https://en.wikipedia.org/wiki/Boussinesq_approximation_

z warunkiem poczatkowym:
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a caly ukltad rozwigzywacé w ujeciu lagrangowskim. Lokalne natezenie powierzchni
wirowej bedziemy wyrazaé przez (€, t), ktére mozna rozumieé jako gesto$é cyr-
kulacji na jednostke parametru £ (podobnie jak rotacja jest, z definicji, gestoscia
cyrkulacji na jednostke pola powierzchni). Wartosé -y jest proporcjonalna do nie-
ciaglego skoku predkosci na powierzchni rozdziatu faz i zalezy od wypornosci za
poérednictwem:

dy dy

— = —by=—=. (5)

dt 0¢

Powyzsze réwnanie jest forma réwnania wirowosci i koncepcyjnie wiaze sie z
zachowaniem momentu pedu. Znajac ksztalt i natezenie powierzchni wirowej,
mozemy wyznaczy¢ indukowana” predkosé z pomoca wzoru Biota-Savarta:
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gdzie parametr regularyzacji § wprowadza ttumienie wysokich liczb falowych [2],
ograniczajac od dotu zakres skal obecnych w przeplywie. Sugerowana wartosé
to d = 0.1. Mniejsze wartosci beda skutkowaé¢ bardziej skomplikowanym polem
predkosci i wyzszym kosztem obliczeniowym. Koncepcyjnie regularyzacja moze
by¢ utozsamiona ze stala, skonczona gruboscig powierzchni wirowej.
Pole predkoéci, wyznaczone z réwnania @ unosi powierzchnie wirowa zgod-

nie z: i

T

il (7)
Problem przyjmuje zatem postaé ciaglej analogii problemu n cial, gdzie po-
wierzchnia wirowa unoszona jest przez przeptyw, ktory sama indukuje. Ponadto,
lokalne natezenie powierzchni nie jest state, lecz ewoluuje zaleznie od ksztattu,
zgodnie z (9)).

3 Zarys numerycznego rozwigzania

Ksztalt powierzchni powinien byé zdyskretyzowany przy pomocy N (t) wezléw.
Aby utrzymaé¢ dokladnosé rozwiazania, nalezy wprowadzaé¢ nowe wezly w re-
gionach, ktore sa rozciagane. Wygodnie jest w zwiazku z tym, reprezentowaé
powierzchnie jako graf - zbiér wezléw polaczonych krawedziami. Poniewaz §
jest miara najmniejszych skal obecnych w przeplywie, wlasciwie jest uzalezni¢
od niej maksymalna dlugosé krawedzi (Al). Dla liniowej interpolacji miedzy
wezlami Al < 106 powinno by¢ dostateczne.


https://en.wikipedia.org/wiki/Lagrangian_and_Eulerian_specification_of_the_flow_field
https://en.wikipedia.org/wiki/Vorticity_equation

W kazdym kroku czasowym, na podstawie aktualnego ksztaltu powierzchni,
nalezy wyznaczy¢ predko$é kazdego z weztow @ oraz zmiang jego 7y . Na-
stepnie nalezy przejs¢ do kolejnego kroku @ i, w razie potrzeby, poprawi¢ dys-
kretyzacje. Nalezy samodzielnie dobra¢ schematy numeryczne, wykorzystywane
przy rozwiazaniu wspomnianych réwnan. Mozna przy tym korzystaé z funkcji
bibliotecznych, jednak ze $wiadomoscia, jaki schemat realizuja.

Symulacja powinna obejmowaé czas do T = 7. Podczas jej trwania, nalezy
monitorowaé¢ wielkosci kilku calek, ktérych warto$é mozna wyznaczy¢ analitycz-
nie:

e catkowita cyrkulacja wokoét pierscienia wirowego:
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e calkowita sita wyporu:
B- / bdA = )
A

(moze sie przydaé twierdzenie Gaussa-Ostrogradskiegol)

e calkowity impuls:
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4 Zarys implementacji

Kod powinien by¢ napisany w sposob czytelny z deskryptywnymi nazwami
zmiennych i funkcji. Komentarze sa réwniez mile widziane. W ramach mozli-
wosci powinien mieé¢ modulowa strukture, podzielona na funkcje. Poprawia to
czytelnosé, utatwia testowanie i pozwala unika¢ duplikacji. Ponizej funkcje, ktore
musza znalez¢é sie¢ w kodzie:

e biotSavart — wyznacza predkos¢ w punkcie o zadanych wspolrzednych;
przyjmuje m.in. § jako argument

e computeSheetVel — wyznacza predko$¢ we wszystkich weztach powierzchni
wirowej; odwoluje si¢ do biotSavart

e computeGammaSource — wyznacza dvy/dt we wszystkich wezlach

e dSheetDt — wyznacza zmiang w czasie wszystkich parametréw powierzchni
x, Y, v, wywolujac computeSheetVel i computeGammaSource


https://en.wikipedia.org/wiki/Divergence_theorem

e timeStepper — wykonuje jeden krok w czasie, aktualizujac parametry po-
wierzchni wirowej. Funkcja, zgodnie z ktéra ewoluuje powierzchnia po-
winna by¢ przyjmowana jako jeden z argumentéw o domyslnej ,,wartosci”
rownej dSheetDt. Diugoséc kroku At powinien réwniez byé przyjmowany
jako argument.

e refineSheet — wprowadza dodatkowe wezly wszedzie tam, gdzie jest to
potrzebne; odwoluje sie do tooFarAway

e tooFarAway — stwierdza czy nalezy wprowadzi¢ nowy wezel miedzy dane
dwa, sasiednie wezly; kryterium odwotuje sie do (fizycznej) dlugosci po-
wierzchni miedzy weztami, wynikajacej ze sposobu interpolacji x i y. Dlu-
20$¢ nie moze przekroczy¢ ustalonej Aly,q., uzaleznionej od 6.

e computel, computeB, computeGamma — wyznaczaja wartoéci calek (L0J),
@

e toFile — zapisuje do pliku wszystkie dane potrzebne do narysowania po-
wierzchni

e plotSheet — rysuje ksztalt powierzchni, kolorem zaznacza wartosé

4.1 Testy

W celu zweryfikowania implementacji przeprowadzone powinny by¢ testy opi-
sane ponizej. W szczegblnym przypadku, gdy ktory$ z testow nie nadaje sie do
wybranej metody numerycznej, mozna go zmodyfikowaé albo zastapi¢ innym.
Wazne jednak, zeby test pozwalal stwierdzi¢ czy metoda zostala zaimplemen-
towana poprawnie.

1. testBiotSavart — dla powierzchni:

O =g 7= eoste) (1)

przy § = 0 indukowana predko$¢ mozna wyznaczy¢ analitycznie. Wybie-
rajac konkretny punkt, otrzymujemy referencyjne rozwiazanie:

ro — [1/2] wy — {8/25}
1|’ 6/25| "
Nalezy numerycznie wyznaczyé¢ predkosé w tym punkcie, dyskretyzujac
powierzchnie przy pomocy réznych liczb weztéw N. Nastepnie spraw-
dzié¢, czy blad E calkowania @ skaluje si¢ zgodnie z teoria dla wykorzysta-
nego schematu. Wynik powinien by¢ przedstawiony na wykresie log,, (| E|)
od log;,(N). Nalezy réwniez wyznaczy¢ wspdlczynnik nachylenia spodzie-
wanej prostej (np. regresja liniowa) i zestawi¢ go z predykcja teoretyczna.



2. testComputeGammaSource — dla powierzchni (11)), analitycznie otrzymu-
jemy:

dy
= —cos(e)

W sposoéb podobny jak w 1. sprawdzié, czy srednia warto$é bezwzgledna
btedu skaluje sie zgodnie z teorig dla wybranego schematu.

3. testTimeStepper — dla jednowezlowej (N = 1) ,powierzchni”:

r(§) = H , =0, (12)

wykonaé Ny krokéw w czasie o dlugosci At, takich zeby koncowy czas byl
rowny T = 15. Funkcja timeStepper powinna otrzymaé jako argument
funkcje, ktora nastepujaco okresla ewolucje powierzchni:

_ |y dy _
R

Analityczne rozwiazanie dla czasu T to:

“[am] et

Sprawdzié, czy przy réznych warto$ciach Ny (ale stalym T'), blad rozwia-
zania skaluje sie zgodnie z teoria, osobno dla x, y i 7.

4. testRefineSheet — dana jest okragta powierzchnia, jak , ale o pro-
mieniu p, zdyskretyzowana przy pomocy N = 32 réwno rozstawionych
wezloéw. Przyjmujac § = 0.1 wywolaj funkcje refineSheet dla dwoch po-
wierzchni o promieniach odpowiednio réwnych:

_3AN, _ AN,
P1 = S max P2 = A mazx-

Wykorzystujac computeGamma wyznacz catkowita cyrkulacje przed i po re-
dyskretyzacji obu powierzchni. Cyrkulacja nie moze ulec zmianie. Przed-
staw lacznie 4 rysunki — dla obu powierzchni przed i po. Zamies$é na
nich informacje na temat dokladnej wartosci I' i liczby weztow. Wezty
powierzchni powinny by¢ zaznaczone markerami.

5 Wyniki

W ramach projektu nalezy przedstawi¢ uzyskana ewolucje piericienia wirowego
oraz wyniki testéw. Najlepiej, jeli beda zebrane w jednym pliku (np. pdf) za-
taczonym do kodu.



5.1 Ewolucja piers$cienia wirowego
a) Rysunki ksztaltu powierzchni wirowej dla reprezentatywnych krokéw cza-
sowych. Wartos¢ v powinna by¢ zaznaczona kolorem wzdtuz powierzchni
(odwzorowanie nie musi by¢ ,ciagle”; kilka koloréw z przypisanymi prze-
dzialami «y jest w porzadku). Kazdy rysunek powinien mieé¢ zaznaczony
czas. Dobrze, jesli wszystkie rysunki beda miaty taka sama podziatke na
osiach, tak, zeby latwo bylo je poréwnywac.
b) Wykresy I'(¢t), B(t), L(t). Na liniach powinny byé drobne markery, ktére
zaznaczaja konkretny pomiar.
5.2 Testy
1. testBiotSavart
2. testComputeGammaSource
3. testTimeStepper
4. testRefineSheet
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