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1 Wstep

Pierécienie wirowe sg strukturami typowymi dla atmosferycznej konwekcji. For-
muja si¢ na anomaliach wypornosci (regionach podwyzszonej temperatury) i,
zdolne do przebicia [inwersji, unosza ciepto, wilgo¢ i zanieczyszczenia do wyz-
szych obszaréw. W koncowej fazie prowadza do powstawania chmur typu cumu-
lus albo cumulonimbus [4], wywierajac duzy wplyw na ich parametry. Z tego
powodu, dynamika termalnych pierscieni wirowych ma duze znaczenie dla nu-
merycznej prognozy pogody i predykeji klimatycznych [1].

Eulerowskie (siatkowe) ujecie problemu skupia sie na bilansie wielkosci fizycz-
nych w ustalonym wycinku przestrzeni.

2 Opis zagadnienia

Rozwazamy dwuwymiarowy przeplyw, wymuszony sitla wyporu b (przyblizenie

Boussinesqal). Rozklad b jest jednorodny i nieciagly, ograniczony poczatkowo
do okraglej anomalii o promieniu R = 1:
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Przyjmiemy by = 1. W pdzniejszym czasie wypornosé jest unoszona przez nie-
Scisliwe pole predkosci u a dyfuzja wygladza nieciagly rozklad. Przyjmiemy
v = a = 1073 (choé przy obranym podejéciu, dyfuzja numeryczna najprawdo-
podobniej bedzie dominujaca).

Zachowanie pedu wyrazone jest przez rownanie Naviera-Stokesa:
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zachowanie masy przez réwnanie cigglosci:

V-u=0 (4)
a transport wypornosci przez:
ob

pr —(u-V)b+ aV?b. (5)

Problem wygodnie jest rozwiaza¢ w sformulowaniu w — ¢ (wirowosé-funkcja
pradu). Réwnanie wirowosci otrzymujemy przez rotacje :

0
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gdzie
w=Vxu. (7
Réwnanie jest spelnione przez wprowadzenie:
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co dalej prowadzi do réwnania Poissona na funkcje pradu:
Vi = —w. (9)

Przyjmiemy, ze wszystkie warunki brzegowe sa periodyczne a dziedzina to kwa-
drat o boku 8R.

3 Zarys numerycznego rozwigzania

Dziedzina powinna by¢ zdyskretyzowana przy pomocy N x N wezldéw, gdzie, z
uwagi na ograniczenia sprzetowe, przyjmiemy N = 100.

Na poczatku kazdego kroku czasowego wyznaczamy nowe wartoSci w i b
odwolujac sie do réwnan @, , gdzie po prawej stronie podstawiamy stare
wartoéci. Diugosé kroku dobieramy z warunku Couranta:

uAt  vAt

Tl‘ + Ty < CO, (10)
ktéry powinien by¢ spelniony dla kazdego wezta (Co = 0.5 powinno byé¢ bez-
pieczna wartoscia; zasadniczo Co < 1). Nastepnie rozwiazujemy @ dla nowego
pola w i, wykorzystujac (8)), wyznaczamy nowe predkosci.
Nalezy samodzielnie dobra¢ schematy dyskretyzacji laplasjanu, rotacji i pochod-
nych w . Operator adwekcji (u V) powinien by¢ zdyskretyzowany dowolnym
schematem stosujacym upwinding . Podobnie nalezy dobra¢ algorytm roz-
wiazywania rownania Poissona. Mozna przy tym positkowaé sie funkcjami bi-
bliotecznymi, o ile ma sie $wiadomosé jaka metode numeryczng implementuja.

Symulacja powinna obejmowaé czas do T = 7. Podczas jej trwania, nalezy
monitorowaé wielkosci kilku calek, ktorych wartosé mozna wyznaczy¢ analitycz-
nie:



e calkowita cyrkulacja:

4

F:/wdA:O (11)

catkowita sita wyporu:

calkowity impuls:
L:—%/xwdA:Bt (13)
A

Zarys implementacji

Kod powinien by¢ napisany w sposob czytelny z deskryptywnymi nazwami
zmiennych i funkcji. Komentarze sa réwniez mile widziane. W ramach mozli-
wosci powinien mie¢ modulowa strukture, podzielona na funkcje. Poprawia to
czytelnosé, ulatwia testowanie i pozwala unika¢ duplikacji. Ponizej funkcje, ktore
muszg znalez¢ sie w kodzie:

lapPeriodic, curlPeriodic, divPeriodic, gradPeriodic — dyskretne
operatory: Laplaca, rotacji, dywergencji i gradientu dziatajace na wybrane
pole

upwindPeriodic — dyskretyzacja wyrazu adwekcyjnego (u - V)¢. Funkcja
powinna przyjmowacé jako argument, zaréwno unoszone pole (¢), jak i pole
unoszace (u)

vortEqQRHS — wyznacza prawa strong réwnania wirowosci @; w ramach
mozliwoéci, odwotuje sie do lapPeriodic itp.

buoyEqQRHS — wyznacza prawa strong rownania transportu wypornosci
uFromPsi — wyznacza predkosé z funkeji pradu (8)

solvePoissonPeriodic — rozwiazuje rownanie Poissona wybrang metoda
numeryczna.

dtFromCo — wyznacza dlugoéé¢ kroku w czasie At na podstawie warunku

Couranta

dFlowDt — wyznacza zmiane w czasie w i b, odwolujac sie do vortEqRHS,
buoyEqQRHS (tak naprawde, laczy te funkcje w jedna)

timeStepper — wykonuje jeden krok w czasie, aktualizujac parametry
przeptywu. Funkcja, zgodnie z ktora ewoluuje przeptyw powinna by¢ przyj-
mowana jako jeden z argumentéw o domys$lnej ,wartosci” réwnej dFlowDt.
Dtugo$é kroku At powinna réwniez byé przyjmowana jako argument.



e computel, computeB, computeGamma — wyznaczaja wartosci calek ,
2,

e toFile — zapisuje do pliku wszystkie dane potrzebne do narysowania prze-
plywu (w, b)

e plotFlow — rysuje dwa pola: w z lewej i b z prawej (subplot). Zaznacza
czas, podpisuje osie itd. Do wykresu wirowosci nalezy dodaé linie pradu
(streamlines), ktére mozna wygenerowaé gotowa funkcja (catkujaca u albo
znajdujaca ¢ = const)

4.1 Testy

W celu zweryfikowania implementacji przeprowadzone powinny by¢ testy opi-
sane nizej. W szczegdlnym przypadku, gdy ktory$ z testéw nie nadaje si¢ do
wybranej metody, mozna go zmodyfikowaé¢ albo zaproponowaé¢ inny. Wazne,
zeby test pozwalal stwierdzié¢ czy funkcja dziala poprawnie.

Rozwazmy pole wirowe Taylora-Greena:
—2vt
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Pole jest analitycznym rozwigzaniem rownania Naviera-Stokesa i mozna dla
niego wyznaczy¢ ponizsze wielkosci:
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sin(y) cos(y)e
w = 2sin(x) sin(y)e 2", V-u=0, 1 = sin(z) sin(y)e 2", (15)
Wykorzystamy je do testowania wybranych funkcji.

1. testDivPeriodic, testCurlPeriodic, testGradPeriodic — nalezy zdy-
skretyzowaé dziedzine przy pomocy réznych liczb weztéw N i na kazdej
wyznaczy¢ wynikowe pola dla tego samego czasu, np. ¢t = 0. Nastepnie
sprawdzié, czy Srednia arytmetyczna z bezwzglednej wartosci btedu F ska-
luje si¢ z N tak jak powinna dla wykorzystanego schematu numerycznego.
Wynik powinien byé przedstawiony na wykresie log,,(|F]) od log,q(N).
Nalezy réwniez wyznaczy¢ wspélezynnik nachylenia spodziewanej prostej
(np. regresja liniowa) i zestawié go z predykcja teoretyczna.

2. testLapPeriodic, testUpwindPeriodic — jak w poprzednim przypadku,
sprawdzi¢, czy Srednia warto$¢ bezwzgledna bledu skaluje si¢ zgodnie z
teorig dla wybranego schematu. Osobno dla u i v

3. testSolvePoissonPeriodic — wywoluje solvePoissonPeriodic aby wy-
znaczy¢ 1. Nalezy przedstawié¢ koncowy blad rozwiazania (Srednia aryt-
metyczna z wartosci bezwzglednej), ktéry nie powinien przekraczaé 1075.
Jesli wykorzystana byla metoda iteracyjna to rézniez zalezno$é¢ bledu od
iteracji na wykresie.



4. testTimeStepper — dla jednowezlowej (N = 1) ,siatki”, z warunkiem
poczatkowym:

w| =1, b =0 (16)

)
t=0 t=0

wykonaé ny krokow w czasie o dlugosci At, takich zeby koncowy czas byt
réwny T = 15 (bez wzgledu na warunek Couranta). Funkcja timeStepper
powinna otrzymac jako argument funkcje, ktéra nastepujaco okresla ewo-
lucje pol:

ow ab

a:—b’ a_

w

Analityczne rozwiazanie dla czasu T to:
w = sin(7T), b = cos(T)

Sprawdzié, czy przy réznych wartosciach n; (ale stalym T'), blad rozwia-
zania skaluje sie¢ zgodnie z teoria, osobno dla w i b.

5 Wiyniki

W ramach projektu nalezy przedtsawi¢ uzyskana ewolucje pierScienia wirowego
oraz wyniki testéw. Najlepiej, jesli beda zebrane w jednym pliku (np. pdf) za-
taczonym do kodu.

5.1 Ewolucja pierscienia wirowego

a) Rysunki przeplywu wygenerowane przez plotFlow dla reprezentatywnych
krokéw czasowych. Kazdy rysunek powinien mie¢ zaznaczony czas

b) Wykresy T'(¢t), B(t), L(t). Na liniach powinny byé drobne markery, ktére

zaznaczaja konkretny pomiar.

5.2 Testy

Rezultaty ponizszych testow i powiazane rysunki.
1. testDivPeriodic, testCurlPeriodic, testGradPeriodic
2. testLapPeriodic, testUpwindPeriodic
3. testSolvePoissonPeriodic

4. testTimeStepper
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Dodatek A Upwinding

Rozwazmy problem adwekcji skalaru ¢ przez niescisliwe pole predkosci u:

oo
o=~V (1)
V-u=0. (18)
Wykorzystujac , mozna wyrazi¢ jako:
oo
=V (ug). (19)

Dyskretyzujac (19)) zamiast (17 mozemy uzyskaé¢ schemat, ktéry jest zachowaw-
czy. Oznacza to, ze bledy strumieni miedzy wezlami, choé¢ niezerowe (skutkiem
dyskretyzacji), wzajemnie si¢ znosza. Mozna to podejscie wciaz postrzegaé jako
specjalny przypadek metody réznic skonczonych, jednak wygodniej jest o tym
myéle¢, jako o metodzie objetosci skonczonych. W tym przypadku, kazda ob-
jetosc ma érodek w wezle i écianki w polowie odlegloéci miedzy weztami. W
jej obrebie, rownanie wyrazamy w formie catkowej i korzystamy z twierdzenia
Gaussa-Ostrogradskiegol. W zwiazku z tym, potrzebujemy wartosci nie w we-
ztach a na Sciankach. Zaleznie od sposobu interpolacji na Scianki, uzyskamy
schemat réznych rzedéw doktadnosci. Przykladowo, wykorzystujac liniowa in-
terpolacje, dla objetosei i (o srodku w wezle 4):

oo

Uit1Pit1 + Ui Ui +ui—1i—1\ 1 2
- = — 1 0(A?).  (20)
ox i 2 2 Az
strumien na prawej strumien na lewej
$ciance Sciance

Poniewaz sasiednie objetosci wspoéldziela strumienie (z przeciwnym znakiem),
to niezaleznie od bledéw dyskretyzacji schemat jest zachowawczy.

Przyjmijmy, ze cze$é plynu znaczona jest tuszem (o takiej samej gestosci),
ktérego stezenie wyraza ¢ € [0, 1]. Schemat zapewnia, ze catkowita ob-
jetosé tuszu, zgodnie z fizyka, nie zmieni sie w procesie adwekcji. Rozwazmy


https://en.wikipedia.org/wiki/Divergence_theorem

jednak dwie sasiednie objetosci, takie, ze w lewej nie ma tuszu w ogdle, w pra-
wej jest tusz, a predko$¢ na Sciance pomiedzy nimi, zwrdécona jest w prawo.
Schemat wskaze niefizyczny strumien tuszu z objetosci gdzie go nie ma i
skutkujacy ujemnym stezeniem. W celu unikniecia tego typu problemdw sto-
suje sie upwinding (]3], [2]) tzn. ¢ prébkowane jest ,pod wiatr” - z kierunku z
ktorego przyplywa. Ponizej dwa wybrane schematy:

oug 1
= _ 1 H
oz |; (UP¢P UL¢L> Ax +H,
| + u; we = Litl + U4
L — 2 ) P — 2 )

np. w wersji pierwszorzedkowej (¢ z najblizszego wezla ,pod wiatr”):

¢ . ¢i—17 dlauL>O ¢ . ¢i7 dlauP>0
L=V dlaur<0 P T V6, dlaup<o0’

H = 0O(Az)
albo drugorzedowej (ekstrapolacja ¢ na $cianke z dwich weztéw pod wiatr”):
S¢i1 — 5hi—a, dlaug >0 S¢i — 30i1, dlaup >0

oL = op =

%d)i — %(;51‘4_1, dla uy, <0 %¢i+1 — %¢i+27 dla up <0 ’

H = O(Az?)

analogicznie wyglada dyskretyzacja pionowych strumieni (unoszonych sktadowa

v).
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