Struktury Turinga

Zadanie zaliczeniowe z przedmiotu ”Programowanie i Metody Numeryczne”

1 Wstep

Uklady reakcja-dyfuzja to modele matematyczne opisujace uktady chemiczne, w ktérych obok reakcji che-
micznych zachodzi dyfuzja reagentéw. Alan Turing zauwazyl, ze w tego typu uktadach moze dochodzi¢ do
spontanicznego powstawania periodycznych struktur przestrzennych, o ile uktad znajduje si¢ daleko od stanu
rownowagi. Warunkiem powstania takich struktur jest réznica w szybkosci dyfuzji reagentéw i nieliniowosé
reakcji chemicznej. Uwaza sie, ze struktury Turinga moga odgrywaé role w morfogenezie, tj. powstawaniu
struktur przestrzennych podczas rozwoju embrionalnego. Przykladowo, rozwdj kregostupa moze by¢ mode-
lowany jako jednowymiarowa struktura Turinga, a rozwdj wzoréw na powierzchni ciata jako struktura dwu-
wymiarowa (rys. . Celem tego zadania jest napisanie programu do modelowania dwuwymiarowej struktury
Turinga oraz analiza uzyskanej struktury za pomocs transformaty Fouriera.

2 Uktady reakcja-dyfuzja

Dynamike ukladu sktadajacego sie z N reagentéw opisuje
uktad N réwnan rézniczkowych typu:

8tcz-(sc,t) :fi(Cl,CQ,...,CN) —V'ji, (1)

gdzie c;(x,t) to stezenie i-tego reagenta w punkcie x
w czasie t, j; to strumien dyfuzji, a f;(c1,ca,...,cn) to
tempo zmiany stezenia i-tego skladnika na skutek reak-
cji chemicznych. W wielu przypadkach strumien dyfuzji
mozna policzy¢é za pomoca prawa Ficka: j;, = —D;V¢,,
gdzie D; to wspolczynnik dyfuzji i-tego sktadnika. Jezeli
wspélezynnik dyfuzji jest staly, to réwnanie (1]) przyjmuje
postac:

atci(ili,t) = fi(C],CQ,...,CN) —I-DiACi, (2)

gdzie A oznacza operator Laplace’a.
Stany stacjonarne uktad sa to stany, dla ktérych dla
wszystkich reagentéw zachodzi:

Orci(xz,t) =0 (3)

Stany stacjonarne moga by¢ stabilne lub niestabilne.

Rysunek 1: (a) Wzér na skérze glonojada i (b)
podobna do niego struktura Turinga (za [1]).

Dla stanéw stabilnych, niewielkie wychylenia beda z czasem znikaly, podczas gdy dla stanéw niestabilnych,
beda one rosty. Analize stabilnosci stanéw stacjonarnych zaczniemy od przypadku ukladéw jednorodnych,
w ktérych mozemy zaniedbaé dyfuzje. Przykladem takiego ukladu sa reaktory z mieszaniem. Stan uktadu



skladajacego sie z N reagentéw opiszemy wektorem ¢ = [¢1, ¢, ..., cn], gdzie ¢; to stezenie i-tego reagenta.
Dynamike uktadu opisuje uktad N réwnan rézniczkowych:

dic1 = fi(c)

: (4)
dieny = fn(e).

Stany stacjonarne mozna znalezé¢ rozwiazujac uklad réwnan d;c = 0. Stabilnos¢ stanu stacjonarnego c®
okre$lamy poprzez rozwiniecie rownan z uktadu w szereg Taylora wokol tego stanu. Poniewaz interesuja

nas niewielkie wychylenia u = ¢ — ¢°, zachowujemy jedynie czlony liniowe. Uwzgledniajac f;(c®) = 0,
otrzymujemy:
ofr Of1
dcy tee dcn
du” =TT, T=1|: .. |, (5)
Ofn Ofn
661 e 861\{

gdzie J?® oznacza macierz Jacobiego liczona w punkcie ¢®. Rozwiazanie uktadu réwnan ma postac
kombinacji liniowej czynnikéw exp(A;t), i = 1,..., N, gdzie A; sa to wartosci wlasne macierzy J*, ktérym od-
powiadaja wektory wlasne v;. Stan stacjonarny jest stabilny, gdy czesé rzeczywista wszystkich tych wartosci
wlasnych jest ujemna, a niestabilny, gdy ktéras z nich jest dodatnia.

3 Struktury Turinga w jednym wymiarze

Teorie struktur Turinga przedstawimy na przykladzie jednowymiarowego uktadu dwodch reagentéw, opisy-
wanego ich koncentracjami u i v [2].

Opu(z,t) = f(u,v) + DyOyrts (6)
Ov(z,t) = g(u,v) + DyOyzv. (7)

Zakladamy, ze punkt (0,0) to stan stacjonarny ukladu, czyli f(0,0) = ¢(0,0) = 0. Skale odleglosci
dobieramy tak, zeby uzyskaé D, = 1. Stosunek stalych dyfuzji oznaczamy jako d = D, /D,. Za pomoca
analizy stabilno$ci liniowej chcemy okresli¢ warunki, dla ktorych stan ten jest stabilny wobec jednorodnych
zaburzen, ale niestabilny wobec zaburzen przestrzennie periodycznych.

Analiza stabilno$ci liniowej ukladu dwdéch zmiennych bez dyfuzji opisana jest w poprzednim rozdziale.
Stan (0,0) jest jednorodnie stabilny, jesli wyznacznik macierzy Jacobiego w tym punkcie jest dodatni, a jej
$lad jest ujemny:

trd 0,00 = (fu + 90)l(0,0) < 0, || = (fugv — fugu)l(0,0) > 0. (8)

Nastepnie przeprowadzimy analiz¢ stabilnosci pelnego uktadu, uwzgledniajac dyfuzje. Przedstawmy roz-
wiazania w postaci kombinacji liniowej cztonéw harmonicznych

=00

u(z,t) = Z a; exp(N\it + ik;x) (9)
v(z,t) = l:ZOO b; exp(\it + ik;x). (10)

i=1
Po linearyzacji funkcji f i g w okolicy punktu (0, 0) i z uwzglednieniem (9)110)) uktad réwnan (6f7]) przybiera
postaé
At = £,(0,0)u + f,(0,0)v — k?u (11)
Aiv = g4(0,0)u + g,(0,0)v — kZdv (12)



dla kazdej liczby falowej k;. Wspélczynniki \; sa to wartoéci wlasne macierzy

— k2
fu k1, fv 2 , (13)
gu gv kl d (0’0)

czyli spetniaja:

A7+ X [B2(1 4 d) — (£u(0,0) + gu(0,0))] + h(k}) =0, (14)
h(k?) = dk} — (£.(0,0)d 4 g, (0,0))k7 + f.(0,0)g,(0,0) — £ (0,0)g,(0,0). (15)

Kazdej liczbie falowej odpowiadaja dwie wartosci wlasne )\ii. Jesli czesé rzeczywista ktorejs z nich jest
dodatnia, stan stacjonarny jest niestabilny wobec perturbacji przestrzennych o danej liczbie falowej i w
ukladzie powstanie stabilna struktura przestrzenna. Moze mie¢ to miejsce, albo gdy wspolczynnik przy
pierwszej potedze \; w powyzszym réwnaniu jest ujemny, albo gdy h(k?) < 0. Pierwsza z tych mozliwosci
nie moze by¢ spelniona, poniewaz z warunkow wynika

Ju(0,0) 4 ¢,(0,0) < 0. (16)

Druga z tych mozliwosci, czyli h(k?) < 0 dla jakiego$ k; > 0, moze by¢ spelniona tylko, gdy wspdtezynnik
stojacy przy k? jest ujemny, poniewaz f,(0,0)g,(0,0) — f,(0,0)g,(0,0) > 0 zgodnie z drugim warunkiem ,
czyli:

f.(0,0)d + ¢,(0,0) > 0. (17)

Biorac pod uwage warunek ten moze by¢ spelniony tylko, gdy d = D, /D, # 1. Tak wiec struktury
Turinga moga powstawaé tylko w uktadach, ktorych sktadniki maja rézne mobilnoéci.

4 Zadanie

Rozwazmy uktad dwoch zmiennych u i v, w ktérym moga powstawac
struktury Turinga [1]. Dynamike ukladu opisuja réwnania:

dyu = au(l — rv?) + o(1 = rou) + DSAu 18) 1. @ =4 @ == @ =
Oyv = PBo (1 + O?uv) + u(—a+rov) + DéAw (19) | | |
| | |
gdzie a, 3, r1, r2, d i D to parametry modelu. —_—Q == @ =T @ =
Jedyny jednorodny stan stacjonarny to u =01iv = 0.
Celem zadania jest wykonanie symulacji komputerowych tego : : :

uktadu w dwoéch wymiarach. Réwnania powinny zostaé rozwigzane
metoda réznic skonczonych na siatce kwadratowej typu Arakawa- =~ @ =T~ @ =T @
| | |
| | 1

C (Rys. . Pierwsze pochodne przestrzenne liczone sg na krawedzi
oczek siatki. Przyktadowo:

Opttliv1yay = (ulivry —uliz)/h, (20)
Rysunek 2: Schematyczne przedsta-
gdzie h oznacza rozmiar oczka siatki, indeksy ¢ i j numeruja oczka wienie siatki typu Arakawa-C. Czarne

siatki, a indeks i+ 1/2 oznacza krawedz pomiedzy i a i+ 1. Operator linie oznaczaja granice miedzy oczka-

Laplace’a, réwny dywergencji gradientu, przyjmuje postac: mi siatki. Zmienne u i v modelowane
1 sa na $rodku oczek (czerwone punk-
Au=V - -Vu= 5 (wit1,j + ulim1j +ulij41 + ulij—1 — 4ul; 5) ty). Gradienty liczone sg na na krawe-

(21) dzi oczek (niebieska linia dla kierunku
x i zielona dla y). Zr6édlo: pikpng.com.



Przy liczeniu operatora Laplace’a nalezy uwzglednié¢ warunki brzego-
we. Uzyj warunkow Neumanna: zerowa pochodna na brzegu domeny
(brak przeplywu przez Scianki).

Calkowanie po czasie mozna wykona¢ metoda Eulera:

u|'™™ = " + dyult At (22)

gdzie indeks ¢ numeruje kroki czasowe, a d;u uzyskujemy podstawiajac [21]| do
Parametry symulacji:

e liczba punktéw siatki w kazdym kierunku L = 100

e At =0.05 (dla metody Eulera; uzycie metody wyzszego rzedu, np Runge-Kuttad, pozwala uzyé¢ dluz-

szego At)
e h=1
e =2

e Dlugosé symulacji 1000 (20000 krokéw dla domyslnego At)
e Warunki poczatkowe: losowe wartosci u i v z przedziatu [0, 1]

Parametry «, § i D kontroluja, ktéra liczba falowa ma najwieksza warto$é wlasna (kpmq.). Powstala
struktura Turinga powinna mieé¢ okres 27 /k,q.. PrzeprowadZ symulacje dla dwdch zestawéw tych parame-
tréow:

e a=0.899, 8 =-0.91, D = 0.516, co odpowiada k4, = 0.42
e a=0.398, = —-0.4, D =0.122, co odpowiada k4, = 0.84

Parametry ry i ro kontroluja ksztalt struktury Turinga. Przeprowadz symulacje dla dwoch zestawow tych
parametréw:

e 71 = 0.02, 72 = 0.2, co powinno da¢ kropki
e 1 = 3.5, 1o =0, co powinno daé¢ paski

Dla kazdej kombinacji parametréw zaprezentuj ewolucje wartosci u 1 v w czasie (za pomoca animacji
bad serii rysunkéw).

Dodatkowo, wykonaj analize fourierowska struktury utworzonej na koncu symulacji. Taka analiza polega
na wykonaniu transformacji Fouriera pola u (lub v):

(k) = /u(x) exp(—i27x - k)dx (23)

gdzie wektor x = (x,y), wektor k = (kx,ky), a calkowanie odbywa sie po calej domenie. Wartos¢ bez-
wzgledna transformaty (pamietaj, ze transformata moze byé liczba zespolona), |i(k)|, nazywana widmem
amplitudowym, zawiera informacje¢ o zmiennosci pola na odlegtosciach odpowiadajacych liczbom falowym
k. Wigksza wartosé¢ |4(k)| oznacza silniejsza zmiennosé w skali dtugosci odpowiadajacej k.

Mozemy zalozy¢, ze struktura przestrzenna jest radialnie symetryczna. Wygodnie bedzie uzy¢ wspolrzed-
nych polarnych (K, 6):

k., = K cos(0) (24)
k, = K sin(0) (25)



Aby uzyskaé¢ widmo amplitudowe usrednione po wszystkich kierunkach, liczymy calke:

A(K) = /0 " (K, 0)]do (26)

Narysuj tak policzone widmo amplitudowe. Czy jego maksimum wypada w okolicy K = kpas?

W praktyce, dwuwymiarowsa transformate Fouriera mozemy policzy¢ uzywajac algorytmu FFT z jednej
z bibliotek (np. NumPy). W jej wyniku otrzymamy wartoéci transformaty dla dyskretnych wartosci w dwu-
wymiarowej przestrzeni (kg, k). Dyskretyzacja wynika ze skonczonej liczby punktéw siatki. Do policzenia
calki [26] potrzebna moze by¢ interpolacja transformaty pomiedzy tymi punktami.

Do kodu programu dotacz sprawozdanie, opisujace program (wraz z instrukcja jego uzycia) i uzyskane
wyniki.

Opracowanie: Piotr Dziekan.
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