ZADANIA Z ALGEBRY I PRZYLEGLOSCI

Zadanie C.1 Napisa¢ podane liczby zespolone w postaci z + iy

a)  (24+)(-3i+4)+i+7,

by  (i+1)*,
1+ 26

) T
1

K

6) (2 - 2)2

(2+10)3"

Zadanie C.2 Napisa¢ podane liczby zespolone w postaci trygonometrycznej r e, w
ktorej r > 0, ¢ € [0, 27).

a) —1-—1,
b) —3—iV3,
o (1+i),
1

d -
) (1 —14)2’
e) l4+cosa+isina, 0<a<?2r,

1—1t

) teR.

f) 1+t

Zadanie C.3 Napisa¢ podane liczby zespolone w postaci z + iy

a)  V-3+4i,
b) V2 +2i,

¢) V21420,
d) 20+ 21i,

e)  \1+2V2i.

Zadanie C.4 Rozwiaza¢ rownania (kwadratowe)

a) 2> —42+5=0,

b) Z+2+3i-1=0,

) Z+z2-1=0,

d 2224+ (9—-i)z+10=0,

e) (1+43i)2>+6iz+3—i=0.
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Zadanie C.5 Korzystajac z tego, ze

e/t = (f+z) e/t = \%(Hz‘),

(albo innym sposobem) zapisa¢ w postaci x + iy liczby

a) /12
b P2
C) 6i7r/8 ’

d) 6i37r/8 )

Zadanie C.6 Rozwiaza¢ rownania (z* u mnie to jest to samo, co Z u innych)

a) 22 —12z"+61=0,
) 242 =0,

) 2 44|z =0,

d) 2" +2i2"=0.

oS

Zadanie C.7 Przedstawi¢ cos4x oraz sin4x jako sume wyrazéw, w ktorych wystepuja
tylko potegi cosz i sin x.

Zadanie C.8 Pokazaé¢ bezposrednim rachunkiem, piszac z; = x1 + ty1, 20 = o + 1y, Z€

2y . 2] (tu 29 #0),
|22

oraz  |z1 4+ 2|? + |2 — 2 = 2| + 2|2

\le2| = \Zl\ \Zz\a

zZ9

Zadanie C.9 Wykorzystujac trygonometryczng postac liczb zespolonych udowodnié¢ toz-
samosci

a)  sin?a —sin® 8 = sin(a + B) sin(a — 3),
COoS DY

b) =1-10tgp +5tg’p.

cos®

Zadanie C.10 Znalez¢ wszystkie liczby z spetniajace rownosci

=31,

a) =z

b) P =i+V3—4i,
) P =1+iV3+4i,
d) 2t =7+ 24

[\)



Zadanie C.11 Naszkicowa¢ na plaszczyznie C zbiory liczb zespolonych z spetniajacych
warunki

-3
o) || <1,
zZ+1
z 4+ 3
b =2
) z— 3 ’

Zadanie C.12 Znalez¢ obraz dolnej polplaszezyzny liczb zespolonych (bez osi rzeczywi-
stej) przy odwzorowaniu (homografii)

flz) = 2

z—1

Zadanie C.13 Znalez¢ przeciwobraz wzgledem odwzorowania
zZ 41
f(z) =

2—1i
zbioru bedacego (na plaszczyznie zespolonej) zewnetrzem kota o promieniu 2 i srodku w
poczatku ukladu.

Zadanie C.14 Obliczy¢ sume eg+¢1+. . . £,_1 pierwiastkéw n-tego stopnia z liczby z = 1.

Zadanie C.15 Obliczy¢ sume
C = cos8% + cos 16° 4+ cos24° + ... 4+ cos 176°.

Zadanie C.16 Obliczy¢ sumy

N

a) Zcos[(2n —1)x] = cosx + cos3x + ...+ cos[(2N — 1)z],
n=1
N

a) Z sin?(nz) = sin? x + sin? 2z + ... +sin?(Nux).

n=1

Zadanie C.17 Znalez¢ iloraz i reszte z dzielenia wielomianu w(x) przez wielomian v(x)

a)  w(zr)=22% 52 +4r -2, viz)=x—1,
b)  w(r) =2 —32° + 32 — 4w + 3, v(x)=ao—1,
c)  w(r)=22"+42* —2® —22* + 242, v(r)=x—2,
d)  w(zr)=32" — 62" + 72> — 142* — 2246, v(r)=x—2.
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Zadanie C.18 Znalez¢ iloraz i reszte z dzielenia wielomianu w(x) przez wielomian v(x)

a)  w(xr) =8z -4z +8x -9, v(r) =2 -3,
b)  w(z) =4a* — 2% +8xr — 1, v(z) =22+ —1,
) w)=2"+2"—2+1, v(z) =2 -2 +1.

Zadanie C.19 Wykazaé, ze

1

" —1= (2 - 1) [x2 — 2z cos(zk> + 1} :
n
1

3
|

B
Il

Zadanie C.20 Rozlozy¢ wielomian W, 1(z) = 2*"™! + 1 na ilocznyny wielomianéw
stopnia nie wyzszego niz drugi. Sprawdzi¢ bezposrednio wynik ktadac n = 1.

Zadanie C.21 Rozwiaza¢ rownania trzeciego stopnia

2 —3iz—14+i=0,
23 —122—-8/3=0,
2 —3224+424V2=0.

Zadanie C.22 Sprowadzi¢ do prostszej postaci iloczyn
(z+y+2)(z+ey+ez)(z+ey+ez),

gdzie e = $(—1 4 iV3).

Zadanie 0.1 Stosujac eliminatke Gaussa rozwiaza¢ na rozgrzewke uktadzik rownan

y+z=5,
T +z=4,
T+y =3.

Zadanie 0.2 Znéw stosujac eliminatke Gaussa rozwiaza¢ uktad réwnan

r+ y+ z+ t=1,
20 + 3y + 42+ 3t =2,
x —z =1,

y+22+ t=0.

Uwaga: rozwiazanie nie musi by¢ jednoznaczne (a czasem moze nawet nie istniec!). Kiedys
cala teorig takich réwnan zrozumiemy, formutujac je jako problemy wektorowe i wtedy
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bedzie oczywiste, kiedy jak jest. Na razie jednak musimy takie réwnanie sprawnie roz-
wiazywac, zeby sie tymi wektorami bawié¢. (Jak zwykle wiec wylazi tu problem zjadania
wlasnego ogona, albo pytanie, co jest pierwsze: jajko, czy kura?)

Zadanie 0.3 Stosujac eliminatke Gaussa rozwiaza¢ ukltad réwnan

r+y+ z=3,
r+y+2z=4,
rT+y+3z=5.

Zadanie 0.4 Stosujac eliminatke Gaussa rozwiaza¢ uklad réwnan

dJr+y+ 2= 1,
TH+y+2z=-2,
r—y—3z=-9.

Zadanie 1.1 Dane sa trzy wektory

1 1 0
e; = 1 y €y = 0 y €3 = 1 y
0 1 1

7 przestrzeni wektorowej R?. Przyjmijmy na stowo honoru (kto chce, moze to sam spraw-
dzi¢ - bedzie to analogiczne do Zadania 3 z materialow ¢wiczeniowych), ze tworza one
uktad wektoréw liniowo niezaleznych. Czy mozna dokooptowaé do nich jeszcze jakis wek-
tor, tak by utworzony uktad czterech wektoréw byt nadal liniowo niezalezny?

Zadanie 1.2 Wiadomo (bo kto$ to juz ustalil i nic nam do tego, jak), ze wektory fi,
f,, f3, sa liniowo niezalezne (nawet nie musimy wiedzie¢ czym sa te wektory ani jak duza
jest p.w. do ktorej one naleza). Sprawdzi¢, czy liniowo niezalezny uktad tworza wektory
(e1, e, €3) dane kombinacjami

e =1 +f,+1;,
62:4f1+5f2+6f3,
es =1 —f, + 13,

a takze czy liniowo niezalezny uklad tworza wektory (wq, ws, w3) dane kombinacjami

wy =1 +1f, +1f3,
W2:4f1+5f2+6f3,
W3:f1+3f2+5f3.



Zadanie 1.3 Czy uktad czterech wielomianéw

wi(z) = 2®+22° + 22 +6,

wo(z) = 22° + 27 +1,
ws(r) = 32 — 22° + =,
wy(x) = SrP+ z+7,

potraktowanych jak wektory z p.w. wielomianéw stopnia r < 3 jest liniowo niezalezny?
Czy wielomian u(z) = 52 + 82? + 2z + 2 mozna zapisa¢ jako kombinacje liniowa tych
wielomianow? A wielomian u(z) = 152% + 7z + 14 da si¢? A jesli ktory$ z nich si¢ da, to
czy w sposob jednoznaczny?

Zadanie 1.4 Czy wypisane ponizej cztery wielomiany

wi(z) =2 +2*  +1,
wo(r) =2 +a+1,
wy(r) = 2° +1,
wy(r) = 2%,

potraktowane jak wektory z p.w. wielomianéw stopnia r < 3 tworza baze tej przestrzeni?

—

Zadanie 1.5 Pokazaé, ze cztery macierze

0_10 0_01 U_O—z' 0_10
1o 1| ‘T lr o] TPrld oo TPTl0 1)’
nie tworza bazy p.w. nad cialem R wszystkich macierzy wymiaru 2 x 2, ale tworza baze
p.w. takich macierzy nad ciatem C i tworza tez baze p.w. nad cialem R macierzy her-
mitowskich? (najpierw prosze sprawdzi¢ - to dodatkowy punkt Zadania 2.1 - Ze macierze

hermitowskie tworza w przestrzeni wektorowej wszystkich macierzy kwadratowych usta-
lonego wymiaru, tu 2 x 2, uczciwa popdprzestrzen) wymiaru 2 x 2.

Zadanie 1.6 Poda¢ sktadowe (zywego) wektora

nalezacego do R? w bazie tworzonej przez wektory

1 1 0
fi=[1], fH=|0|, f=]|1],
0 1 1

ITrzy ostatnie z nich sa zwane macierzami sigma Pauliego i pojawia sie w mechanice kwantowej
nierelatywistycznych czastek o spinie 1/2 (czasem, w kontekscie izospinu - a co to takiego, to prosze sie
samemu dowiedzie¢ - oznacza si¢ je 7;).

2Macierz hermitowska to taka, ktora spelnia warunek a;; = (a;;)*.
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i w bazie tworzonej przez wektory

1 1 1
Wi = 1 s Wy = 1 5 W3 = 0
1 0 0

Zadanie 1.7 Poda¢ sktadowe (traktowanego jak wektor z odpowiedniej p.w. wielomia-
now) wielomianu w(zx) = a3z + asx? + a1z + ag w bazie tworzonej przez wielomiany

fi=at, =2+ +2+1, f1=0242+1, fi=2+1, f5=1.

Zadanie 1.8 Jaki warunek musza spetnia¢ rzeczywiste liczby a, b i ¢, by trzy wektory

—_
—_
s

tworzyly baze przestrzeni wektorowej R? (nad R)?
Wskazéwka: Na razie z braku innych narzedzi sprobowaé¢ wyrazi¢ wektory bazy kano-
nicznej

1 0 0
e = 0 s €y — 1 s e3 — 0 s
0 0 1

przez podane wektory fi, f5 i f5.
Zadanie 1.9 Czy zbioér funkcji
vi =sh2z, vy=ch2z, v3=sh’z, v,;=ch’z,

potraktowanych jak wektory nalezace do takiej wieeeelkiej przestrzeni wektorowej wszyst-
kich funkcji f: R — R tworzy uktad wektoréw liniowo niezaleznych?

Zadanie 1.10 Trzy (zywe) wektory przestrzeni R3

1 2 3
fi=|2, =13, £f=1[8],
1 3 2
tworza jej baze. Trzy wektory
3 5 1
u; = 5! 5 Uy = 14 s Uz = 9 s
8 13 2



tez tworza baze. Wyrazajac wektory w; przez wektory f;, znalezé macierz zmiany bazy
(jak bedzie ona oznaczona?)

Zadanie 1.11 W pewnej bazie czterowymiarowej przestrzeni wektorowej V' wektor u
ma skladowe - pisze je “na plask” zamiast “na sztorc” bo zajmuje to mniej miejsca -
(2,3,0,—1). Jakie sa skladowe tego wektora w bazie tworzonej przez cztery wektory,
ktore same w tamtej bazie maja sktadowe: (3,2,1,0), (2,1,1,2), (1,3,2,4)1(0,1,2,3) ?
A moze te cztery wektory nie tworza bazy? Jak to sprawdzi¢?

Zadanie 1.12 W pewnej bazie trojwymiarowej przestrzeni wektorowej V' wektory fi, fo,
f5, maja sktadowe - znoéw pisze je “na ptask” - (1,0,1), (0,1,0) 1 (1,0, —1), a wektory vy,
vy, vy sktadowe (1,1,1), (1,1,0) i (1,0,0). Czy oba te zbiory wektorow (kazdy z osobna
oczywiscie) moga by¢ bazami przestrzeni V' 7 Jesli tak, to poda¢ macierze zmiany baz
R(few) 1 Ryey). Sprawdzi¢, ze otrzymane macierze sa wzajemnie odwrotne!

Zadanie 2.1 Ktore zbiory wektoréw wyodrebnione ponizej z pewnych przestrzeni wekto-
rowych tworza podprzestrzenie wektorowe?

1. Szkolne wektory (takie strzatki) na ptaszczyznie, o poczatkach w jednym ustalonym
punkcie ptaszczyzny i koricach lezaych na jednej i tej samej prostej?

2. Wektory jak wyzej tylko o koricach nie lezacych na jednej wybranej prostej

3. Wielomiany w(x) (z nieskoniczenie wymiarowej p.w. wielomianéw dowolnego stop-
nia) spetniajace warunek w(1l) =1

4. Wielomiany jak wyzej ale takie, ze w(0) = 0

5. Wektory nalezace do R" (z jakim$ ustalonym n), w ktorych liczby na pierwszym i
ostatnim “pigterku”® sa takie same? a przeciwne (tzn. a i —a)?

6. Wektory jak wyzej, w ktorych suma liczb na wszystkich pieterkach jest réwna usta-
lonej wartosci, np. 77 A jesli 0 7

7. Macierze symetryczne (w przestrzeni wszystkich macierzy wymiaru n x n z jakims
konkretnym n, o elementach rzeczywistych, albo i nawet zespolonych)? A antysy-
metryczne? A macierze o $ladzie réwnym zeru?

8. Podzbior funkcji parzystych, tj. takich, iz f(—x) = f(x), nalezacych do prze-
strzeni wektorowej Map([—1, 1], R) (czyli do zbioru funkcji o wartosciach rzeczywi-
stych okreslonych na domknietym odcinku [—1,1])7

3Celowo nie pisze “ktorych pierwsza i ostatnia sktadowa sa takie same” - czy co$ takiego by miato jakis
sens? (odpowiez warta punkt za aktywnosc).

4Slad macierzy kwadratowej (nie da sie zdefiniowaé¢ §ladu macierzy niekwadratowej - tj. mozna sobie
jako$ arbitralnie, ale nie bedzie to do niczego uzyteczne: matematyka na tym polega, zeby definiowaé i
badaé obiekty, ktore sie do czegos przydadza) to jest suma elementéw tej macierzy lezacych na diagonali
- tej biegnacej (tak sie przyjeto) z lewego gornego rogu do dolnego prawego.



9. Podzbior funkcji niemalejacych, tj. takich, iz f(z2) > f(x1), gdy xo > x1, naleza-
cych do Map([—1,1],R)?

10. Podzbior funkeji takich, iz f(—1) = f(1) = 0, gdy x5 > z1, nalezacych do przestrzeni
Map([—1,1],R)? A gdyby yt to zbiér funkeji takich, ze f(—1) = f(1) =17

Zadanie 2.2 Niech w przestrzeni wektorowej V = R* do ktoérej nalezace wektory sa
postaci

+ e 8

podprzestrzen U bedzie zadana warunkami x + 2 = 01y — z = 0, a podprzestrzetn W
warunkami 2x +y+ 72+t =01ix —y+ 32+t = 0. Poda¢ najogblniejsza posta¢ wektora
nalezacego do przeciecia U N' W tych podprzestrzeni.

Zadanie 2.3 Niech w przestrzeni wektorowej wszystkich funkcji f : R — R podprzestrzen
V' bedzie rozpieta przez wektory-funkcje

tir=1, ty=sinx, t3=cosx, t4=sin2z, t5=cos2zx.

Sprawdzi¢, ze do tej podprzestrzeni naleza wektory-funkcje

fi = (sinx 4+ cosz)?, fo = (sinz —cosx)?,

f3 = (sinz + cosz)(sinx — cosx), f;=sin’z, f5=cos’x.

Czy rozpinaja one caly podprzestrzen V7 Jesli nie, poda¢ jaka$ baze podpodprzestrzeni
przez nie rozpinanej (tzn. podprzestrzeni podprzestrzeni V).

Zadanie 2.4 Czy cztery (zywe) wektory

1 0 0 0
1 1 0 0

fl - 0l f2 - 1 ) f3 - 11 f4 = 1 )
0 0 1 -1

moga tworzy¢ baze p.w. R* ? a przestrzeni C* ? Jesli moga, to podaé w tej bazie sktadowe
najogoélniejszego wektora z tej p.w.

Zadanie 2.5: W Zadaniu 12 w skrypcie ustaliliSmy, ze z dwoch podprzestrzeni V i W
przestrzeni wektorowej R® podprzestrzen V jest caly przestrzeniag R®, a W ma wymiar
2. Zadaé¢ na dwa sposoby® podprzestrzeii X dopelniajaca W do calej R3, tj. taka, ze
W @ X = R3. Przedyskutowaé, czy rozwiazanie tego problemu jest jednoznaczne.

5Przypomnijmy, ze ogélnie zadaé¢ podprzestrzein mozna podajac jakis zbior wektoréw ja rozpinajacych,
a podprzestrzenie R, mozna tez zadawa¢ podajac uktad jednorodnych réwnan spelnianych przez liczby
na “pieterkach” wektoréw z zadawanej podprzestrzeni.

9



Zadanie 2.5": Zadane sg dwie podprzestrzenie U i V przestrzeni wektorowej R3:

2 1 1 x
U= 114, -2, 3 , V= yl, t—y+2=0
—1 3 —4 z

Zada¢ U rownaniem (jednym, a moze ich wiecej do tego potrzeba?) a V' zada¢ podajac
jakie§ wektory ja rozpinajace. Czy V + U jest cala przestrzeniag R3? Scharakteryzowac
podprzestrzeii U NV na dwa sposoby: podajac jakas jej baze i podajac rownania (ile?)
spelniane przez liczby na pieterkach wektoréw do niej nalezacych

Zadanie 2.6: Podprzestrzen W w przestrzeni wektorowej R® jest rozpinana przez wektory

Wo = W3 = , Wy = , W5 =

Hlé
Cﬂﬂk“C«OI\DI—l
}—t[\D“OO»-POT
— =W
e
— =N R

Jaki jest wymiar tej podprzestrzeni? Podaé jakas jej baze.

Zadanie 2.7: Poda¢ jakas baze sumy algebraicznej U4V podprzestrzeni U i V przestrzeni
wektorowej W3 wielomianéw stopnia r < 3 zdefiniowanych nastepujaco: do U naleza
wielomiany postaci au(x) + bug(x) z dowolnymi rzeczywistymi a i b, gdzie

w(z)=2*+22+r, w@)=2"+z+1,

za$ do V naleza wielomiany postaci cvy(z) + dva(x) z dowolnymi rzeczywistymi a i b,
gdzie

vi(z) =2 -222+1, w(r)=2"+z+1.
Czy suma U + V jest suma prostg podprzestrzeni?W

Zadanie 2.8 Zada¢ zdefiniowane nizej podprzestrzenie wektorowe uktadami jednorodnych
rownan liniowych.
a) Podprzestrzen U przestrzeni wektorowej R3 rozpinang przez wektor

—21,
1

b) Podprzestrzenn W przestrzeni wektorowej R? rozpinang przez wektory
1 3
2|7 41
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Zadanie 2.9 a) Podprzestrzen U przestrzeni wektorowej R? jest rozpinana przez wektory

1 1 2
—1 1 0
1|7 01"’ 1
0 1 1

Zadac¢ te sama podprzestrzen uktadem réwnan liniowych spetnianych przez liczby wyste-
pujace na czterech picterkach zZywego wektora z R* nalezacego do U.
b) To samo co wyzej, tylko w R i podprzestrzeri W rozpinana przez trzy wektory

1 1 3
-1 1 1
17, 01, 1
-1 0 -1
1 3 7

Zadanie 2.10 W bazie e;, i = 1,2, 3, 4 czterowymiarowej przestrzeni wektorowej (nad R)
podprzestrzen V rozpinaja wektory vi, vy i v3, a podprzestrzen W wektory wy, wa 1 ws:

vV =e; + e2+e3+ ey,
Vo =€ — €+ e3— ey,
V3261+362+63+3e4,

w; = e+ 2e +2ey,
Wo = e1+2e2+eg+2e4,

wy =3e;+e+3e3+ ey4.
Jakie sa wymiary tych podprzestrzeni, ich sumy V' + W i przeciecia VNW 7 Podac¢ jakie§
bazy V. W, V+W iV NnWw.

Zadanie 2.11 W przestrzeni wektorowej R® (nad R) podprzestrzen V rozpinaja wektory
V1, Vo 1 v3, a podprzestrzen W wektory wi, wo 1 ws:

[ 1] [ —2] -3 1 0 2
6 3 6 1 -2 0
V] = 4 , Vo = 0 , V3 = ) y W1 = 2 , Wgo = 0 , W3 = 2
7 5! 6 1 -1 1
| —2 | | —2 =2 | —1 =2 =2

Jakie sa wymiary tych podprzestrzeni, ich sumy V' + W i przeciecia VNW 7 Podac¢ jakie§
bazy V, W, V4+W iV NW.
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Zadanie 3.1 Niech (e;,e;) oraz (fi,f;) beda dwiema bazami pewnej dwuwymiarowej
przestrzeni wektorowej V. Skladowymi wektorow u i v i w nalezacych do V' w bazie

(1, €2) s
- (3) () e ()

a sktadowe u i v w bazie (f}, f3) maja postac¢

(). - ()

Jak wygladaja sktadowe wektora w w bazie (f;, fs) ? Poda¢ takze macierze zmiany bazy:
Rieeg) 1 Bifie)-

Zadanie 3.27 Wykona¢ mnozenie macierzy (w podanej kolejnosci):

o (326 )

3 5 1
(225 s)
31 1\ /1 1 1
c) 2 1 22 -1 1],
1 23/ \1 0 1
1 2 3\ /-1 -2 —4
d) 2 4 6| -1 —2 -4,
3 6 9 1 2 4

2 -3 5
e) Lo 3 -1 4 =2
2 -3 1
Wykona¢ takze mnozenie tych macierzy, ale w odwrotnej kolejnosci (jesli jest to mozliwe).

Zadanie 3.3 Jako ze umiemy juz wyraza¢ wektory jednej bazy przez wektory innej bazy
w jedna i w drugg strone oraz zapisywacé to macierzowo, to umiemy tez odwracaé macie-
rze. Zatem: znalez¢ macierze odwrotne do podanych nizej wyobrazajac sobie, ze sg one
macierzami zmiany jakiejs jednej bazy na inna baze

13 -5 7
12 -3

1 2 01 2 -3

a) (25), oo 2], 9 |5 1
v 00 0 1

6Symbol := jest uzyty zamiast =, aby nie utozsamié¢ przypadkiem zywego wektora z jego sktadowymi
w jakiej$ bazie.
"Dla tych, co maja watpliwosci, czy umieja mnozy¢ jedna macierz przez druga macierz.
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Zadanie 3.4 Wzory

Ty L1
F T = | T+ 2!13'2 s
I3 To + 3113'3
al T+ 2
G ) = To + 6 s
I3 To + 3113'1 -1

zadaja pewne odwzorowania przestrzeni wektorowej R? w nig sama: R?* — R®. Sprawdzic,
czy sa one liniowe. Jesli ktéres z nich jest, to podaé¢ jego macierz w bazie kanonicznej
(zero-jedynkowej) ey, ey, es przestrzeni R?, oraz w bazie tworzonej przez trzy wektory vy,
Vo, V3!

vy = e t+e+e3,
el—|—82—|—263,
Vg = e1—|—2e2+393.

Vo

Podac¢ tez w przypadku tego odwzorowania, ktore jest liniowe, sktadowe w bazie v; obrazu
wektora u, ktory w bazie e; ma sktadowe (1,2, 3).

Zadanie 3.5 Czy liniowe jest odwzorowanie F, ktore wielomianowi w(z) stopnia r < 2
przyporzadkowuje wielomian stopnia r < 3 wedtug wzoru

F(w(z)) = (2+z)w(z),

7 Jesli jest, to poda¢ macierz odwzorowania F' w kanonicznych (eo(z) = 1, e;(z) = z,
etc.) przestrzeni Wy i przestrzeni Wis).

Zadanie 3.6: Odwzorowanie liniowe F' trojwymiarowe]j przestrzeni wektorowej V' w nig
sama jest w bazie (e, ey, €3) reprezentowane macierza

0
Feey =10
1

o = O

1
0
0
Poda¢ macierz Fi,)«,) tego odwzorowania w bazie

vi=3e+2e+ e,
Vo = el+3€2—|—261,

V3:2€1 +62+361.

Zadanie 3.7: Odwzorowanie liniowe F' pewnej trojwymiarowej przestrzeni wektorowej
V' w inna trojwymiarowa przestrzen W (ktora moze tez byé i ta sama przestrzenia V -
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nie ma to tu znaczenia) jest takie, ze

F(el+ 62—|—63) = 3W1—|—2W2+2W3,
F(e1—|—2e2—e3) = —wWjp + W2—|—4W3,
F(—e;+e) = —w;+ wy—3ws.

Poda¢ macierz Fi tego odwzorowania w bazach tworzonych przez wektory e; (prze-
strzeni V') i wektory w; (przestrzeni W).

Zadanie 3.8: Odwzorowanie liniowe ¢ wielomianéw (rzeczywistych) stopnia nie wyzszego
niz 1 w wielomiany (rzeczywiste) stopnia nie wyzszego niz 2 jest takie, ze

o(r+3)=—2+5r+4,
©(2x +7) =52 —3.

Napisa¢ ogolny wzoér na (a2 + ag) oraz macierz .y w bazie kanonicznej wielomianow
er(r) = 2. Podaé¢ takze wielomiany-wektory rozpinajace imy oraz zadaé taka podprze-
strzen Y w Wiy, by imp @Y = W ). Czy wybér Y jest jednoznaczny?

Zadanie 3.9: Odwzorowanie liniowe I trojwymiarowe]j przestrzeni wektorowej W oy wie-
lomianéw stopnia nie wyzszego niz 2 w nig sama jest w bazie tworzonej przez wielomiany
(sprawdzi¢, ze to istotnie jest bazal) vi(z) = 2>+ 2+ 1, vo =22+ 22— 1ivz(z) =2 +2
reprezentowane macierza

0
Feyey =10
1

S = O

1
0
0
Jak wyglada obraz F'(w) wielomianu w(z) = ax? + a7 + ag?

Zadanie 3.10 Macierz liniowego odwzorowania A : V — V tj. pw. V odimV =5 w
niag sama ma w bazie e;, 1 = 1,...5 p. V postaé

2 2 1 2 1
111 21
Ao =112 2 21
12111
121 2 2

Poda¢ kombinacje liniowe wektoréw bazy rozpinajace jadro kerA i obraz imA tego od-
wzorowania.
Wskazowka: Sprobowaé wyrazié przedostatnia kolumne podanej macierzy przez pozostate.

Zadanie 3.11 Macierz odwzorowania liniowego F': V' — W, gdzie dimV = 2, a dimW =
3, ma w bazie (vy, Vo) przestrzeni V i bazie (wq, wg, w3) przestrzeni W postaé

1 2
Fuyw =13 4
5 6
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Podaé¢ posta¢ macierzy Fiy ) tego odwzorowania w bazach (ui,u) = (vi, vi + vo)
przestrzeni V' i (g1, 82,82) = (W1, Wi + Wo, Wy + Wy + w3) przestrzeni W. Podac,
wyrazajac je przez wektory bazy w;, i = 1,2,3 (lub przez wektory bazy g;, i = 1,2,3),
wektory rozpinajace im/F'. Jakie jest jadro odwzorowania F'7

Zadanie 3.12 O liniowym odwzorowaniu F' tréjwymiarowej przestrzeni wektorowej V,
ktorej baza sa jakie§ trzy wektory vq, vy 1 v3, w trojwymiarowa przestrzen W o bazie
Wi, Wy 1 wy wiadomo, ze jego jadro rozpina wektor j = v; + vy — v3, a obraz rozpinaja
wektory 0; = w; +Wwy+2w3 i 0o = —wy + 3ws. Podac jak moze wyglada¢ macierz Fi,,) ()
tego odwzorowania w podanych bazach. Czy jest to jedyna mozliwa posta¢? Jesli nie
jedyna mozliwa, to sprobowac¢ napisaé¢ najogolniejsza jej postac.

Zadanie 3.13 Macierz odwzorowania 1" przestrzeni W,y wielomianéw stopnia nie wyz-
szego niz drugi w nig sama ma w bazie tworzonej przez wielomiany vy (x) = 2% + z + 1,
vo(x) = 22 + 22 — 1, v3(x) = x + 2 postac

Ti)w) =

|
o N

1
2
2

N — O

Jaka posta¢ maja (zywe) wielomiany nalezace do jadra odwzorowania 77 A jak wygla-
daja wielomiany nalezace do im7" 7 Czy suma algebraiczna im7+kerT" jest suma prosta
podprzestrzeni?

Zadanie 3.14 Odwzorowanie liniowe G przestrzeni R? w R3, jest takie, ze na wektorach
V1, Vo i1 v3 daje

1 1 2 -2 1 3
3 1 -2 10 7 -3
Znalezé obraz wektora w
0
2
—8

Czy na podstawie tego, co o odwzorowaniu G wiemy, mozna wyznaczy¢ macierz odwzo-
rowania G w jakiej$ bazie?

Zadanie 4.1 (autorstwa P. Stachury, ciut przerobione) Macierz odwzorowania linio-
wego czterowymiarowej przestrzeni wektorowe V' w trojwymiarowa przestrzenn wektorowa
W ma w bazie v; (i = 1,2, 3,4) przestrzeni V i bazie w; (j = 1,2, 3) przestrzeni W postac

110 -1
Fuym=[1 2 2 -1
3 4 2 -3



Znalez¢ takie bazy obu przestrzeni (wyrazajac je przez wektory v; 1 wektory w;), by
macierz tego odwzorowania miata w nich postaé

100 0 1 -1 0 0
a) 010 0], b) 2 1 00
0000 0 0 00

Czy mozna znalez¢ takie bazy, by macierz tego odwzorowania miata w nich postac

1 =1 0 O
2 1 0 0},
11 11

?

Zadanie 4.2 Odwzorowanie S przestrzeni wektorowej R w nig samg jest takie, ze

1 3 3 0 1 0
3 1 1 1 1 4

Jak wyglada macierz S tego odwzorowania w bazie kanonicznej (tzn. zerojedynkowe;j)
przestrzeni R3? Jakie jest jadro i obraz tego odwzorowania?

Zadanie 4.3 Liniowe odwzorowanie P dwuwymiarowej p.w. V' w nig sama jest w bazie

(e1,ey) dane macierza:
1 1
Pleye) = (0 0) :

Czy jest ono rzutem? Jesli jest, to na jaka podprzestrzen i wzdtuz jakiej? (Zdefiniowaé
te podprzestrzenie podajac rozpinajace je kombinacje wektorow bazy.)

Zadanie 4.4 Zrzutowaé zywy wektor w € R? na podprzestrzen zdefiniowang warunkiem
r+y—2z=0, (x, yizsaliczbami na kolejnych pieterkach zywych wektoréw z R?) wzdtuz
podprzestrzeni rozpietej na wektorze u, jesli

Poda¢ takze macierz tego rzutu w kanonicznej zero-jedynkowej bazie przestrzeni R3.

Zadanie 4.5 Znalez¢ macierz realizujaca rzut wzdtuz podprzestrzeni W na podprzestrzen
V. Podprzestrzenie te sa rozpinane przez wektory wy, wo oraz v o sktadowych

1 1 1
w=<L{1], (1]}, v={]|2
1 0 3



Zmalez¢ rzuty wektorow o sktadowych

2 0 1
u; = 4 s Uy = 1 s Uz ‘= 1
6 2 2

Zadanie 4.6 W pewnej trojwymiarowej przestrzeni wektorowej V' nad cialem R pod-
przestrzen U jest rozpinana przez dwa wektory majace w bazie (e, es, e3) przestrzeni V
posta¢ u; = e; — ey + e3, Uy = €1 + ey + e3, a podprzestrzen W tworza wszystkie wek-
tory, na ktorych zeruja sie dwa kowektory® w; i Wy majace w bazie (dualnej do bazy e;)
(€1, €2, €3) przestrzeni V* postaé wi; = €; —2€,y, Wy = €; —2é3. Poda¢ w bazie e; macierze
rzutéow na podprzestrzen W wzdtuz podprzestrzeni U i na podprzestrzen U wzdtuz pod-
przestrzeni W. Zrzutowac¢ na jedng i druga podprzestrzen wektory a; = e; — 2ey + 2 eg,
1 Ay = 361 + e +363.

Zadanie 4.7 Niech w przestrzeni V z poprzedniego zadania bedzie zadany iloczyn ska-
larny” wzorem e; - e; = 0;;, tzn. e; -e; =1, e; - e; = 0, etc. Zrzutowac te same wektory
a; i ay, na podprzestrzen U ale nie wzdluz W, tylko wzdluz podprzestrzeni U+, ktore;
wszystkie wektory maja zerowy iloczyn skalarny ze wszystkimi wektorami podprzestrzeni
U. Podprzestrzen U+ nazywa sie dopelieniem prostopadlym U w sensie zadanego ilo-
czunu skalarnego (mozna by zadaé¢ inny iloczyn skalarny i wtedy podprzestrzen Ut by
byla inna).

Zadanie 4.8 Poda¢ przyklad odwzrowania liniowego F : R* — R3, takiego, ze obraz
imF tego odwzorowania jest rozpinany przez jeden (zywy) wektor

2 1

31, a kerF = ? eR', 21 —z9+6x3+22,=0
3

1 s

Jak duza jest dowolnos¢ w wyborze odwzorowania spetniajacego te warunki?

Zadanie 4.9 Odwzorowanie F' czterowymiarowe]j przestzrzeni wektorowej V' (nad R) w
nia sama jest, w bazie (e1, eq, €3, €,) tej przestrzeni, reprezentowane macierza

3 7 3 -1
1 -5 —2 0
Foo=15 7 9 4
5 1 1 =3

8 Alternatywnie, podprzestrzenn W mozna zdefiniowaé¢ warunkami v(le) — 2v(2€) =0 v(le) — 2v(3€) = 0,
spelnianymi przez sktadowe vée) w bazie e; wektoréw v nalezacych do podprzestrzeni W. Czy widaé, ze
to definiuje te sama podprzestrzen W7

90 iloczynach skalarnych bedzie potem, ale kazdy fizyk jakies pojecie o iloczynie skalarnym przeciez
ma...
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Skonstruowaé takie bazy podprzestrzeni kerF' i podprzestrzeni imF', zeby wspoélne ich
wektory byty baza ker FnimF'.

Zadanie 4.10 Liniowe odwzrowanie F' czterowymiarowej przestrzeni wektorowej V' w
trojwymiarowa przestrzen wektorowa W jest w bazach (v, v, v3, vy) 1 (W, Wo, W3) re-
prezentowane macierza

1 2 =2 3
F(w)(v) = -3 —4 1 —2
2 2 1 -1

Skonstruowac takie bazy obu przestrzeni, w ktérych macierz tego odwzorowania ma tzw.
kanoniczng postac, tj. taka, ze w kazdej jej kolumnie i kazdym jej wierszu jest conajwyzej
jedna jedynka, a poza tym same zera (innymi stowy, przy odpowiednim uporzadkowaniu
baz, ma posta¢ macierzy jednostkowej pewnego wymiaru i pewna liczbe kolumn i/lub
wierszy zerowych).

Zadanie 6.1 Obliczy¢ wyznacznik macierzy

14+zy 1+zy: 1+zys .0 1+ 2y,
14+zoyn 1+ays 1+a0y3 ... 14+ 29U,
1+ r3Y1 1+ T3Y2 14 r3ys ... 1+ T3Ypn | ,
l+xy 1+xy2 1423 ... 14z,

w zaleznosci od jej wymiaru n X n.
Zadanie 6.2 Obliczy¢ nie uzywajac softwarowych pomocy wyznaczniki. 2 x 2:

cosa+isina cosf +isinf
cosa —isina cosf —isinf |’

21 zZ9

*

* )
—Ry 2

1 2
-2 -1}’

z+1 T
2 x—x41|

3 x 3 (tu mozna “po skosach”):

3 -5 1 1 0 3 1 a ad?

1 2 3, 1 -1 1/, 1 b b,

1 2 6 0 0 4 1 ¢ ¢
1 0 3 1 0 3 a-+x a a
2 —1 1], 1 — 1], a a+x a
0 0 1 2 0 a a a a+zx

1 1 2 1 1 0 0 1
0O -1 3 0 0 -1 3 O
-4 0 2 0 3 0 —4 3|’
1 0 -2 0 1 0 0 1



l

?
2—1

1

o O = O

I jeszcze dwa wieksze dla odwaznych (tez na kombinowanie):

— o
RO DN DN DN

W W W N =

=~ s W N
T W N =

O W NN W

10
4
4
9

—19

27
—6
—10
9
6
—27

—27
6
9
—10
—6
27

10
19

O = O O

W NN WO

1

o

Zadanie 6.3 Obliczy¢ nie uzywajac softwarowych pomocy wyznaczniki:

1001
1002
1001
1001

1002
1003
1001
1000

1003 1004
1001 1002

1001
998

999
999

Y

2 3 4
0 3 4
-2 0 4
-2 -3 0
-2 -3 —4

S 333

Zadanie 6.4 Czasem nie mamy dostepu do komputera, a musimy obliczy¢ wyznacznik
(a najczesciej - dlaczego, to niedlugo bedzie jasne - musimy wiedzieé¢, czy wyznacznik
znika, czy nie). Dlatego trzeba to troche pocwiczé. Wiec dla wprawy garsé przykladow.
Najlepiej metoda kombinowana: wytworzy¢ troche zer i, w przypadku wyznacznikow
macierzy wiyekszych niz 3 x 3, zaprzac do roboty Laplace’a (niech koles troche popracuje!).

193 179 1 W30 27 43 67 AT 471 941
a) '19 17 | -3 1 0, 14 21 33], 69 691 1381/,
0 0 1 13 20 31 73 731 1462
2 -5 4 3 46 5 0 1 3 45
R 79 8 5 300 2
4 -9 8 5| 1 2 3 4] 5 1 2 7]
-3 2 -5 3 00 4 3 2.0 0 3
1 3 2 1 4 2 1 2 3 2 3 4 -3 -1 2
2 1 5 1 2 3 =2 7 5 -1 -5 6 5 2 3
¢ |3 4 1 0 1|, |3 -1 =5 =3 —2|, |4 -9 -3 7 —5].
2 1 1 5 2 5 =6 4 2 —4 -1 -4 1 1 =2
3 -1 1 -1 1 2 -3 3 1 =2 -3 7 5 2 3

19



Zadanie 6.5 [ jeszcze dwa wyznaczniki:

120 10 6 4 1
_01(1)11} 121 10 6 4 1
U1 o0 11 2 40 22 12 8 2|
L1 1 o 1l 2 40 22 15 8 2
11 1 1o 3 60 30 18 13 3
3 60 30 18 7 4

Jesli ktory¢ wyjdzie zero, to pokazaé¢ jawnie liniowa zaleznosé jego kolumn (albo wierszy)
i ustali¢ rzad macierzy.

Zadanie 6.5’ [ jeszcze taki wyznacznik:

1 1 1 1

2 22 A
1 3 32 3"
I n+1l (n+1)2 ... (n+1)?

Zadanie 6.6 Kramersieta nie sg najszybszym sposobem rozwigzawania uktadu n réwnan
liniowych na n niewiadomych, ale dobrze mieé¢ te wzory opanowane. Wiec aby si¢ tym
wprawi¢ kilka przyktadéw do samodzielnej zabawy.

2 9 I\ /4 0 1 0 0 1\ [/ 1
11 0 0| 1

7T 3 -1 yl=11], =

10 1 2 2 5 0 =1 1 0 f| s 1
0 0 -1 1)\ 1

Zadanie 6.7 Skuteczniej odwraca¢ macierze mozna rozwiazujac uktad rownan wektoro-
wych (wyobraziwszy sobie, ze odwracana macierz jest macierza zmiany bazy), ale warto
przetwiczy¢ robienie tego metodag wykorzystujaca uogoélnienia rozwinie¢ Laplace’a. Zatem
sprobujmy odwréci¢é w ten sposdb nastepujace macierze

1 2 3 1 2 3 3 2 -1
Mi=|4 5 6|, M=1[|456]|, M=[7 3 -1],
7 8 9 7 8 0 10 1 2
1 0 0 -1 1 0 0 1
-1 1 0 0 -1 1 0 0
A = 0o -1 1 0 |’ Az = 0 -1 1 0
0 0 -1 0 0 0 -1 1

Macierze M3 i A, sa macierzami ukltadéw liniowych z poprzedniego zadania. Po znale-
zieniu My ' i A;' zadziala¢ nimi na wektory stojace w prawych stonach tych réwnan i
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sprawdzi¢, ze dostaje sie te same rozwiazania, co kramersietami. Na koniec, zeby zoba-
czy¢, ze to dziata takze, gdy macierze maja elementy zespolone, znajdz macierz odwrotna
do

1 1 141
C = -3 1 0
1—4¢ 0 1

Zadanie 6.8 Metoda badania rzedu macierzy ustali¢ ile jest liniowo niezaleznych wekto-
row w zbiorze szeéciu wektorow z R®:

3 2 1 2 0 1
4 1 0 -3 0 2
21, -1, -2, 1, 1], -3
3 1 3 -9 ~1 6
3] 1] | —5 ] 7] 2 ] | 7]

Zadanie 6.9 Kramiesietami rozwiaza¢ (jesli jest to mozliwe, tzn. jesli uktad ma rozwia-
zanie i jest ono jednoznaczne) uktady rownan

T+ 22 +23=06, 21+ Yo+ Y3 =3,
—x1+ 22 +x3 =0, Y1+ 2y + y3 =0,
S(Zl—LL’Q—'—SCg:l. y1+ y2+2y3:9.

221 —|—22’3:3,
Z9 — 2323,
21 + 29 =2.

Zadanie 6.10 Zbadac¢ jaki jest rzad macierzy kwadratowch

5 1 0 0 2 2 1 2 1

e o 111 21

A= , B=|12 2 21
0 -1 2 -1

0 0 1 2 121 11

121 2 2

Zadanie 7.1 Poda¢ najogodlniejsze rozwiazania (jesli istnieja) uktadow réownan liniowych

221 + 519 — 8x3 = 8§, 2c — y+ z+2v+ 3w =2,
dxy + 329 — 923 = 9, 6z — 3y +2z+4v+ dw=3,
21 +3x9 — dx3 = T, 6r — 3y +4z+8+ 13w =9,
r1+8xy — Trg =12, e —2y+ 24+ v+ 2w=1.
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Zadanie 7.2 Zbada¢ istnienie (i jednoznacznosé) rozwiazan uktadu réwnan liniowych

a 1l—a 1l+4a x a— 2
2 —a 0 y |l = da ,
1 0 1+a z -1

w zaleznosci od wartosci parametru a i podaé¢ rozwiazania (jesli istnieja).

Zadanie 7.3 Zbada¢ istnienie (i jednoznacznosé) rozwiazan uktadu réwnan liniowych

a—>5 2 1 x 1
2 a—2 2 yl=121,
1 2 a—>5 z 1

w zaleznosci od wartosci parametru a i podaé¢ rozwiazania (jesli istnieja).

Zadanie 7.4 Zbada¢ istnienie (i jednoznacznosé) rozwiazan uktadu réwnan liniowych

2—a l—l—a 2 1 1
2 3—a 2 2 | =10,
1 3+1 1+3a T3 3

w zaleznosci od wartosci parametru a i podaé¢ rozwiazania (jesli istnieja).

Zadanie 8.1 Obliczy¢ wartosé¢ antysymetrycznej formy dwuliniowej & A &2 + &% A &3 na
uporzadkowanej parze wektorow (v, w), gdzie v = 2e; +3e; w = e + Tes. Bazy e; oraz
&’ sg wzajemnie dualne.

Zadanie 8.2 Dane sa formy kwadratowe
a) Q=2 +y*+32% 4+ day + 2wz + 2y,
b)) Q=umxy+arzt+yz+2>.

Zbadac postugujac sie “kryterium minorowym”, czy sa one dodatnio lub ujemnie okreslone.
Zbadaé takze ich sygnatury metoda Lagrange’a. Traktujac x, y i z jak sktadowe wektora
w pewnej bazie trojwymiarowej przestrzeni wektorowej, podac¢ bazy, w ktorych formy te
maja postacie diagonalne. Jedli jest to mozliwe, podac¢ przyktadowe wektory, na ktorych
formy przyjmuja wartosci dodatnie, ujemne i zerows.

Zadanie 8.3 Dane sg formy kwadratowe

CL) Q = T1T9 + ToX3 + 14 + T34 ,
b) Q = 21T + T1T3 + T1X4 + T2y + T324,
4 4 4
C) Q:2ZSL’)SL’)—|—Z Zx]wk.
j=1 j=1 k=j+1
Zbadaé postugujac sie¢ “kryterium minorowym”, czy sa one dodatnio lub ujemnie okreslone.

Zbadac ich sygnatury metoda Lagrange’a. Wreszcie, traktujac x;, xo, x3 i x4 jak sktadowe

22



wektora w pewnej bazie czterowymiarowe] przestrzeni wektorowej podac¢ bazy, w ktorych
kazda z tych form ma posta¢ diagonalng.

Zadanie 8.4 Wyznaczy¢ wartosci rzeczywistego parametru A, dla ktorych forma
Q=2 +9°+32° + 2y + 22,

kwadratowa jest dodatnio okreslona. Poda¢ jej sygnature w zaleznosci od wartosci tego
prametru.

Zadanie 8.5 W trojwymiarowej przestrzeni wektorowej nad cialem R, ktorej baze two-
rza wektory e, e, i e, iloczyn skalarny jest zadany wzorem (e;lej)s = e; - €; = ;5.
(Wektory e; tworza wiec baze ortonormalng wzgledem tego iloczynu skalarnego). Metoda
ortonormalizacji Gramma-Schmidta zbudowaé¢ z wektorow

Vi = e1+e2+e3,
vy =2e; +e —e;3,
V3 = 3 €y — e3,
nowa baze ortonormalng fy, f; i f5. Wypisa¢ obie macierze zmiany bazy: Recs) 1 R(ree).

Obliczy¢ takze objetos¢ rownolegtoscianu rozpietego na wektorach vy, vy i vy jesli forma
objetosci jest Vol=€; N €3 A é3.

Zadanie 8.6 Forma kwadratowa na przestrzeni wektorowej W) rzeczywistych wielomia-
néw stopnia nie wyzszego niz drugi jest zadana wzorem

1

Qlule)) = [ dou(a) ul-a).

1

Zbadac¢ jej sygnature. Czy jest ona dodatnio okreslona? Podaé¢ baze przestrzeni wielo-
mianow, w ktorej macierz tej formy jest diagonalna.

Zadanie 8.7 Czy zadana na przestrzeni wektorowej W) rzeczywistych wielomianow
stopnia nie wyzszego niz drugi wzorem

B(w(x),v(z)) = w(=1)v(=1) + w(0)v(0) — w(l)v(1) + w(2)v(2),
forma biliniowa moze by¢ iloczynem skalarnym?

Zadanie 8.8 Na przestrzeni wektorowej tworzonej przez rzeczywiste macierze x wymiaru
2 x 2 zadana jest forma kwadratowa wzorem

Qx)=tr(x"-a-x),

a:[g ;]
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Znalez¢ sygnature tej formy i (jakas) baze, w ktorej jest ona diagonalna. Przy okazji
poda¢ symetryczna forme dwuliniowa B(x,y), z ktorej powstaje forma Q).

Zadanie 9.1 Znalez¢ wartosci wlasne i wektory wlasne macierzy

7 —12 6 4 -5 2 ?;(1](1)
o) (10 -1 10), b |5 -T3|, o [, 4
12 —24 13 6 —9 4 Lo 1o

Jesli w ktoryms przypadku krotnosé jakiej$ wartosci wlasnej jest wieksza niz 1 1 wektorow
wlasnych jej odpowiadajacych jest wiecej niz jeden, sprawdzi¢ zerowanie si¢ zredukowa-
nego wielomianu charakterystycznego na tej macierzy.

Zadanie 9.2 Pokaza¢ w przypadku macierzy diagonalizowalnej F' stusznosé (ogolnie praw-
dziwego) wzoru (symbol “Tr” oznacza $lad macierzy, tj. sume jej elementéow diagonalnych;
nie poplaczmy: slad jest sladem nawet gdy macierz F' nie jest w postaci diagonalnej i o
to tu chodzi; §lad nie zmienia sie przy diagonalizacjil® wiec jest tez réwny sumie wartosci
wlasnych macierzy)

Detlexp(F)] = exp(Tr F)).

Obliczy¢ wyznacznik macierzy exp(F'), gdzie

1 6 -1 134 13 8 —117
2 =33 110 23 34 —17 12
13 32 17 32 198 34 -3

F=| 17 V2 100 82 189 91 3
19 0 93 -4 20 31 23
23 3 12 -19 89 128 82
124 =34 53 91 —123 11 41

Zadanie 9.3 Dana jest macierz

-3 4 =2
F(e)(e) = —6 11 -6
-8 16 -9

00golniej: §lad macierzy reprezentujacej liniowe odwzorowanie przestrzeni wektorowej V' w nia sama
(pod warunkiem, ze odwzorowanie to jest zapisane “z obu stron” w tej samej bazie przestrzeni V) nie
zmienia sie¢ zmienia sie przy zmianie bazy. No bo:

Tr(R™'-F-R)= (R F-R)',=[R'",F/|R,
=R [RTF) =6, F), = F', = Tx(F).

Zatem, skoro kazda macierz mozna przez zmiane bazy sprowadzi¢ do postaci Jordanowskiej, w ktorej na
diagonali macierzy wystepuja jej wartosci wlasne, slad kazdej macierzy, a nie tylko diagonalizowalnej,
jest rowny sumie jej wartosci wlasych.
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Sprawdzi¢, ze jest ona diagonalizowana przez macierz

R(e<—w) -

o
W N =
= o

Poda¢ jawna posta¢ macierzy F2°20 i F202! g takze macierzy exp(tF).

Zadanie 9.4 Obliczy¢ wyznacznik D,, macierzy n X n

3 1 0 0 0 0
2 3 10 0 0
0 2 3 1 0 0
D, = 0 0
e 0 0
0 0 0 O 3 1
0 0 0 O 2 3

Wskazéwka: Zlaplasowaé tak, by dosta¢ wzorek rekurencyjny wiazacy D, z D, i
D, i rozwiaza¢ otrzymana rekurencje (tak jak w skrypcie rekurencje Fibonacciego) np.
wykorzystujac umiejetnosé¢ podnoszenia macierzy do n-tej potegi.

Zadanie 9.5 Jawnie znalez¢ macierze cos(tF) i sin(tF), gdzie

-1 -1
(33
Majac macierze cos(tF) i sin(tF) obliczy¢ bezposrednio macierz cos?(tF) + sin?(¢tF).

Zadanie 9.6 Czy odwzorowanie F' przestrzeni wektorowej V' nad R w nig sama, ktorego
macierz zapisana “z obu stron” w bazie e;, e; tej przestrzeni ma postac

3 —1
(1 3)

ma w tej przestrzeni wektory wlasne? Podaé¢ ogdlng posta¢ macierzy F" (n jest dowolna
liczba naturalna) i sprawdzi¢ ja “na piechote” dla n = 1, n = 2. Poda¢ takze postac¢
macierzy exp(tF).

Zadanie 9.7 Napisa¢ jawnie macierze F" oraz exp(tF’), jesli

(30

Zadanie 9.8 Znalez¢ wartosci wlasne i wektory wlasne macierzy 3 x 3

4 -5 7
1 -4 9],
—4 0 5
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Zadanie 9.9 (rozrywkowe) Napisa¢ wszystkie rzeczywiste macierze 3 x 3, ktorych kwa-
drat daje macierz

4 -3 0
X=10 1 0
3 -3 1

Wskazoéwka: Zajrzeé¢ na strone 176 skryptu.

Zadanie 9.10 Znalez¢ jawna posta¢ macierzy R = exp(3J), gdzie

0 2 1
J=|-2 0 2
-1 -2 0

Uzasadnié, ze jesli potraktowa¢ R jak macierz zmiany bazy R = R z bazy (e, ez, €3)
do bazy (e}, €),€}), to zmiana ta jest obrotem, tj. wektory e} sa otrzymane przez obrot
trojki wektorow e; wokot pewnej osi (ktora mozna reprezentowac wektorem o jednostkowej
dlugosci! n = e;n' +ean? +e3n3, (n')?+ (n?)? + (n?)? = 1. Wyznaczy¢ te o§ (wektor n)
i kat obrotu.

Zadanie 10.1 Napisa¢ jawnie macierze F" oraz exp(tF'), jesli

F:<_32 _21).

Zadanie 10.2 Rozwiazaé¢ (tzn. podaé¢ jawny wzor na wyraz D,, jako funkcje n) nastepu-
jace zwiazki rekurencyjne z podanymi warunkami poczatkowymi

a) Dn:Dn_l—Dn_g, D1:O, Dgzl, oraz Dlzl, D2:2,
b) Dn:4Dn_1—4Dn_2, D1:O, Dgzl, oraz Dlzl, D2:2

Zadanie 10.3 Dana jest macierz A

5 —4 —4
A=14 -3 —4
4 -4 =3

Podac jej wartosci wlasne i wektory wlasne. Czy jest ona diagonalizowalna? Znalezé na
dwa r67ne sposoby macierz U = exp(tA). Napisa¢ takze macierz U~

Zadanie 10.4 Dana jest macierz (w pewnej bazie e;)
2 -1

F=10

1
11,
-1 1 1

HZakladamy, ze iloczyn skalarny jest, jak zwykle, zadany wzorami (e;|e;)s = e; - € = §;;.
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odwzorowania F' trojwymiarowej p.w. V w nia sama. Znalez¢ jej wektory i wartosci
wlasne oraz podac rozktad przestrzeni V' na podprzestrzenie pierwiastkowe macierzy F'.
Poda¢ jawna posta¢ macierzy F™ i exp(tF).

Zadanie 10.5 Znalez¢ wartosci wlasne i wektory wtasne macierzy

0 1 1 -1 -1
1 0 -1 1 1
B = 1 1 0 1 1
-1 -1 1 0 -1
-1 -1 -1 -1 0

Podaé¢ posta¢ elemantow'? 11 i 55 macierzy exp(tB). Napisa¢ tez jak wyglada odpo-
wiadajacy macierzy B rozklad na podprzestrzenie pierwiastkowe catej pieciowymiarowe;j
przestrzeni wektorowej.

Zadanie 10.6
Znalez¢ wszystkie iloczyny skalarne (-|-)s, w ktorych wektory wlasne macierzy F

2 -1 1
F=10 1 0
1 -1 2

odpowiadajace réznym wartosciom wlasnym sg ortogonalne. Sprawdzié, ze w potaczeniu
z dowolnym takim iloczynem skalarnym macierz F' daje dobra forme kwadratowa Q(v) =
(VIF-V)s.

Zadanie 10.7 Znalez¢ wartosci wlasne i wektory wtasne macierzy

1 -4 —6i —61i
H = 5 -3t 5 3
3 -3 -1

Czy istnieje (poltoraliniowy - bo przestrzen wektorowa jest nad C) iloczyn skalarny
(|)s, przy ktorym odwzorowanie H jest samosprzezone, tzn. takie, ze (H(w)|v)s =
(W|H (v))s? Jesli tak, to poda¢ (w bazie e;, w ktorej podana jest macierz odwzorowania
H) wszystkie takie iloczyny skalarne.

Zadanie 10.8 Rozwiaza¢ rownanie v, 1 = F'- v,, przy podanym warunku poczatkowym
Vo:

12Jak kto$ jest zazarty moze sobie cala macierz wypisaé, ale nie o zazartoéé¢ tu chodzi, tylko o spraw-
dzenie, czy sie wie, jak to zrobi¢ (Mathematica i tak zrobi to szybciej).
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Zadanie 10.9 Liniowe odwzorowanie F' tréwymiarowej przestrzeni wektorowej V' nad
cialem R w nig samg jest w bazie ey, ey, es, reprezentowane macierza

3 -1
Fee=|( 2 0
2 9

— = W

Podac¢ rozkltad przestrzeni V na podprzestrzenie niezmiennicze odwzorowania F' i skon-
struowaé rzuty na te podprzestrzenie.

Zadanie 10.10 Liniowe odwzorowanie F' czterowymiarowej przestrzeni wektorowej V' nad

cialem R w nig sama jest w bazie ey, ..., €4, reprezentowane macierzg
11 1 1
0o 2 2 1
Foo=11 1 3 4
0O 0 0 2

Wiedzac, ze jedyna wartoscia wtasna tej macierzy jest A = 2 (o krotnosci cztery) podaé
obraz wektora v = e,.
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Odpowiedzi i podpowiedzi
C.1: a) 18 —i,b) =2+ 2i,¢) (=7+6:)/17,d) —(1 +1)/8, e) —(38 4 41i)/125.

C.2: a) v2e™/4 b) 2¢/3e77/6 ¢) 2¢77/2 d) %e”/z, e) najlepiej zauwazy¢, ze 1+cos o =
2cos?(a/2), a sina = 2sin(a/2) cos(a/2); to prowadzi do z = 2cos(a/2) €®/?; jednak
wtedy, gdy 7 < o < 27 czynnik cos(a/2) jest ujemny i nie moze by¢ modutem liczby
zespolonej; gdy wiec 7 < o < 2w, z = 2| cos(a/2)| /™2 ) dowolna liczbe t mozna

zawsze zapisaC jako tga, gdzie —7 < a < 7, ale tu lepiej napisa¢ ¢ = —tga 1 przyjac

) 27
0 < a < m; wtedy otrzyma sic z = €*“ i argument liczby z bedzie lezal w przedziale
[0, 27), tak jak si¢ umowilisSmy.

C.3: a) £(1+2i), b) + <\/¢§+ 1+ivVV2— 1), c) £(5+ 2i), d) £(7 + 30) /2,
e) = (V2+i).

C.4: a) 21,2 = 2:':@, b) 21 = 1—7,, Z9 = —2+’L, C) 212 = %(-1:&\/5), d) 21 = —%(34—@),
2o =—3+41,e) 2y =1(1+2i), 20 =—2—1i.

C.5: a) 3 < 2+ V3 +iv2— \/§> = 2—\1/5[(\/§+ 1)+1i(v/3—1)] bo, jak mozna zauwazy¢,
4423 = (v/3£1)2 (A dlaczego nie 1 —/3? Prosze pomysle¢). Do tego samego mozna
tez dojé¢ piszac e™/12 = ™ /Be=im/A b)) OT/12 = /2012 —  /eim/12 | korzystajac z
poprzedniego, €°/12 = 4i/[(v/6 + v/2) +i(v6 — v/2)] = 4i[(v6 + v2) — i(v/6 — /2)]/16;
ostatecznie wiec /12 = ﬁ[(\/g — 1) +i(v3+1)], c) &8 = %\/2 +v2+ %\/2 -2,
d) /S = ife™/s = 1\/2 - 2+ i\/2 412

C.6: a) 2z, = —6+13i, b) 2z, = 0; aby znalez¢ pozostale rozwiazania podstawi¢ z = re'?,
coda r? et = -2 czyli r = V21 e = —1; zatem 2, = V2 ™4, 2 = /2374,
25 = /254 2y = /2774 albo, zapisujac inaczej, 2 = 1414, 25 = —1+14, 253 = —1 — 1,
zy = 1—i,¢) 2y = 0; jak w poprzednim podstawi¢ z = re': z; = 2e"™/2, z5 = 2£!1/2+2/3)7
23 = 2€i(1/2+4/3)7r’ d) 20 = O, 2 = \/§ei7r/4’ 29 = \/§€i77r/12’ 25 = \/ieillﬂ/m’ 24 = \/iei57r/4’
2 = /21912 o /D pi3n/12

C.7: cos4z = Re (¢%), sin 4z = Im (¢%); cos 4z+isin 4z = ' = ()" = (cos z + i sinz)”.
Zatem cos 4x = cos? s

x — 6cos? rsin? z + sin® z, sin4x = 4 cos® z sin & — 4 cos z sin® z.

C.9: a) Po prostu rozpisa¢ obie strony na eksponensy, powymnazac i zobaczy¢, ze to to
samo, b) skorzysta¢ z de Moivre’a: cos5p = Re(e’) = Re|(cos ¢ + isin ¢)°]; napisaé
jawnie te piata potege i wziaé czesé rzeczywista, a potem to wstawi¢ do lewej strony
dowodzonego wzoru.

C.10: a) z = w'/?, gdzie w = V3 —i = 216, zatem z, = 23118 o) —
91/3pim(11/1842/3) — 91/3¢i28/18 . — 91/3¢im(11/18+4/3) — 91/34i357/18 ) » — Ui/237 adzic v, =
i4+V3 =i, v =1i—+/3 —4di, czylivy =i+2—1 =2, 0y =i —24i = —2+2i = 23/2P7/4,
zatem wyg = 213, wyy = 213 ¢27/3 qpyy = 213 ¢HT/3 qpyy = 212 i/, = 21/2 ¢il1n/12,
Wy = 2Y2 19712 ¢) 2 = Ui/;’, gdzie vi = 1 + i3 +4i, vy = 1 — in/3+ 4, czyli
v = 14+d2+4) =2 =22 vy =1—i(2+10) =22 = 252/ zatem
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Wyg = 213 ¢im/0 = QU3 BT/6 o U3 iS/2 Ly QU2 (iTR12 ) 91/2 i/
Woy = 21/2e37/12 d) 2 = w4, gdzie w = —T+24i = 25€%, z p = —arctg(24/7)+7 (zeby
kat ¢ byl w drugiej éwiartce) i stad zop = V5 e/4, z; = /524 5y = /5 eiletim)/4,
23 = \/36i(<p+67r)/4'

C.11: a) |z — 3| < |z + |, czyli sa to punkty plaszczyzny (x,y) bardziej oddalone od
punktu z; = —i = (0, —1) niz od punktu zo = 3 = (3,0); mozna je znalezé geometrycznie:
prosta przechodzaca przez te punkty ma réwnanie y = %a: — 1; na tej prostej punkt w
potowie odleglosci pomiedzy z; i 23 to punkt (3/2, —1/2) lub (3—1)/2; prosta prostopadta
do tamtej przechodzaca przez punkt (3/2, —1/2) ma rownanie y = —3x+4. Zatem szukany
zbior bedacy potplaszczyzna tworza punkty z = = + iy o y > —3x + 4; Mozna tez ten
zbiér wyznaczyé¢ bezmyslnym rachunkiem: |2 — 3| < |z +1|, to |z — 3|? < |z + i|?, czyli
(x —3)*+y* < 2?2+ (y + 1)? co da to samo. Formalnie rzecz biorac wyznaczylismy tu
przeciwobraz wnetrza jednostkowego kota |w| < 1 o srodku w wy = 0 wzgedem homografii
w = f(z) = (2 —=3)/(z+1i). b) To z kolei jest przeciwobraz wzgedem homografii w =
f(z) = (2 + 3i)/(z — 3i) okregu o $rodku w wy = 0 i promieniu 2. Przeciwobraz ten
tworza punkty z = x + iy o 2% + (y — 5)? = 16, czyli punkty lezace na okregu o srodku w
punkcie (0,5), czyli 2y = 5¢ i promieniu rownym 4. c¢) Tu za$ wyznaczamy przeciwobraz
prawej polplaszczyzny Rew > 0 wzgledem homografii w = f(z) = (z — 1) /(2 + 1). Jesli
z=z+iy,tow=(2—-1)/(z+1)=[(x = 1) +iy][(z + 1) —iy]/[(x + 1)* + y*]; poniewaz
mianownik jest nieujemny, wiec Rew > 0 oznacza Re[(x — 1) + iy][(x + 1) — iy] > 0, czyli
22 + y? > 1; sa wiec to punkty lezace na zewnatrz kota o érodku w poczatku ukladu (w
punkcie zp = 0) i jednostkowym promieniu. Nalezy zauwazy¢, ze wszystkie te wyniki sa
zgodne z tym, co wiemy o homografiach, tj. z tym, ze odwzorowuja one proste i okregi
w proste i/lub okregi (polplaszczyzna to zbior gesto upakowanych prostych, a koto to tez
zbior gesto upakowanych okreegow).

C.12: Jak nas o tym poucza filmik zamieszczony na stronie wyktadu, nalezy odwrocié
podana funkcje w = f(2) = (2 +14)/(2 — i), tj. napisa¢ z = i(w + 1)/(w — 1); warunek
Imz < 0 jest teraz tym samym, co Re[(w + 1)/(w — 1)] < 0; nastepnie podstawiamy
w = x + 1y, co da

wHl [+ +iyllw—1)—iy] 22— 1+ — 20y
w—1 (z=1) +y° (@12

poniewaz mianownik jest zawsze dodatni, wynika stad, iz Re[(w+1)/(w—1)] < 0 jest tym
samym, co x> —1+y? < 0; zatem szukany zbior to wnetrze kota 22 +y? < 1. Zgadza sie to
z tym, o czym poucza nas filmik, ze odwzorowanie bedace homografia przerabia proste na
proste lub okregi: w konicu potplaszczyzna Imz < 0 to nic innego tylko zbior (bardzo gesto
upakowanych) prostych réwnolegltych do osi z... Kto moze niech sprobuje otrzymaé ten
wynik programem Mathematica, np. za pomoca funkcji ParametricPlot: Mathematica
pokaze wtedy jakies obszary albo wygladajace jak wygryziony ser, albo zgota kanciate.
Moral jest jak zwykle taki sam: nie mozna ufa¢ programom! trzeba zawsze wiedzieé
(choéby nawet z grubsza tylko), co ma wyjs¢!

C.13: Teraz z kolei nic juz nie trzeba odwracaé: pytamy o takie z = x+1y, ze modut liczby
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w = f(z) = (z+1)/(z — i) jest wigkszy niz 2 (bo na ptaszczyznie zespolonego w zbiér
bedacy zewnetrzem kolta o promieniu 2 mozna zada¢ warunkiem |w| > 2). Ma by¢ zatem

z+1
Z—1

2 z4idl 2?4 (y+1)?

2_ prm— prmm—
ol = |z —i| 2?2+ (y—1)2

> 4,

czyli
2y 2+ 1> 40 + 4y -8y + 4.

Po malych przeksztalceniach daje to 2%+ (y —5/3)? < (4/3)?, czyli wnetrze kota o srodku
w z = bi/3 i promieniu 4/3.

C.14: Pierwiastkami n-tego stopnia z z = 1 sa ¢, = €*™/™ 0 k = 0,...,n — 1, wobec
czego
n—1 n—1 )
ot ... +eEpnq= 6i27r-0/n + 6i27r-1/n 4.+ ei27r-(n—1)/n _ Z €i27rk/n _ Z (ei27r/n) .
k=0 k=0

27 /n

Jest wiec to skoriczony szereg geometryczny o ¢ = e . Zatem

1 _qn B 1 _6i27rn/n
1—gq 1 — ef2n/n

co+...+e1 = =0,

bo przeciez €2™/™ = 1. Wynik ten jest oczywisty, jesli sobie przypomnieé¢ ,jak na jed-

nostkowym okregu s rozmieszczone pierwiastki n-tego stopnia z jednosci.

C.15: To jest suma

Zcosngo = Slsrlln(w cos((N +1)p/2),

wiec podstawiajac don N = 22 i ¢ = 8° otrzymujemy

C' = cos(23 - 4°) sin88°  cos92° sin 88 _ cos(90° 4 2°) sin(90° — 2°)

sin 4° sin 4° sin 4°
 [c0s90° cos 2° — sin 907 sin 2°|[sin 90° cos 2° — cos 90°sin 2°]  sin 29 cos 2°
B sin 4° B sin 4°

Zatem C = —%.
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C.16: W punkcie a) postepujemy stadardowo, korzystajac ze wzoru na sume skoriczona
Szeregu geometrycznego:

Y cos[(2n — 1)a] = Re{e™ [1+ e + ...+ (¢**)V1]}

sin x sin x 2sinz

R { N sinN:c} cos Nrsin N sin2Nzx
= Re<le

Gdy = = 0 suma, co oczywiste, musi by¢ rowna N: po prawej stronie otrzymuje sie to
biorac granice x — 0. W punkcie b) mozemy za$ napisaé¢

N N N 1D
<2 . .
nE:1 sin®(nx) = 521 {5 ~3 cos(2nx)} =53 521 cos(2nz) .

Korzystamy teraz ze wzoru na sume kosinuséw (patrz zadanie C.15 - wstawiamy tam
¢ = 2x) i mamy

N .
S sin?(na) = 5 — SN coslV + D],
n=1 2 2sinx

Oczywiscie, gdy x = 0, suma jest réwna zeru.

C.17: Ogolnie w(z) = w(z) v(x) + r(z) przy czym wielomian r(z) bedacy reszta jest
stopnia nizszego niz stopien wielomianu v(z). W podanych przypadkach, poniewaz v(x)
jest stopnia pierwszego, reszta r(z) = a, tj. jest liczba po prostu; mozna ja zatem latwo
otrzymac i bez dzielenia, z warunku w(xg) = w(xg) v(xg) + a = a, gdzie xy jest jakims
(tu jest zawsze tylko jeden) pierwiastkiem wielomianu v(z). a) w(z) = 223 — 3z + 1,
reszta r(z) = —1, b) w(x) = 2% — 22? + x — 3, reszta r(x) = 0, co mozna bylo od razu
przewidzie¢, bo w(1) = 0, ¢) w(z) = 2x* + 82 + 1522 + 28x + 57, reszta r(z) = 116, co
mozna sprawdzi¢, bo w(2) = 116, d) w(z) = 3z* + T2 — 2, reszta r(z) = 2.

C.18: Tu tez reszte r(x) mozna by bylo znalezé, przyjmujac ja w postaci ogblnego wielo-
mianu stopnia o jeden nizszego niz wielomian v(z), przez ktory dzielimy w(x), i wyzna-
czajac wspotezynniki r(z) z warunkow w(z;) = w(z;)v(x;) + r(z;) = r(x;), gdzie x; sa
roznymil? pierwiastkami wielomianu v(z). Nie bedziemy tu tego robi¢, bo prociej jest po

13Zakladamy tu, ze liczba réznych pierwiastkow wielomianu v(x) jest réwna jego stopniowi; jesli tak
nie jest - v(x) ma jakie§ pierwiastki wielokrotne - warunkow w(x;) = w(x;)v(z;) + r(x;) = r(x;) jest
za mato, by wyznaczyé wszystkie wspotczynniki reszty. Trzeba w takiej sytuacji uciec sie do sztuczki,
ktora wykorzystywaé bedziemy tez przy okazji robienia uzytku z tzw. twierdzenia Cayleya - Hamiltona,
polegajacej na zauwazeniu, ze jesli z; jest pierwiastkiem r-krotnym v(x), to nie tylko w(x;)v(z;) = 0, ale
takze

dk
dak

Obliczenie odpowiedniej liczby pochodnych obu stron réownosci w(z) = w(z)v(x) + r(x) w z; bedacym

pierwiastkiem wielokrotnym v(z) daje wtedy brakujace do wyznaczenia wspolczynnikow reszty r(z) row-
nania.
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prostu podzieli¢ wielomian przez wielomian a) w(z) = 8z — 4, reszta r(zr) = 32x — 21,
b) w(x) = 22 — x + 5, reszta r(z) = 2x — 3, ¢) w(z) = 2 + 1, reszta r(z) = 0.

C.19: I lewa i prawa strona sg wielomlanaml stopnia 2n. x = —1 oraz x = 1 sa pierwiast-
kami lewej strony; ogolnie j JeJ plervvlastkaml zespolonyIm sa wszystkie pierwiastki 2n-tego
stopnia z jednosci zp = e ik = itk , gdzie k = 0,1,...,2n — 1, przy czym 2z = 1, a
zp, = —1. Zatem
n—1 2n—1
2 —1=(+1)@-1)[[(z-e") J] (-
k=1 k=n+1
n n—1
= (2* 1) H(:c - ei%k) H(m - ei%(%_k)) :
k=1 k=1

W drugiej linii czynniki drugiego iloczynu zostaty troche inaczej uszeregowane. Poniewaz

e'n =k = =1k mozna czynniki o tych samych k w wystepujacych tu dwoch iloczynach

potaczyc i to da juz dowodzony wzor.

C.20: W dziedzinie liczb zespolonych pierwiastkami Wielomianu Wony1(x) = 2" + 159
142k

wszystkie pierwiastki 2n + 1 stopnia z —1, czyli liczby wy, = e™2n+1, k = 0,...,2n, pray
czym w, = —1. Zatem

2n n—1 2n
149K 142k 142k
x2n+1+1: | |(x_€27f_2n+1) :(x—i-l) | |<x_el7l'2n+1> | | <$—€ZW2”+1).

k=0 k=0 k=n+1

W drugim n-krotnym iloczynie przechodzimy do k' = 2n — k, tak, ze k' przebiega war-

tosci od n — 1 do zera. Poniewaz wyktadnik m;iﬁ po takim podstawieniu przechodzi
1+2(2n—k') i 142k’ .. . ,
W T =g = 12T — img, ST, mozemy (opuszczajac juz prim) potaczyé wyrazy obu

iloczynéw o takich samych wartosciach k otrzymujac

n—1
2 1= (I+1)H[2€2—x<e ot 47 2n+1) —l—l]
k=0
n—1
B 5 (1+2k)m

Jesli n = 1, wzor ten daje, bo cos(m/3) = 1/2, tatwy do sprawdzenia rozklad z* + 1 =

(z +1)(2? —x—i—l)

C.21: @) z; = 1+, 2 = 2(—1—i+e™V06), 23 = 1 (-1—i—e™/*V/6), ) 21 = 1+ sqrt2,
2 =502-V2+V6), 5 =32-v2-V6).

C.22: Powinno wyjsé¢ 2° + 4® + 23 — 3zyz. Nalezy po drodze zauwazy¢, ze € jest (srodko-
wym, tj. € = &, pierwiastkiem trzeciego stopnia z 1 i wobec tego €3 =1, a e + &2 = —1.

Zadanie 0.1: Zadanie jest tak proste, ze tylko dla porzadku podaje: x = 1, y = 2,
z = 3. W zasadzie kazdy uzyskawszy rozwiazanie, powinien (koniecznie trzeba sobie taki
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odruch wyrobié!!!) podstawi¢ liczby do wyjsciowych rownan i sprawdzi¢, czy rownania te
sa spelnione.

Zadanie 0.2: Stosujac eliminatke Gaussa standardowo, tj. odejmujac od drugiego, trze-
ciego i czwartego réwnania tylokrotnosé pierwszego, zeby z tamtych wysiuda¢ x, dosta-
jemy cos takiego:

r+ y+ z+t=1,

y+2z2+t=0,
y+22+t=0,
y+22+t=0.

Jest wiec jasne, ze sa do spelnienia przez cztery niewiadome tylko dwa réwnania. Odej-
mujac jeszcze od pierwszego ktores z pozostatych zostajemy z dwoma

r—z=1,
y+224+1t=0.

Rodzina rozwigzan jest dwuparametrowa: przy dowolnych rzeczywistych (przy zespolnych
zreszta tez) a i B rozwiazaniem jest t = 14+, y = —2a— 5,z =a, t = (.

Zadanie 0.3: Znow systematycznie z pomocg pierwszego usuwamy x z pozostatych dwu
1 mamy

r+y+z=3,
z=1,
z=1.

Znoéw wiec jest wiele rozwiazan. Np. x = a, y = 2—a, z = 1, gdzie « jest dowolng liczba.
Zadanie 0.4: Tu x w pierwszym réwnaniu ma niewygodny wspotezynnik, (pojawiltyby

sie jakie§ utamki) wiec uzyjmy pierwszego by wysiudaé¢ z pozostaltych y

r+y+ 2= 1,
—2x 42z = -2,
dx — 2z =-8.

Po pomnozeniu drugiego stronami przez —2 od razu widac ze jest ono sprzeczne z trzecim.
Uktad nie ma wiec rozwiazari.

Zadanie 1.1: Nie mozna. Aby to dosé¢ oczywiste stwierdzenie uzasadnié¢, trzeba pokazaé,
ze dowolny wektor



z R3 (a, b, c moga by¢ dwolnymi liczbami rzeczywistymi) da sie przedstawi¢ jako kombi-
nacje liniowa ey, ey i e3. Wymaga to znéw napisania odpowiedniego uktadu réwanan i
sprawdzenia, ze ma on zawsze rozwiazanie. Jest ono nastepujace:

a atb—c |} a—bte |l —a+b+ec
b :T 1 +T 0 ‘|‘f
c 0 1 1

Besides, oznacza to, iz wektory e, e, i e3 tworza baze (uporzadkowana - jak dodaja w
tym miejscu porzadni matematycy) przestrzeni wektorowej R? i w tej bazie wektor (zywy
wektor!) v ma jako swoje sktadowe te wlasnie liczby:

1 a+b—c 9 a—b+c 3 —a+b+c

Yo~ 79 o YoT T o5 0 Yo 45
ktore sie zapisuje zwykle w kolumience (u mnie zawsze w obltych nawiasach)

s(a+b—c)
S(a—b+c)

(—a+b+c)

Zadanie 1.2: Wektory (e, eq, e3) rowniez tworza uktad linowo niezalezny. Zato wektory
(W1, Wo, W3) juz nie: 7wy — 2wy + w3 = 0.

Zadanie 1.3: Uklad tych wielomianéw jest liniowo zalezny, bo wy = —wy + W3 + wy.
Wielomianu u nie da sie zpisaé¢ jako kombinacji liniowej wielomianéw w; bo (pomijajac na
moment wielomian wy) musieliby$smy dla pewnych Ao, A3 i Ay mie¢ réwnosé (zachodzaca
dla dowolnego z)

AW () + Aswi(z) + Mwy () = u(x),

czyli - bo to wymaga réwnosci wspotezynnikéw przy tych samych potegach z-a po lewej
i po prawej stronie - Ao, A3 i Ay musiatyby by¢ rozwigzaniem uktadu

2\s + 33 =5,
Ay — 2X3 + BAg = 8,

A+ =2,
Ao LA =2,

Znéw mozemy poGaussowaé - najlepiej uzy¢ ostatniego do eliminacji Ay z trzech pierw-
szych:

3h\s — 14\ =1,

— 2 — 20 =6,
A3+ A =2,

Ao + TN =2,
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Teraz juz wystarczy pomnozy¢ trzecie stronami przez —2 i poréwnacé z drugim, zeby
zobaczy¢, ze uklad nie ma rozwigzan. A gdyby uwzgledni¢ wy(x)? Nic to nie da, bo
piszac

Ewi(x) + Eawa(x) + Esws(x) + Ewa(x) = u(x),

mozemy podstawi¢ w; = —wy + w3 + wy (bo wy jest liniowo zalezny od pozostatych
trzech wektorow) i uktad powyzszy przejdzie w

(& — &)wa(x) + (& + &) ws(x) + (&4 + &)walz) = u(x).

Daje to jednak ten sam sprzeczny uktad réwnan, bo przeciez mozemy oznaczyé Ao =

§o =61, Ao =8+ 8, =8+ &1
Wielomian v(x) = 152 + 7z + 14 mozna napisaé¢ (rozwiazujac uklad réwnar

m2W2() + N3Ws(2) + nawa(x) = v(z),

tak jak wyzej) w postaci v(z) = 5ws(z) +2wy(z) (mozna to zreszta zobaczy¢ bez rozwia-
zywania) ale nie jest to jedyna mozliwo$¢ - mozna przeciez do prawej strony zawsze dodac
pomnozony przez dowolna liczbe wektor zerowy zapisany jako 0 = wy + wy — W3 — Wy:

V:5W3+2W4+£(W1+W2—W3—W4).

i wstawi¢ sobie za & cokolwiek.

Wielomianu u(x) sie nie dalo zapisa¢ jako kombinacji liniowej wielomanow w;(z), a
wielomian v(z) sie dalo. To dlatego, ze v(z) akurat nalezy do podprzestrzeni wektorowej
rozpinanej przez wielomany w;(x) w podprzestrzeni wszystkich wielomianéw stopnia r <
3, a wielomian u(z) do niej nie nalezy (troche z niej “wystaje”).

Zadanie 1.4: Tworzg: dowolny wielomian stopnia trzeciego, ktéry ma zawsze postac
v(z) = azt 4+ bx? + cx + d z jakimi$ a, b, ¢ i d, mozna zapisa¢ jako ich kombinacje liniowa:

v(z) = bwy(x) + cwa(z) + (d — b — c)ws(x) + (a — d)wy(z) .

Zatem wi, Wy, W3 i wy tworza w p.w. wielomianéw stopnia r < 3 maksymalny uktad
wektoréw liniowo niezaleznych bo nie mozna juz do nich zadnego wektora dokooptowaé
tak, by stworzy¢ wickszy uktad liniowo niezalezny.

Inny sposob dowiedzenia tego samego (skoro juz wiemy, ze wymiar p.w. wielomianow
stopnia r < 3 wynosi 4 (bo jej baza sa np. cztery wielomiany ey = 1, e = z, e; = z°
i e3 = 23 - kazdy wielomian stopnia r < 3 jest oczywista kombinacja liniowa tychze)
jest sprawdzenie, ze cztery wielomiany wi, wWo, W3 i wy sa liniowo niezalezne. Do tego
wystarczy sprawdzié¢, ze w rOwnosci

MW () + Aowa(x) + Agws(z) + \gwy(z) = 0(z)

(0(z) = 023 + 022 + 0z + 0 jest wektorem zerowym p.w. wielomianéw stopnia r < 3)
wszystkie wspotezynniki \; musza byé zerowe.
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Zadanie 1.5: Aby macierze o;, i = 0,1, 2,3 byly bazg p.w. dowolnych macierzy 2 x 2 o
elementach z C, musialoby sie daé¢ tak dobra¢ wspolezynniki €4, 7 = 0, 1, 2, 3, by zachodzila
rownosé (z;; sa dowolnymi liczbami zespolonymi)

+& ¢ —ag?
51 + 7:52 50 _ 53
Jesli p.w. ma by¢ rozpicta nad ciatem R, to dopuszczamy tylko rzeczywiste wspotczynniki
€' 1 wtedy jest jasne, ze réwnosci
a1 =8+&,  zp=¢ —ie?,
20 =6" =&, =&+,

[2’11 212

} = 008" + 016" + 098% + 0367 =
221 222

nie da si¢ spetié, bo liczby z;; moga by¢ czterema zupetnie dowolnymi liczami zespolo-
nymi. Jesli jednak ma to by¢ p.w. nad C, to réwnania te majg oczywiste rozwigzania

1 1 {

1
50 = 5(2’11 + 229) 53 = 5(2’11 — 222), 51 = 5(2’12 + 201), 52 = 5(2’12 — 291) .

Jesli zas macierze sg hermitowskie, to ich elementy 211 = 27; 1 200 = 23, sg rzeczywiste,
a z12 = 25 1 wtedy powyzsze wzory daja rzeczywiste wszystkie wspotczynniki £'; zatem
macierze o; sa baza p.w. hermitowskich macierzy 2 x 2 rozpietej nad cialem R.

Zadanie 1.6:
V:3f1—2f2—|—f3 = —W1+5W2—3W3,
wiec zapisane w formie kolumienkowej sktadowe te sg rowne

3 -1
-2 w bazie f;, 5 w bazie w;.
1 -3

Zadanie 1.7: Skladowe zapisane, jak przystalo w oblych nawiasach, to

0

as
g — ag
a1 — Qg
ap — ag

Zadanie 1.8: Warunek ma posta¢ a + b+ ¢ # 1. Kiedy$ zrozumiemy, ze wystarczytoby
utworzy¢ (stwiajac je obok siebie na) z podanych wektoréw macierz 3 x 3, obliczy¢ jej
wyznacznik i zazadaé¢, by nie byt on rowny zeru,

Zadanie 1.9: Oczywiscie nie, bo ch2z=ch?z+sh?x, czyli wektor vy = v3 + vy.

37



Zadanie 1.10: Troche jest rachunkow. Ale mozna sie zorientowaé, ze trzy uktady po
trzy rowanania za kazdym razem na trzy niewiadome, sg w istocie tym samym jednym
uktadem réwnan tylko liczby po prawej stronie si¢ zmieniaja. Np. gdy chcemy napisaé
u; jako kombinacje = f; 4+ y f; 4+ 2 f3, to musimy rozwiaza¢ na x, y i z uktad:

r+2y+3z2=3,
204+ 3y + 8z =5,
T+ 3y +2z=28.

A jak bedziemy wyraza¢ us, to tylko liczby po prawej sie zmienig na 5, 14 i 13. Wiec
Gaussowanie za kazdym razem jest takie samo. W ten sposéb znajdziemy

111:—27f1—|— 9f2—|— 4f3,
Uy = —71f1+20f2+12f3,
ll3:—4]_f1+ 9f2+ 8f3

Co zapisane w postaci macierzowej

=27 =71 -—-41
(ul,u2,u3) = (fl,fQ,fg) 9 20 9
4 12 8

Macierz ta to Rify).

Zadanie 1.11: No to trzeba od podstaw. Niech ta pierwotna baza to beda wektory ey,
ey, €3, €4 (nic o niech wprawdzie nie wiemy, nie wiemy czum sa, ale nazwaé to je zawsze
sobie jakos mozemy - a kto nam zabroni?). Wtedy

w=2e +3e;—ey.
a te wektory co maja by¢ nowa baza - niech sie one nazywaja f - to

fi=3e1+2ey+ e3,

fo =2e;+ e+ es3+2ey,
f= e +3ey+2e3+4ey,
f, = e +2e3+3ey.

Teraz jest jasne, ze gdyby sie dato te rownania rozwigzaé¢ i wyrazi¢ wektory e; przez
wektory f;, to, po pierwsze, wiedzielibySmy, ze te drugie taz sa baza,'* a po drugie.
wstawiliby$my tak wyrazone wektory e; do wzoru dajacego wektor w jako ich kombinacje
liniowg i po przegrupowaniu odczytalibySmy wspotczynniki przy kolejnych wektorach f;,
ktore by byly wlasnie sktadowymi w w bazie wektorow f;.

14 Gdyby baza nie byty, to nie datoby sie tych réwnaii rozwiazaé - widzielismy juz (Zadanie 0.4), ze
nie zawsze uktad réwnan liniowych, nawet n rownan na n niewiadomych, ktérymi tu sa wektory e;, ma
rozwigzania.
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Mozemy jednak rozumowacé tak: ma by¢
W = )\1f1 + )\Qfg + )\3f3 + )\4f4 .

i sktadowymi w w bazie f; beda te lambdy. Wstawmy do lewej strony w wyrazony przez
e;, a do prawej wektory f; wyrazone przez e;. Poniewaz wektory e;, jako wektory bazy,
muszg by¢ liniowo niezalezne, wspotczynniki przy tych samych e; po obu stronach musza
by¢ sobie rowne. To daje uktad réwnani na lambdy

3 2 1 0 2
2 1 3 1 3
A1 1 + Ao 1 + A3 9 + N\ o | = 0 ,
0 2 4 3 —1
czyli uktad
3N +2X 0+ A3 = 2,

2>\1+ )\2"‘3)\3—'— >\4: 3,
M+ A +2X03+2\ = 0,
20 +4X3+ 3\ = —1,

ktory, mozna bylo z mety wypisa¢, wyrazajac sktadowe wektora (zapisane tak jak w
poprzednim réwnaniu) w bazie e; jako kombinacje liniowe sktdowych wektorow nowej
bazy w bazie e;. Byltoy to zaranieje ocziewidno, gdyby wszystko byto sformutowane w
R* i te sktadowe wektoréw e; i f; nie byty skltadowymi, tylko po prostu “pieterkami” tych
wektorow, traktowanych teraz jak “zywe”... No wladnie: caly ten kreciek algebraiczny
przez to, ze w gruncie rzeczy wszytskie przestrzenie wektorowe o tym samym skonczonym
wymiarze n sg izomorficzne R™ ale izomorfizmoéw “wktadajacych” dana V' w R” jest tyle ile
mozna baz wybra¢ w V| tj. nieskonicznenie wiele! lepiej niech Panstwo tych moich uwag
nie czytaja, zeby sobie w glowach nie zamaci¢ (na poczatek)... Jednak zawsze nalezy
pamietac, ze zywy wektor, to nie to samo, co jego sktadowe!

Anyway, teraz juz tylko rozwiaza¢ ten uklad réownan, co pozostawiam Panstwu, i
wyznaczy¢ lambdy: Ay =1, Ay = =1, A3 =11 \y = —1.

Zadanie 1.12: Po wyjasnieniach w odpowiedzi do Zadania 1.10 to juz proste: Mamy (e;
to sa wektory tej bazy, w ktorej podane sa sktadowe wektorow)

Vi=e +teyt+e3, Vy=e +e, Vz=e,
Mozemy to raz-dwa odkreci¢ i dostac:
€] = Vg3, €y = Vg9 — V3, €3 =V —Vo.
Jak to wstawimy do

fi=e +e;, fh=e, f3=e —e;3,
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To dostaniemy
fi=vi—vot+vy, fh=veo—v3, f3=—-vi+vy+vs.

Zapisujemy to macierzowo:

(fl,fg,fg) = (Vl,Vg,Vg) —1 1 1

Stojaca tu macierz to R f).
Robiac to samo tylko w druga strone znajdziemy, ze

L3

(vi,vo,vy) = (f1,f5,f3) | 1T 1 0
o L1 1

2 2

I teraz mamy tu macierz R(s,). W ramach samokontroli sprawdzamy, czy sg to macierze
odwrotne:

1 0 -1 1 % 2 1 1 3 1 0 -1 1 00
-1 1 1 1 1 0f=(1r 1 0f[-1 1 1 ]=]010
1 -1 1 0 3 3 0 % 3 1 -1 1 00 1

Zadanie 2.1: 1. Nie. 2. Nie. 3. Nie. 4. Tak. 5. Tak. 6. Ogolnie nie, chyba, ze suma
jest rowna zeru - wtedy tak. 7. Trzy razy tak, 8. Tak. 9. Nie, bo jesli f jest niemalejaca,
to Af jest nierosnaaca, jesli A < 0. 10. Tak, jesli warunkiem jest f(—1) = f(1) = 0, ale
nie,j esli warunkiem jest f(—1) = f(1) = 1.

Zadanie 2.2: Jest to wektor zerowy.
Zadanie 2.3: To, ze naleza jest oczywiste, bo

vi=1+2sinxcosx =t + ty,

vo =1—2sinxcosx =t; —t,,

vy = —cos 2z = ts,
1 1 1
vy = 5(1 —cos2x) = 51;1 - 5’55,
1 1 1
Vg = 5(1 +COS2ZI§') = 5131 + 5135,

czyli wszystkie one sa kombinacjami liniowymi wektoréw rozpinajacych V. Co wiecej,
wszystkie one sg kombincjami tylko tq, t4 i t;. Zatem rozpinaja one tylko pewna pod-
przestrzen podprzestrzeni V' i wektory ti, t4 i t5 moga by¢ baza tej podpodprzestrzeni.
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Zadanie 2.4: Aby sprawdzi¢ czy moga by¢ baza, wystarczy zrealizowaé¢ drugi punkt,
czyli zobaczy¢, czy dowolny wektor

o o

d

mozna zpisa¢ jako kombinacje liniowa czterech wektorow f;, i = 1, 2, 3, 4. Poniewaz sie da:

v:afl+(b—a)fg+%(a—b+c+d)f3+%(a—b+c—d)f4,

wicc wektory f;, i = 1,2,3, 4 tworza baze przestrzeni R*. Czy tworza one tez baze prze-
strzeni C?, to zalezy od tego, nad jakim cialem jg rozpatrujemy, tzn. czy dopuszczamy
tworzenie kombinacji liniowych wektoréw z C* z zespolonymi wspotczynnikami (i wtedy
wektory f;, i = 1,2,3,4 tworza baze tej przestrzeni wektorowej), czy dopuszczamy tylko
kombinacje liniowe z rzeczywistymi wspotczynnikami. W tym drugim przypadku cztery
wektory f; nie tworza bazy, bo wektoréow ktére maja na “picterkach” jakies liczby ze-
spolone nie da si¢ dosta¢ jako kombinacji liniowych wektorow f; z rzeczywistymi wspot-
czynnikami (baza musi wtedy liczy¢ sobie 8 wektorow i conajmniej potowa z nich musi
mie¢ na “pieterkach” jakies zespolonosci - ale to juz informacja pozakonkursowa). W tych
dwu przypadkach, w ktorych wektory f; tworza baze, sktadowe wektora v w tej bazie to
oczywiscie

a
b—a
s(a—b+c+d)
s(a—b+c—d)

Zadanie 2.5: Rozwiazanie bynajmniej nie jest jednoznaczne. Do dwu liniowo niezalez-
nych wektorow w; i wy mozemy dokooptowac jakis trzeci wektor, ktory bedzie od nich
liniowo niezalezny, np.

1 0 0
x= 0|, abo, x'=]1|, abo x"=1]0],
0 0 1

(prosze sprawdzié¢, ze kazdy z nich z osobna jest liniowo niezalezny od wi 1 wy) i kazdy
z nich moze rozpina¢ podprzestrzenn X, o ktora chodzi. Wiec (nie zaczyna sie zdania
od wiec!) podprzestrzeri X (za kazdym razem jest to inna podprzestrzen!) moze by¢
zadana przez podanie rozpinajacego ja wektora x albo x’ albo x” (albo jeszcze jakiegos$
innego wektora, byle liniowo niezaleznego od wektorow wy i wy). Jesli wezmiemy x, to
alternatywnie mozna podprzestrzen X zada¢ mowiac, ze naleza do niej te wektory

a
b1,
C
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z R3, w ktorych b = ¢ = 0. Ogolnie wektor, ogolnej postaci jak ten tu wyzej, ktory nalezy
dokooptowaé nie moze by¢ kombinacja liniowa wy i wy, tj. uktad rownan wynikajacy z

1 2 a
|2 +yl| 3 | =1]b],
3 -1 c

nie moze mie¢ rozwiazan. Rozpisujemy to na pieterka

r+2y=a,
2v+ 3y =0,
3r— y=c.

Gaussujemy, tj. od drugiego odejmujemy dwa razy pierwsze, a od trzeciego trzy razy
pierwsze i dostaniemy jako nowe drugie i trzecie —y = —2a +b i —7y = —3a + ¢. Zatem
uklad nie ma rozwigzan jedli tylko'® te dwa réwnania sg ze soba sprzeczne. Inaczej,
warunek jaki musi spelnia¢ dokooptowywany wektor to'® 11a — 7b + ¢ # 0. Tzn. musi
to byé¢ wektor z konkretnymi liczbami a, b i ¢ takimi, ze 1la — 7b + ¢ # 0 (kazdy z
trzech zaproponowanych wyzej wektoréw x lub x’, lub x” spelnia ten warunek.) Dowolny
taki wektor rozpina podprzestrzen X, kazdy troche inng, ale kazda z tych podprzestrzeni
dopelnia W w sensie sumy prostej do catej p.w. R3, bo jesli zapytamy o wektor v nalezacy
do przeciecia X N W, czyli dajacy sie zapisa¢ jako

vV =\W; + AWy, izarazem jako v = A\3x,

to jedynym takim bedzie wektor 0 = Ow; + Owy = 0x, bo gdyby jakie$s lambdy byly
niezerowe, to by znaczyto, ze wektor x nie jest liniowo nie zalezny od w; i wy (réwnanie
AW + Aaws — A3x = 0 mialoby nietrywialne rozwiazanie).

Zadanie 2.5': Wektory - nazwijmy je vy i vy - rozpinajace V' to

1 0
v=<Ll01], [1]|},
1 1

(wystarczy potozyé raz x = 1,y =0, 2 = —1, adrugiraz x =0, y = 1, z = 1 oba te
zestawy liczb spelniaja zadajace podprzestrzen V réwnanie x — y + 2 = 0. Z kolei piszac

15Pierwsze réwnanie sie juz nie liczy, bo jakby$my znalezli y spetniajacy te dwa, to sobie dobierzemy
x, zeby pierwsze spelnié tez.

16Jak juz dojdziemy w algebrze dalej, to sie stanie jasne, ze warunek ten moznaby byto dostaé¢ natych-
miast zadajac, by wyznacznik

1 2 a
2 3 b,
3 -1 ¢

nie byt réwny zeru.

42



ogoblny wektor malezacy do U w postaci

2113'1 + T a
Lo — 2!13'2 - b )
—x1 + 3xg c= f(a,b)

i rozwigzujac rownania 2z, + 22 = a, 3 — 2x = b znajdujemy: @1 = $(2a +b), 2o =
$(a — 2b). Wstawiamy te z; i 2o do dolnego pigterka i mamy i(a — 7b) = ¢. Wektory
[a,b,c] z U speliaja wiec jedno réwnanie a — 7b — 5¢ = 0.

Sprawdzenie, czy U + V jest cala przestrzenia polega na zobaczeniu ile z wektorow
rozpinajacych te przestrzenie jest liniowo niezaleznych. Przestrzen U rozpinaja dwa u;
i up, bo gitym okiem wida¢, ze uz = u; — uy. 7Z czterech wektorow uy, u, oraz vy, vo
conajwyzej trzy moga by¢ liniowo niezalezne i tyle ich musi by¢, by U+V = R3. Dzialajac
troche “na czuja” mozna standardowo sprawdzi¢, ze u;, us i vy rzeczywiscie sg liniowo
niezalezne, co zalatwia sprawe. Poniewaz dimU = 2 i dimV = 2, a dim(U + V') = 3,
jest jasne, ze podprzestrzen U NV jest jednowymiarowa, czyli rozpina ja jeden wektor.
Poniewaz ma on nalezé¢ i do U i do V' musi zachodzié¢ réwnosé

2113'1 + T Xz

T — 22y | = Y

—To + 35(72 —x + Yy
Z roéwnosci gornych pigterek mamy (juz to rozwigzaliSmy przeciez!) x; = (22 + y),
Ty = %(m— 2y). To wstawiamy do dolnego pieterka wektora po lewej i mamy do spelnienia
réownosé (znéow to co po lewej juz znalezliSmy wczesniej!) %(:L’ — Ty) = —x + vy, ktora

wymaga, by x = 2y. Zatem podprzestrzenn U NV jest rozpinana przez wektor (ktadziemy
np. r =2,y =1) [2,1, —1], tzn. po prostu u; rozpinajacy U jednoczes$nie od razu nalezy
do V. W sposob uwiktany tez zada¢ U NV tatwo: po prostu do rownania x —y + 2z = 0
(spelnianego przez wektory z V') wystarczy dolaczy¢ rownanie x = 2y zapewniajace, ze
wektor bedzie takze naleal do U.

Zadanie 2.6: Trzeba zobaczyé¢ ile jest wektoréw liniowow niezaleznych wsrod tych pieciu,
co rozpinaja podprzestrzen W (doktadniej sie wyrazajac: jaki maksymalnie liczny ukltad
liniowo niezaleznych wektorow mozna wybra¢ ze zbioru tych pieciu). To mozna zrobié
metoda redukcji kolumnowej. Np. tak:

15111 0 0 010 00010 00010
2 41 1 1 1 -1 0 1 0 10010 100 10
3331 1|—=(2 -2211|—=1]20211|=|200191
42 111 3 3010 30010 30010
5 1 1 1 1) [4 4010 |[40010] [400710

(W pierwszym kroku - pierwsza strzatka - taka wielokrotnosé czwartej kolumny zostala
odjeta od kazdej z pozostalych kolumn, by wyzerowaé jej pierwsze “pieterko”; potem
pierwsza kolumna zostata dodana do drugiej; wreszcie ostatnia kolumna pomnozona przez
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2 zostata odjeta od trzeciej). W rezultacie dostaliémy dwi kolumny catkowicie zerowe, co
oznacza, ze wektory wo i1 ws byly liniowo zalezne od pozostalych trzech. Te trzy pozstale
tworza juz uktad liniowo niezalezny (wida¢ mniej wiecej gotym okiem). Zatem wymiar
podprzestrzeni W jest réwny 3. Dowolny wektor z tej podprzestrzeni mozna napisa¢ np.
w postaci

1 1 1
2 1 1
awy+pBwit+tyws=a |3|+[8|1|+v|2],
4 1 1
5 1 1
z dowolnymi rzeczywistymi «, (i 7, albo
0 1 0
1 1 0
al|l2|+b|1|4+c|1]|,
3 1 0
4 1 0

z dowolnymi rzeczywistymi a, b i c¢. Baze podprzestrzeni W moga wiec tworzy¢ wektory
Wi, W4 1 W5, albo te trzy stojace przy wspotczynnikach a, bi ¢ powyzej. Mozna oczywiscie
utworzy¢ i inne bazy tej podprzestrzeni.

Zadanie 2.7: Gdyby suma prosta U i V byla suma prosta, to wszystkie te cztery wie-
lomiany: w;(z), uz(z), vi(z) i vo(x), tworzylyby uklad wektorow liniowo niezaleznych.
Aby to sprawdzi¢, najlepiej jest przetworzy¢ pytanie o liniows niezalezno$¢ wielomiandw
w uktad réwnan

Ay () + s () + A3vi(x) + A\gve(x) = 0(x),
czyli (bo wspolezynniki przy x®, 22, x i 1 musialyby sie zerowac¢) w pytanie, czy uktad

A1 + A3+ =0,
AL+ A2 — 23 =0,
AL+ Ao +XA =0,

Ao + A3+ =0,

ma jakie§ rozwiazanie z niezerowymi lambdami. Po odjeciu pierwszego od drugiego i
trzeciego (eliminacja A;) i po wyeliminowaniu potem Ay z drugiego i czwartego za pomoca
trzeciego, drugie i czwarte stana sie tym samym roéwnaniem 2A3 + Ay = 0. Niezerowym
rozwigzaniem jest wiec \; = Ay = A\3 = 1, \y = —2. Zatem wymiar sumy algebraicznej
podprzestrzeni U + V' wynosi 3, bo sume te rozpinaja trzy wektory, np. ui(x), ug(z), i
vi(x) 1 one moga by¢ jej baza. A zatem, poniewaz dimV +dimU=dim(V +U)+dimV NU,
wymiar przeciecia VNU musi by¢ réwny 1, czyli przeciecie to nie sktada sie tylko z wektora
zerowego. Suma U + V nie jest wigc suma prosta.
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Zadanie 2.8:
a) Np. 221 + 2o = 0 i 223 + 25 = 0 - zaktadamy, ze ogolny wektor z R? piszemy w postaci

xy
T2
T2

b) Zadnych uktadéw roéwnaii: te podprzestrzei R? rozpinaja dwa liniowo niezalezne wek-
tory.

Zadanie 2.9:

a) Nalezatoby najpierw sprawdzi¢, jaki jest wymiar podprzestrzeni U, tzn. czy wszystkie
trzy wektory ja rozpinajgce sa liniowo niezalezne. Gotym okiem widaé, ze nie sa, bo trzeci
jest suma perwszego i drugiego. Ale mozna tego nie sprawdza¢ bo i tak wyjdzie to “w
praniu”. Jesli cztery pieterka wektora z R* oznaczymy x, y, z i t, to wida¢, ze wektor
nalezacy do U ma: © = a+b+2c,y = —a+b, z=a+corazt = b+ ¢, gdzie a, b i
¢ to wspolezynniki kombinacji liniowej trzech wektoréw rozpinajacych U. Zatem z dwu
ostatnich zwiazkow: a = 2z —ci b =t — c¢. To wstawione do drugiego i pierwszego da
y=—z+tix=z+t (csie, jak wida¢, ulotnilo). Zatem podprzestrzeri U definiuja te
wtasnie dwa rownania liniowe: y+ 2z —¢t =012 — 2 —t = 0. Poniewaz sa to dwa liniowo
niezalezne!” réwnania jednorodne, wiec redukuja one o dwa wymiar podprzestrzeni U w
stosunku do wymiaru R*. A skoro dimU = 2, to musi by¢ ona rozpinana przez dwa tylko
wektory, a nie trzy - jeden wiec z trzech podanych w tredci musiatl byé¢ kombinacjg liniowa
dwoch pozostatych.

b) Tu pieterka wektoréw z R5 oznaczymy juz'® xq, xs, .. ., 5 i analogicznie jak w a) mamy
r1=a+b+ 3c,
To = —a-+b+c,
T3 =a+c,
Ty =—a—c,

x5 =a+3b+Tc.

I teraz z ostatniego a = x5 — 3b — 7c, to do pierwszych czterech, potem z czwartego
wyznaczamy b i do pozostatych itd. Wyjdzie, ze wektor nalezacy do W ma postac

i (—21’4 + 1’5)/3-
(45(74 + LL’5)/3

—T4 )

Ty

L5

9.

" Troche jak u Lema z tym sepulkowaniem: “sepulki” patrz “sepulkowanie”; “sepulkowanie” patrz “se-
pulki” - znéw jakas liniowa niezalezno$é, rownan tym razem.

IBW R?* bylo x, y, z, i t zeby byla analogia ze szczegdlna teorig wzglednosci; wprawdzie teraz sie
rozpatruje czsoprzestrzenie majace 5 albo i wiecej wymiaréw, ale to juz dla koneseréw tylko.
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z dowolnymi x4 i z5. Uklad rownan definiujacy podprzestrzenin W to 3xo + 224 — x5 = 0,
3xg—4xy—1x = 0123+ 24 = 0 (prosze sprawdzié¢. ze kazdy z rozpinajacych W wektorow
m aliczby spelniajace te warunki). Przy okazji znéw w praniu wyszlo, ze dimW = 2
(tylko dwa niezalezne z-y; albo inaczej: trzy warunki) wiec znoéw trzy podane wektory
rozpinajace W musialy by¢ liniowo zalezne. I byly: trzeci to pierwszy plus dwa razy
drugi.

Zadanie 2.10: Podprzestrzen V jest dwuwymiarowa, bo v; = %(VQ +v3). Jej baza moga
by¢ dowolne dwa z tych trzech wektoréw; np. vy i vy. Z kolei trzy wektory w; rozpinajace
W sa liniowo niezalezne. Zatem dimW = 3 i za jej baze mozna wzia¢ wlasnie wektory
w;, i = 1,2,3. Z kolei tatwo sprawdzié, ze

1
"= 3(2W2 +w3), Vp= g(—4W2—|—3W3).

Zatem V C W z czego tez wynika, iz V4+W =W, aV NW =V. Stad za baze VW
mozna wzigé dwa wektory vy i vy, albo dwa wektory wy i wj.

Zadanie 2.11: Conajmniej jeden wektor z podanych sze$ciu musi by¢ liniowo zalezny
od pozostatych. Ale moze takich jest wiecej? Tu juz tak prosto jak w zadaniu 2.9 nie
widaé. Trzeba popracowaé¢. Piszemy wiec ogdlna kombinacje liniows wszystkich sze$ciu
wektoréw x1vy + 1oV + x3V3 + £4W1 + r5Wo + W3 = 0. Daje to uklad réwnan:

1'1—21'2—31’3—|— Ty +21’6:0,
65(71+3$L’2+65L’3+ 1’4—21’5 :0,
4!13'1 + 5!13'3 + 2!13'4 + 21’6 = 0,

71’1+5l’2+6l’3+ T4 — Ts+ 1’6:0,

—2.]71 —2.]72 —5LU3 — T4 —5LU5 —3.]76 =0.
Wykorzystujemy czwarte r()wnanie, by WyGaussowaé zmiennq Ty

1 — 229 — 3x3+ T4+ 2x6=0,
—8r1 — Txog— 6x3— 24— 226=0,
4xq 4+ drg+ 224+ 226 =0,
—37Txy — 2729 — 3bx3 — 624 — 826 = 0.

Teraz z kolei wykorzystujemy trzecie, by wyGaussowaé zmienng zg:

—3!13'1 — 21’2 — 81’3 — Ty = 0,
—4r; — Txo— w3+ x4=0,
—21xy — 2729 — 1523 + 224 = 0.

Wreszcie, wykorzystujac pierwsze eliminujemy zmienna x4:
—7!13'1 — 91’2 — 91’3 = 0,

—271’1 — 311’2 — 311’3 =0.
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Teraz juz widaé, ze w obu wystepuje kombinacja x5+ x3, wiec réwnania te nie sg sprzeczne
tylko, gdy 1 = 0. Wtedy mozna je spetni¢ biorac xo = A, z3 = —\. No i teraz jadac
zuriick znajdujemy, ze z, = 6\, x5 = %A ixg = —%A. Zatem wektor vy jest liniowo
niezalezny od pozostatych, a te pozostate spetniaja relacje

V2—V3+6W1+§W2—§W3:O.

Zatem rzeczywiscie tylko jeden z pieciu wektorow jest liniowo zalezny od pozostalych.
Wynika z tego wszystkiego, iz trzy wektory vy, vo i v3 rozpinajace podprzestrzen V
tworza uklad liniowo niezalezny (a zatem tworza jej baze) i stad dimV = 3. Podobnie i
trzy wektory wy, wo 1 w3 rozpinajace podprzestrzenn W tworza uktad liniowo niezalezny
(i tez tworza jej baze) i dimW = 3. Jednak suma V + W = R® jest rozpinana tylko przez
pie¢ wektorow wiec V N W jest podprzestrzenia jedowymiarowa. Jako jej baze mozemy
wziaé np. wektor

u=v —V_—6W—§W —i—zw
=Vy— V3= LT 5 W2t 5 Ws.

Zadanie 3.1: Zywe wektory u i v mozna zapisa¢ na dwa sposoby

u = —e1—|—2e2: fl— fg,
vV = 261—|— 62:3f1—|—2f2,

bo taki jest wtasnie sens liczb zwanych sktadowymi wektora w bazie i podanych w obtych
nawiasach. Mamy wiec dwie réwnosci pozwalajace wyznaczy¢ albo e; i ey jako kombinacje
liniowe f; i f5, albo na odwrot. Rozwiazujemy metodami szkolnymi i znajdujemy:

61:f1+f2, engl.
A w drugg strone:
flzeg, f2:el—82.

Skladowe wektora w = e; + e; mozemy znalezé “na piechote”, podstawiajac tu e; i e
wyrazone przez f; i f5, co da

W = (f1—|—f2)+f1 :2f1+f2.
Czyli szukanymi sktadowymi sa (2, 1).

Mozemy tez dosta¢ macierze zmiany bazy: zapisujac pierwsze z rozwigzan (e; i e
wyrazone przez fi i f5) w notacji

(e1,€2) = (f1, £5) G (1)) ;
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ktora nalezy czytaé¢ tak, ze aby dostac¢ ey, przykladamy (f;, f;) do pierwszej kolumy ma-
cierzy i sumujemy, zeby za$ dosta¢ ey, przyktadamy (fi,f;) do drugiej kolumy macierzy
i sumujemy. Macierz tu stojaca, to R(s..) (w wymyslonej przeze mnie, najlepszej na
$wiecie notacji). Analogicznie mozemy w druga strone

(f1,£) = (e1, e) (2 _11)

Ta tu macierz, to z kolei R ).

Jesli mamy watpliwosci, ktora z tych macierzy przerabia dane w bazie (e1, e2) sktadowe
wektora (np. wektora w) na jego sktadowe w bazie (fi, f;), to moja notacja prowadzi, jak
po sznurku: strzatka pokazuje z ktorej bazy do ktorej! Zatem bierzemy Ry i dzialamy
nig na sktadowe wektora w w bazie (e, e):

11 1y (2
1 0 1) \1)’
tak jak to juz wcze$niej dostalismy.

Zadanie 3.2: W podanej kolejnosci:

N )

6 2 5 0 0 0
c) 6 1 5], d) 00 0], e) (160 jfg I?)
8 -1 6 0 0 0
a w odwrotnej kolejnosci:
1 -1 129
2 (5 3 ) 2 (3 —17)’
6 4 6 —-17 —-34 51
c) 5 3 31, d) —-17 —-34 51
4 3 4 17 34 51

W przypadku e) nie da sie, bo macierze w druga strone do siebie “nie pasuja’.

Zadanie 3.3:
1 -3 11 38
1 -2 7
52 0 1 -2 7
“><—21)’b>8(1)_12’0)001—2
0 0 0 1

Zadanie 3.4: F jest liniowe. G nie. Macierz F' w bazie kanonicznej:
1 00
1 20
01 3
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Macierz w bazie v;:

0 -3 -5
-1 2 2
2 2 4

Sktadowe w bazie v; wektora bedacego obrazem u: (—5,2,4).

Zadanie 3.5: Odwzorowanie to jest liniowe. Macierz tworzymy wedlug standardowego
przepisu: dzialamy na wektory bazy i rozktadamy to co wyszto w bazie tej drugiej prze-
strzeni”

Fleg) =2+z)1=24+x=2¢+ey,
Fle))=2+x)z=20+2"=2e +e,
F(e)) =2+ 2)-2? =222 +2° =2ey +e3.

Macierz tworzymy stawiajac obok siebie “na sztorc” wspotczynniki rozktadow:

Feye) =

OO~ N
O~ N O
=N OO

I juz.

Zadanie 3.6: Potrzebne macierze zmiany bazy maja postacie

31 2 L[ 7T 1 -5
Recy=[2 3 1), Ruco=gg| 57 1],
1 2 3 1 5 -7

(pierwsza jest “za darmo”, druga znajdujemy wyrazajac wektory e; przez wektory v;).
Zatem

1
Fow = Bueo Foe Beeny =35 | 2 2 1

Zadanie 3.7: Zadanie to mozna rozwiaza¢ roznie. Mozna np. uznaé, ze w bazie v; =
e +e+e3 vo =e; +2e —e3, v3 = —e; + ey przestrzeni V' i bazie w; przestrzeni W
macierz F,)) jest podana w tresci zadania

3
Fww=1{2 1 11,
2



i nastepnie przejs¢ do bazy e; zgodnie ze wzorem Fiy)e) = Flu)w)  Rwee). Tu jednak
rozwiazemy je ‘na pale” piszac

rr N1 oA
Fuyo =72 vy 2|,
T3 Ys Zz3

i przystawiajac do tej macierzy kolejno kolumienki (1,1,1), (1,2, —1), (-1, 1,0) i zadajac,
by wychodzito kolejno (3,2,2), (—1,1,4), (—1,1,—3). Da to trzy uklady rownan na trzy
niewiadome kazdy. Np. goérne wiersze macierzy dadza uktad

a+ b+c =3,
a+2b—c =-1,
—a+ b =—1.

Po rozwigzaniu tych trzech ukladéw znajdujemy

1 0 2
F(w)(e) = 0 1 1
3 0 -1
Oczywiscie to samo wyjdzie pierwsza metoda:
3 -1 -1\ (/1 1 3 L[5 0 10
F(w)(a) = F(w)(v) 'R(v<—e) 2 1 1 g 1 1 _2 — g 0 5 5
2 4 =3 -3 2 1 15 0 -5

Zadanie 3.8: Mamy
a1z + ag = (—2ao + 7a1)(z + 3) + (ap — 3a1)(2x + 7).
wiec, korzystajac z linowosci,

wlarx + ag) = (—2ap + 7a1) (x + 3) + (ag — 3a1) p(2x + 7)
= (—2ap + Tay)(—2* + 5z + 4) + (ap — 3a;)(52* — 3)
= (Tag — 22a,)2* + (—10ag + 35a, )z — 1lag + 37a; .

Macierz odwzorowania w bazach kanonicznych to

—11 37
(p(e)(e) = —10 35
7 —22

Podprzestrzen ime przestrzeni Wy rozpinaja np. wielomiany (obrazy wielomianow x + 3
i 2z + 7, ktore to obrazy sa liniowo niezalezne) —x° + 5z + 4 oraz bz? — 3. Podprzestrzii
Y moze rozpina¢ kazdy wielomian stopnia nie wyzszego niz 2, ktory jest od tych dwoch
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liniowo niezalezny. np. wielomian x albo 2z — 1. Kazdy z takich wielomianéw (byle nie
proporcjonalne do siebie) rozpina troche inng podprzestrzen Y, ale zawsze imp@®Y = Wy).

Zadanie 3.9: Mozna to rozwiazywac na rozne sposoby (wszystkie one sa w gruncie rzeczy
tym samym, tylko inaczej zapisywanym). Mozemy znalez¢é macierz tego odwzorowania w
bazie kanonicznej eg(z) = 1, e;(x) = x, es(x) = 2. Potrzebne macierze zmiany bazy to

1 -1 2 1 1 -2 5
(Vi,v2,v3) = (eg,ep,e0) [ 1 2 1|, (eo,e1,€2) = (V1,Va, V3) 4 -1 2 -1
1 1 0 1 2 =3
Pierwsza macierz to R, a druga to R,—.). Zatem
1 -1 2 1 1 2 =3 1 -1 2
F(e)(e) = R(e<_v) ~F(v)(v) -R(W_e) = 1 2 1 Z -1 2 -1 = 0 1 0
1 1 0 1 -2 5 0o 1 -1

(macierz F,),) mnozac stojaca z jej prawej strony macierz R,y po prostu stawia “do
gory nogami” jej kolumny). Teraz mozemy podziata¢ otrzymana macierza Fi.).) na kolu-
mienke (ag, aj,az) i dostaé (ag — ay + 2as, a1, a3 — ay). Czyli

F(ag + a1z + agx?) = (ag — ay + 2a3) + a1z + (a; — ag)z”.
To samo moznaby dostaé¢ piszac
1
1 =€y = Z(Vl —V2+V3),

1
$281:§(_V1+V2+V3)7

1
1’2 =€y = Z(5V1 — Vg — 3V3),
i korzystajac bezposrednio z liniowosci: np.
1 1 1 5
F(e) = _§F(V1)+§F(V2)+§F(V3) =z +x—-1,

i widaé¢, ze to to samo, co daje ogblny wzor po podstawieniu don ay = 0, a3 = 1, ay = 0.

Zadanie 3.10: Jesli probujemy wyrazi¢ czwarta kolumne C, (mozna ja potraktowaé jak
zywy wektor z R®) przez pozostale, tj. napisa¢: x1C; + 15,Cy + 23C5 + 25C5 = Cy, to
dostaje sie do rozwiazania uktad réwnan:

201 + 220+ a3+ 15 =2,
T1+ T2 +x3 +x5=2,
1+ 229 + 223 + x5 =2,
rT1+ 22 423 +a5=1,
T1+2x0 +ax3+ 215 =2.
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Mozemy teraz poGaussowacé tj. wyeliminowa¢ wykorzystujac do tego celu wiersz drugi (bo
najprostszy) xs z pozosta ych rownari. Dostaniemy z w wyniku tego rownania: z1+z = 0,
Tot+x3=0,29 = —11—27 —x3 = —2. Stad juz widac, ze jest rozwiazanie (jednoznaczne,
wiec kolumny Cy, C,, C3 i Cs, juz sa liniowo niezalezne) x; = 1, zo = —1, 23 = 1, x5 = 1.
Zatem jadro rozpina wektor

j=e —e+e;—este;,

a poniewaz kolumny C;, Cy, C3 i C; sa liniowo niezalezne, obraz imA moga rozpinaé
obrazy wektorow e, ey, e3 i es, czyli wektory

01:2el+e2+e3—|—e4+e5,
0y =2e;+ey+2e3+2e4+ 2e5,
03 = e;+ey+2e;+estes,

04 = e1+e2+eg+e4+2e5.
Zadanie 3.11: Szukana macierz to R(gw) Flw)(w)  Rwew). Mamy

11 1 1 1
(111,112) = (V1,V2) (0 1) ) (g1>g2,g3) = (W1>W2>W3) 01 1],
0 0 1

Pierwsza macierz to R(,y), a druga to R,—g). Trzeba wigc znalezé odwrotnosé tej
drugiej:

1 -1 0
Rigew) = [Ruweg) "= 0 1 -1
0 0 1
Zatem
-0 12\ 2 -4
Fow=[0 1 —1][3 4 <0 1): 2 -4
00 1/)\5 6 5 11

Jadro tworzy oczywiscie tylko wektor zerowy (bo kolumny macierzy - ani w jednej bazie,
ani w drugiej - nie sg do siebie proporcjonalne), a obraz rozpinaja np. wektory F(vy) =
w1 + 3W2 + 5W3 i F(Vg) = 2W1 + 4W2 + 6W3, albo F(ul) = —2g1 — 2g2 + 5g3 i F(LIQ) =
—4g, — 4g, + 11gs, albo jakies inne dwie liniowo niezalezne kombinacje tychze.

Zadanie 3.12: Zeby jadrem byt podany wektor j o sktadowych (w bazie v;) - dla oszczed-
nosci miejsca “na ptask” (1,1, —1), trzecia kolumna macierzy F{,).,) musi by¢ suma pierw-
szej i drugiej. Z kolei kazdy wektor W, ktory jest obrazem wektora u = Vill(,) 2 V
ma postac¢ kombinacji w;[F| (w)(v)]j Z-u%v), w ktorej u%v) sg sktadowymi jakichkolwiek wekto-

réw nieproporcjonalnych do j (tj. kolumienka (u%v),ufv), u:()’v)) nie jest proporcjonalna do
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(1,1,—1)). Wektory takie musza wiec rozpina¢ w W te sama podprzestrzen, co wektory
01 1 09, czyli imF'. Mozna np. wziaé jako “Z@) (1,0,0) i (0,1,0) i powiedzie¢ ze pierwszego
obrazem jest 01, a drugiego 0s. Macierz spetniajaca postawione warunki bedzie miata
wtedy postaé

1 0 1
2 3 5

Nie jest to oczywiscie jedyna mozliwa taka macierz. Aby podaé¢ najogodlniejszg postac
macierzy odwzorowania zgodnej z podanymi o nim informacjami, rozpatrujemy problem
w bazie (j2,j2,J3) = (V1, Ve, j) przestrzeni V' i bazie (01,09,03) = (01, 09, W3) przestrzeni
W (trzeci wektor tej bazy, jak i dwa pierwsze bazy przestrzeni V' sa wybrane dowolnie
- musza one tylko dopelnia¢ uktad wektorow do bazy). W tych bazach najogolniejszym
odwzorowaniem F' speliajacym podane warunki jest

F(j1) = oufh + 02f%

F(j2) = o1f'y + 02f%,

F(jl) = 07
przy czym wektory o1 fl; 4+ 0of% 1 01 fY, 4+ 02 f% nie moga by¢ liniowo zalezne,' co spro-
wadza si¢ do warunku f' f2% — fL,f% # 0. W tych bazach macierz odzorowania F'
skostruowana zgodnie ze standardowym przepisem ma postac

%0
Fogm= |4 % 0
0 0 0

Teraz trzeba tylko przekonwertowaé te posta¢ macierzy do wyjsciowych baz. Od reki
mozemy napisac

1
L,
-1

o = O

1
(j1,d2.ds) = (V1,va,v3) [ O
0

1 macierz tu stojaca to jest macierz R(,—j), ale potrzebna nam jest macierz R(j.). Od-
wracamy (rozwigzujac wzgledem v; prosciutki uktadzik réwnar) i mamy?°

0 1
11,
0 —1

Rijev) =

O O =

19Gdyby byty liniowo zalezne, tj. gdyby o1fY + 02f% = a(o1 f' + 02f%) to by znaczyto, ze F(j;) —
aF(j2) = F(j1 — aj2) = 0, czyli ze wektor j; — ajo, ktory jest liniowo niezalezny od js = j, tez nalezalby
do jadra, ale przeciez tylko j = js3 mial rozpina¢ jadro!

20 Akurat tu jest zabawnie, bo R(j. ) = Ry« ;) macierz ta jest sama swoja odwrotnoscia.
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Potrzebna jest tez macierz R, i t¢ mamy juz za darmo:

1 0 0
(01702703) = (W17W2aw3) 1 -1 0 3
2 3 1

- macierz tu stojaca to jest wlasnie R(,«.). Teraz juz tylko wymnozy¢ macierze:

1 0 0\ /fy 4 0\ /1 0 1
Fuyw) = Ruweo) - Floyg) Ryewy = |1 =1 0| | f4 f5 0] [0 1 1
9 3 1 o o o/ \o o -1
1 0 0 A Ly
= 1 -1 0 f21 f22 f21‘|‘f22
29 3 1 0 0 0

4 £ i+
= fll_.f21 f12_f22 fll_.f2l+f12_.f22
2fh +3f% 215 +3F% 2 + 34+ 21 +31%
Dowolne cztery liczby fY, fly, f4 1 f%, byle takie, ze fYf% # fLYf%, daja macierz
odwzorowania spetniajacego warunki zadania. I tak jak miato by¢, ostatnia kolumna jest
zawsze suma dwoch pierwszych.

Zadanie 3.13: W podanej bazie sktadowe wektoréw nalezacych do jadra musza by¢
proporcjonalne do (1,—2,2). Zatem jadro jest jednowymiarowa podprzestrzenia rozpieta
przez wektor-wielomian

j@) =@ +ar+1) -2 +2r - 1) +2(x+2)= -2 —x+7.

Kolumny: pierwsza i druga macierzy 7T(,).) sa liniowo niezalezne wigc obraz jest pod-
przestrzenia dwuwymiarowa rozpicta przez wielomany-wektory o; = 2vy 4+ 2vy i 09 =
V1 + 2vy + 2v3, czyli

o(7) =42* + 62, oy(r) =32 +Tr +3.

7 kombinacji liniowej tych wektoréw nie mozna dosta¢ wektora j wiec przeciecie im7T i
ker ' sktada sie tylko z wektora zerowego. Zatem im7T'+kerF' jest sumg prosta.

Zadanie 3.14: Wektory, na ktorych zadane jest odwzorowanie GG nie sa liniowo nieza-
lezne: vy = 2vy — %Vg. Rozpinaja one w R3 tylko dwuwymiarows podprzestrzeni; jak G
dziata na wektory nie nalezace do tej podprzestrzeni nie da si¢ powiedzie¢. Przeto nie da
sie tez podaé macierzy tego odwzorowania. Jedynie w bazie R?, ktorej dwoma wektorami
sa vy 1 vy (lub jakie§ dwie inne linowo niezalezne ich kombinacje), i bazie, ktorej dwoma
wektorami sa g1 = G(vy) i g2 = G(v3), mozna cos o macierzy odwzorowania G powie-
dzie¢; jesli tymi bazami sa (vq, Ve, vy) i (g1, 82, 83 ) (wektorki o primowanych numerkach
sa jakimi$ dopetniajacymi te uktady do baz), to

10 7

Gow =101 7],
0 0 7
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Pytajniki oznaczaja elementy, o ktoérych nic na podstawie danych nie wiemy. Jednak jak
sie okazuje w = 2v; — 2v3 wiec

4
Gw)=2G(v1) —2G(v3) = | 2
8

Zadanie 4.1: Zadanie wyglada na dziwne, ale mozna je rozkminié¢. Po pierwsze zobaczmy,
jak wyglada jadro i obraz odwzorowania F'. Najpierw jadro. Zazadajmy by nalezal do
niego wektor via + vob + ve + vyd. Rozwigzujemy wiec uktad rownan

110—12‘ 8
122 -1 =]
342 =3\ 0

Daje to uktad réwnan, ktory jak sie tatwo zorientowaé jest de facto ukladem dwoch
rownan a +b—d =01 b+ 2c = 0 na cztery wspotezynniki. Zatem dim(kerF') = 2, a jako

wektory rozpinajace jadro mozna wzia¢ wektory (kladziemy b = 2, ¢ = —1, co zalatwia
drugie rownanie, a zeby spelni¢ pierwsze raz bierzemy a = —2, d = 0, a drugi raz a = 0,
d=2)

j3:—2V1+2V2—V3, j4:2V2—V3+2V4.

Z tego, ze dim(ker ') = 2 wynika tez, ze dim(imF') = 2, bo dim(imF') =dimV-dim(kerF").
Jako wektory rozpinajace obraz mozemy np. wziaé

F(V1)2W1+W2—|—3W3, F(V2)2W1—|—2W2+4W3,

bo wida¢ gotym okiem, ze pierwsza i druga kolumna macierzy F{,)) sa od siebie liniowo
niezalezne. Od razu tez mozna odpowiedzie¢ na ostatnie pytanie: nie, nie mozna znalezé
takich baz, by macierz F' miala trzecig postac¢, bo w tej trzeciej postaci az trzy kolumy sa
liniowo niezalezne, czyli taka macierz moze by¢ macierza odwzorowania o dim(im#") = 3,
a nie tego rozpatrywanego w tym zadaniu.

Jak juz mamy dwa wektory jadra, to mozemy je uzupetnié¢ do bazy calej przestrzeni
V', biorac np. jako jej baze wektory j; = vy i jo = vy (dlatego sprytnie te rozpinajace
jadro nazwalismy js i j4), bo, jak tatwo zobaczy¢, razem cztery wektory j; tworza uktad
liniowo niezalezny wiec baza moga by¢. Mozemy tez za baze przestrzeni W wzia¢ wektory
01 = F(vy) = F(j1) oraz 0y = F(vy) = F(j2) dokooptowujac do nich jakis trzeci wektor
03, ktory jest od nich liniowo niezalezny; np. o3 = w3. Wtedy w bazach j;, i = 1,2,3,4
przestrzeni V' i o;, i = 1,2,3 macierz odwzorowania F' ma postac¢ a), co wynika wprost
ze sposobu konstruowania macierzy odwzorowania w zadanych bazach, gdy wiadomo, co
odwzorowanie robi z wektorami bazy przestrzeni na ktorej jest ono okreslone.

Zeby za$ macierz odwzorowania F miata postaé b), trzeba aby F(ji) = u; + 2 uy, a
F(jo) = —u; + uy, gdzie uy 1 uy sa dwoma pierwszymi wektorami jakiejs jeszcze innej
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bazy przestrzeni W. Trzecim wektorem tej jeszcze innej bazy moze by¢ jakikolwiek wektor
liniowo niezalezny od u; i us, a zatem i liniowo niezalezny od o; i 03 - bo przeciez

u1—|—2u2:015W1—|— W2—|—3W3,

—Uu;+ Uy =0y =w;+2wy +4ws,

wiec za uz mozna wzia¢ 03 = wz. Rozwiazujac powyzsze dwa réwnania znajdujemy, ze

1 5)
U] = —-W; — Wy — =-W3, U3:—W1—|—W2—|——W3.

3 3 3 3

Zadanie 4.2: Mozna np. roztozyé wektory bazy kanonicznej na wektory, na ktoérych
podane jest dzialanie S (wektory te, jak tatwo sprawdzi¢, sa liniowo niezalezne wiec tez
tworza baze):

1 1 3 1
1 1 1
e = 0 :—1 2 +1 2 —|—§ O y
_0_ 3 1 1
[0] (1] (3] 1
1 1
e=|1]=-12 +Z 21— |01,
_0_ _3_ _1_ 1
(0] (1] [3] 1
1 1 1
_1_ _3_ _1_ _1
Wtedy z liniowo$ci
[1] 3 0 -3
1 1 1 1 3
S 0 :_Z 2 +1 5 2 :— 3 :—1614—182—'—283,
_0_ 1 4 8_
0 31 1 [o] O 3 5 7
S 1 :1 2 _'_Z 1 2 :— :161—182—563,
_0_ _1_ 1 4 —14
(0] [ 3] (0] 0
1 1 1 1 3 5
S 0 :1 2 —1 1 —|—§ 2 :1 5 21814—1624‘263.
_1_ _1_ 1 4 8

I teraz szukang macierz dostajemy stawiajac obok siebie “na sztorc” otrzymane wyzej
wspotezynniki rozktadu:

1 -3 3 3

Czynnik 1/4 przed macierza rozumiemy zawsze tak, ze mnozy on kazdy element macierzy.
Mozna sprawdzi¢ (wyrabiamy sobie odruch samokontroli!), ze po przystawieniu z prawej
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do tej macierzy podanych wektoréw, na ktorych dziatanie S bylo zdefiniowane, - tylko
teraz nie w kanciatych nawiasach, a w obtych! (dlaczego?) dostanie sie ich obrazy (tez
teraz w obtych, a nie kanciatych nawiasach). Poza tym, skoro obie trojki wektorow sa
kazda z osobna liniowo niezalezne, to imS = R3 i kerS = 0 (do jadra nalezy tylko wektor
ZETOWY ).

Zadanie 4.3: Odwzorowanie P jest rzutem, bo kwadrat jego macierzy jest réwny wyj-
Sciowej macierzy: Peye) - Pleye) = Ple)e). Mozna zgadngé wektor r; na ktory jest to
rzutowanie i wektor ry - ten, wzdtuz ktorego jest to rzut, ale lepiej rozpatrzy¢ wszystko
systematycznie, zeby wiedzie¢, czy odpowiedz jest jednoznaczna. Zalzmy wiec, ze

R', R!
(rra) = (enen) (! ).

Wektory ry i ry aby zadawaé rzut, musza tworzy¢ alternatywna baze przestrzeni V', wiec
macierz tu stojaca, to R(er). Zatem

11 o
Pleye) = (0 0) = Rieery Payr) Biree) = Rieer) Py [ Bieen)]

B 1 R, RL\ /1 0\ /[ R, -R.,

Posrodku napisaliSmy oczywistg posta¢ macierzy Py, a po prawej, “spod duzego pa-
lucha” - bo odwracanie macierzy 2 x 2 mamy w malym paluchu, macierz odwrotna do
Recry (liczy sie do niej tez ten mianownik, przed caloscig). Po wymnozeniu mamy

00 RYR? — RY,R* \ R\ %, —R*R, )"
Zatem R* R?, = 0 i R* R'; = 0, co najprosciej jest speli¢ biorac R?; = 0. Zobaczmy
jednak co by bylo, gdyby wzia¢ R? # 0, polozy¢ R?, = R, = 0. Wida¢, ze wtedy
wszystkie elementy macierzy sie zeruja, ale zeruje sie tez czynnik przed nig. To dlatego,

ze odpowiada to ro = 0 - usitujemy wtedy rzutowaé¢ wzdluz wektora zerowego, a to si¢
nie moze uda¢! Zatem jedynym rozwigzaniem jest jednak R?*, = 0. Mamy wtedy

1 1\ 1 (RYR, —RYR,\ (1 —R%,/R%
0 0) RLRL\ 0 0 —\0 0 '

Zatem r; = e - rzutujemy na podprzestrzen rozpinang przez pierwszy wektor bazy wzdtuz
podprzestrzeni rozpinanej przez wektor ro = e; R'y+eyR%, = R%,(—e;+ey). Jest to wynik
jednoznaczny, bo niezaleznie od R%, # 0 jest to ta sama podprzestrzen. Pokomplikowalem
tu troche bo chciatem pokazaé, jak to wszystko dziala. Oczywiscie wektory wzdtuz ktorych
rzutujemy rozpinaja zawsze jadro odwzorowania, ktére ma by¢ rzutem wiec ich sktadowe
muszg spelia¢ w danym przypadku warunek

(0 0) (52) - (0),

o7




a wektory rozpinajace podprzestrzen, na ktora sie rzutuje musza by¢ wektorami wta-
snymi tego odwzorowania odpowiadajacymi wartosci wlasnej 1, czyli musza tu by¢ dane

warunkiem
1 1 Rll - Rll

Latwo wiec byto od poczatku zgadnaé, ze musza to by¢ ry = e; i np. ro = —e; + e5. Ale
ogoblnie o wektorach wlasnych odwzorowan V' w V' dopiero bedzie dalej, wiec dobrze, ze
jest inny sposob.

Zadanie 4.4: Zrzutowa¢ podany wektor w mozna nawet nie znajdujac macierzy rzutu.
Jako dwa wektory rozpinajace podprzestrzen, na ktéra w ma byé zrzutowany, mozna
wybraé np.

-1 1
u; = 1 y Uy — 0
0 1

Jak tatwo zobaczy¢, sg one od siebie liniowo niezalezne i oba spetniaja warunek r+y—z =
0. Wystarczy teraz roztozy¢ wektor w w bazie tworzonej przez wektory u;, us i uz = w:

2 —1 1 1
1
w= |8 :?3 1 {+710 +g 11,
7 0 1 0

i wyzerowaé¢ wspotczynnik przy ostatnim wektorze:

2 -1 1 1
13 1
7 1 14

Macierz rzutu ma w bazie tworzonej przez wektory u; i = 1,2,3 (u; = u) oczywista
postac

1 00
Huww =10 10
0 0 0
Ponadto piszac
-1

1 1
(ulau2>u3) = (61762763) 1 0 1 )
0O 1 0
mamy od razu macierz R, ). Macierz odwrotna, R (), znajdujemy rozwigzujac ukla-
dzik réwnan na e;

1 -1 1 1
1 1 -1



1 -1 1 1 1 0 0 -1 1 1 1 1 -1 1
=3 1 01 01 0 0 0 2 |= 3 -1 1 1
0 1 0 0 0 O 1 1 -1 0 0 2

Dla samokontroli sprawdzamy, czy Il (e)e)Ilie)e) = Ie)(e) (tak) i czy po zadziataniu Il
na sktadowe (2,8,7) wektora w w bazie kanonicznej dostaniemy sktadowe (1/2,13/2,7)
(dostaniemy - Alles klapt).

Zadanie 4.5: W bazie tworzonej przez wektory v oraz wy, wy (w tej kolejnosci) macierz
rzutu I1,) ) ma oczywista posta¢. Macierzami zmiany bazy sa

1 1 1 -1 1 0
Rew=1|21 1], Ry.=|3 -3 1
3 1 0 -1 2 -1
St@d H(e)(e) = Re<—w : H(w)(w) : Rw<—ea Czyh
1 1 1 1 0 0 -1 1 0 -1 1 0
Ooo=(2 1 1|[oo0oo0])]|3 =3 1 |=[-220
3 1 0 0 0 O -1 2 -1 -3 3 0

Oczywiscie ey - ieye) = Hieye)- Rzuty wektorow (sktadowe rzutéw) dostajemy dzia-
tajac macierzg Il(.)) na skltadowe wektorow.

Zadanie 4.6: Podprzestrzen W jest oczywiscie jednowymiarowa, czyli rozpina ja jeden
wektor. Jesli sktadowe takiego wektora w bazie e; spetnia¢ maja warunki v(le) — 21)(26) =0,
v(le) — 21}?6) = 0, to jako wektor ten moze wzia¢ uz = 2e; + e; + e3. Jest tez jasne, ze
na wektorze tym zerujg sie oba kowektory definiujace podprzestrzen W. Aby napisaé
macierze rzutéw, nalepiej na poczatek roztozyé¢ dowolny wektor postaci ae; + bes 4 ces
na wektory uy, ug, uz. Po prostych rachunkach znajdujemy

—b+c —2a+ b+ 3c 2a — 2¢

&61+b62+063: 5 up 5 U9 5 us.

Wynik ten pozwala od razu zrzutowaé oba podane wektory w te i wewte. Np. aby
zrzutowaé¢ wektor a; = e; — 2 ey + 2 e3 na podprzestrzenn W wzdtuz podprzestrzeni U
bierzemy tylko ostatni czton powyzszego rozktadu (bo wspotezynniki przy wektorach u;

i uy rozpinajacych U zerujemy), wstawiamy w nim a = 1, b = —2, ¢ = 2 i dostajemy:
PhLivty (a1) = —ug.

Analogicznie otrzymujemy
along U
PontogW (32) =0.
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Oznacza to, ze wektor ay “nie wystaje” z podprzestrzeni U (“w kierunku” podprzestrzeni
W) - lezy w niej catkowicie (tzn. z kopytami). Tym samym powinno by¢ oczywiste, ze
long W
Poov (82) = 2.
Istotnie: aby znaleZ¢ rzut ap na U wzdluz W nalezaloby w rozktadzie ap na wektory u;
wyzerowaé wspotczynnik przy us; jednak poniewaz wektor a; odpowiada a = 3, b = 1,
¢ = 3, wiec wspolczynnik przy us i tak by byl zerem: rzut nie modyfikuje wiec tego
wektora. Rzut wektora a; na podprzestrzen U wzdluz W mona tez znalezé piszac
P;rll(t)ggUW(al) =ap— P;i(t)ggvg(al) =a;tuz=3e —ey+3e;.

Macierze obu rzutéw mozna znalezé na kilka réznych sposobéw. Po pierwsze macierz
zmiany bazy R .,y mamy za darmo, bo mamy wektory u; wyrazone jawnie przez wektory
e;. 7 kolei te wektory orzez wektory u; mozna wyrazi¢ korzystajac ze znalezionego wyzej
rozkltadu dowolnego wektora a e; + b e; + ¢ e3 na wektory uy, us, usz, ktadac a = 1,
b= c =0 by znales¢ e, itd. Zatem mamy tez macierz R,..). Zatem w bazie e, macierz
rzutu na W wzdtuz U to

along U along U
Poe = Beew Py - Buee

1 1 2 0 0 0 0 -1/2 1/2 2 0 -2
=|-1 11 0 0 0 -1 1/2 3/2|=[1 0 -1
1 11 0 0 1 1 0 -1 1 0 -1
Poniewaz zas U+W =U W =V, to
-1 0 2
along W along U __
Poe  =1=Hoe = | -1 11
-1 0 2

Moznatatwo sprawdzi¢ przykltadajac do tych macierzy kolumienki sktadowych wektorow
a; i ag, ze dostaje sie te same rzuty, co wyzej.

Najszybciej jednak znalezé macierz P?ﬁg v korzystajac z kowektorow: sktadowe w
bazie €; kowektora zerujacego si¢ na obu wektorach u; i us, a wiec kowektora wyznacza-

jacego jednoznacznie podprzestrzen U, to (a, 0, —«) z dowolnym « # 0. Zatem

2 2 0 —2
Pl =1 ] (a,0,—a)=a |1 0 -1
1 10 -1

Stala « trzeba dobraé¢ tak, by P(il)o(zf v. P(il)o(zf U= P(il)o(zf U co oczwiscie da a = 1.

Zadanie 4.7: Jest mniej wiecej oczywiste, ze podprzestrzen UL (w sensie zadanego
iloczynu skalarnego) jest rozpinana przez jeden wektor uy = e; — e3. Z rozwiazania
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za$ poprzedniego zadania mamy, ze podprzestrzen U jest jednoznacznie wyznaczan przez
kowektor?! o (&, — €3). Zatem od reki mozna napisaé

1 1 0 -1
Pt =10 | (,0,—a)=a| 0 0 0
~1 -1 0 1

Zeby to byl rzut, tzn zeby P(zl)o(rgU : P(ael )O(rgU = P(ael )O(rgU, trzeba polozy¢ av = 1. Wtedy

1/2 0 —1/2
along U __
P(e)(e) = 0 0 0
~1/2 0 1/2

Przykladajac do znalezionej wyzej macierzy P(a“e1 ;ﬁ% Y kolumienki sktadowych wektorow a;
i ap znajdujemy, ze

along U - 1 along U _
Ponto UJ-(al) 9 e + 9 €3, Ponto UJ-(aQ) =0.

Drugi wynik jest oczywisty, bo juz wiemy, ze wektor a, lezy catkowicie w podprzestrzeni
U. Ale rzut wektora a; jest jednak inny niz w poprzednim zadaniu. Zeby jeszcze lepiej

zobaczy¢, ze tera rzut jest inny, znajdzzmy P(zl)o(rg vt

. 1 1/2 0 1/2
PaongU :I_PaongU: 0 0 0

(e)(e) (e)(e)
1/2 0 1/2

Wida¢, ze jest to inna macierz niz znaleziona w poprzednim zadaniu macierz rzutu
Palong w

o U W tej samej bazie.
Zadanie 4.8: Zadanie to mozna rozwigza¢ w jednej linijce, jesli sie skorzysta z kowek-
torow i wtedy odpowiedZ na postawione pytanie jest oczywista. Najpierw jednak roz-
wigzemy je metoda nie wymagajaca kowektorow. W tym celu jako baze przestrzeni R*
wezmiemy wektory

1 —6 2 1
. 1 . 0 . 0 0
J1 = 0l Jo = 1 ) J3 = 0l Ja = 0
0 0 1 0

Trzy pierwsze z nich rozpinaja jadro?? (zostaly one “wymyslone” przez przepisanie wa-
runku wyznaczajacego jadro w formie x1 = xy —6x3 —2x4 i polozeniu xs = 1, 3 = x4 = 0,

21To, ze sktadowe tego kowektora w bazie &; dualnej do bazy e;, sa takie same jak skladowe wektora
uy w bazie e; wynika z tego, ze wybrany zostal taki a nie inny iloczyn skalarny; nie musimy tu wchodzé
w te rzeczy...

ZDlatego baze te nazywamy j; - jest to baza “jadrowa” (no, po angielsku to by to byla baza k; - od
“kernel”; to naszym, narodowym - wstarimy z kolan! - przyczynkiem do fizyki musi by¢ wiec to, ze ped
powszechnie oznacza si¢ p, bo po angieslku ped to momentum...).
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by dostaé¢ pierwszy, 3 = 1, zo = x4 = 0, by dosta¢ drugii x4 = 1, x5 = x4 = 0, by dostaé
trzeci). Czwarty wektor zostal wziety “spod duzego palucha” ale mozna sprawdzié¢ (to juz
powinnismy umiec), ze te cztery wektor tworza uklad liniowo niezalezny i moga zatem
by¢ baza. Z kolei jako baze przestrzeni R? wezZmiemy ten wektor rozpinajacy obraz ker F
i jakies dwa inne, proste wektory. Np.

2 0 0
o= |31, o= |1}, o3= 1|0
1 0 1

Znoéw tatwo sprawdzié, ze sg one liniowo niezalezne. No i teraz rozwigzanie jest na talerzu:
Trzy pierwsze wektory j maja tworzy¢ jadro, wiec musimy okresli¢é odwzorowanie F' tak,
by F(ji) =0, F(j2) =0, F(j3) = 0. (0 jest tu oczywiscie wektorem zerowym tej drugiej
przestrzeni, R?). Tu niema zadnego ruchu, zadnej dowolnosci. Z kolei wektor j4 ma nie
naleze¢ do kerF', wiec nie moze przechodzi¢ na wektor zerowy; musi on przechodzi¢ na
jakis wektor nalezacy do imF, ale ze imF’ jest podprzestrzenia jednowymiarows, to jedyne,
co mozemy zrobi¢, to zdefiniowa¢ F(j4) = a0y z jakim$ a # 0. Przez liniowosé¢ to juz
konczy konstrukcje: odwzorowanie F' spelniajace warunki jest juz catkowicie zadane. W
bazach j; przestrzeni R* i o, przestrzeni R? macierz tak skonstruowanego odwzorowania
ma postaé (por. definicje konstrukeji macierzy odwzorowania!)

0 0 01
F(O)(j) = 0 0 0 0
0 0 0 O

«‘As simple as that” powiedzieliby rodacy pana Pepysa».

Na razie jedyna dowolno$cia w konstrukcji odwzorowania F' wydaje sic wybor wspot-
czynnika «. Ale przeciez dowolnie wybraliSmy ten wektor j, dopetniajacy (ji,jz,j3) do
bazy przestrzeni R?, a takze wektory o, i 03! Jest jednak jasne (powinno by¢!) ze od wy-
boru wektoréw o, i 03 odwzorowanie nie zalezy: one tylko rozpinaja w R3 podprzestrzen
dopelniajaca imF do calej R3, ale zaden wektor z R* na nie nie przechodzi. No ale co z
wyborem tego wektora j47

Jesli postuzymy sie kowektorami, to mozemy jadro kerF' zada¢ warunkiem, ze naleza
doni wszystkie wektory z R*) na ktorych zero daje kowektor [1,—1,6,2] € R;. (To jest
oczywiste). Wykorzystujac ten kowektor, no i przyswoiwszy sobie odpowiednie strony z
mojego skryptu, widzimy, ze mozna odwzorowanie F', jako element wektorowej przestrzeni
R3 ® R} zada¢ wzorem

F=a ®[1, -1, 6, 2],

_ W N

I teraz widaé¢, ze jedyna dowolnoscia jest tylko wybor wspotczynnika o # 0. W thuma-
czeniu na macierz zapisana w kanonicznych zero-jedynkowych bazach przestrzeni R* i R3

27Zdanie wyjete z “Dziennika pisanego noca” Herlinga-Grudziriskiego.

62



(wykorzystujemy to, ze w tych bazach sktadowe kazdego wektora sa rowne odpowiednim
pieterkom tegoz wektora zZywego) miatoby ono postac

2 =2 12 4
F(e)(e) =« 3 =3 12 6
1 -2 6 2

Co wiec zatem z ta dowolnoscia wektora j,7 Wezmy zatem jako ten wektor

Ja

QO o

Trzeba oczywiscie zazadaé, zeby byt on liniowo niezalezny od ji, jo i js, ale to proste: ma
on nie naleze¢ do jadra, wiec warunkiem jego liniowej niezaleznosci od wektoréw rozpina-
jacych jadro jest, by a — b+ 6¢+ 2d # 0 (zaraz nam to “w praniu” i tak wyjdzie). Wektor
ten tak jak poprzednio musi by¢ odwzorowywany w imF', tj. F'(j;) = a0y z jakim$ a # 0.
Niezaleznie od wartosci a, b, ¢ i d (byle spelniajacych powyzszy warunek) macierz Fio)(;)
ma taka sama postac jaka juz wypisalismy wyzej (znéw konstrukecja macierzy odwzorowa-
nia w danych bazach sie ktania). Zobaczmy teraz jak przy takim najogolniejszym wyborze
Ja bedzie wyglada¢ macierz Fle).) odwzorowania F' w bazach kanonicznych. Oczywiscie
Feye) = Blewo) " Flo)g) * Rjeey co daje

1 Ti2 T3 T4

2 0 0 00 0 1 . ! ' ’
Feoe=al|3 1 0 00 0 0 21 T2 T23 T2
1 0 1 00 0 0 31 T32 T33 T34
41 T4 T43 Ty4

T41 T42 T4z T44

200 0 0 0 0

=al|l3 1 0
101/ 2 0 00
0 0 0 0

(Wida¢ ze gdyby wybra¢ inne wektory oy i 03, co spowodowato by, ze w macierzy Rcc.o)
kolumny druga i trzecia by byly inne, to i tak po wymnozeniu tych macierzy by wyszta
taka sama macierz F.).) - to potwierdza to, co wyzej zostalo powiedziane na temat nie-
zaleznosci F' od wyboru og 1 03). Wida¢ wiec, ze trzeba wyrazi¢ wektory bazy kanonicznej
e;, i =1,2,3,4 przez wektory j;. Wtlasciwie to potrzebne sa tylko ostatnie wspotczynniki
(przy ja, bo to one, jako 741, etc. wchodza w macierz Fie))), ale i tak musimy wypisa¢
caty uktad réwnan:

h= e+ ey,
Jjo=—06e; +e3,
3= 2e + ey,

j4: &61+b62+063+de4.
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Zeby te zwiazki sprawnie odwrocié, z pomocg pierwszych trzech eliminujemy z czwartego
wektor ey, e3 i e4, co da

1
a—b+6¢c+2d

e (=bj1 —cja —djs +ja) -

Wida¢, ze zwiazki daje sie odwrocié, jesli a — b+ 6¢ + 2d # 0. (czyli, wyszto w praniu, to
co miato wyjs¢). Dalej juz prosto: z pierwszego e; = j; — €1, z drugiego e3 = jo +6€1 1z
trzeciego e4 = j3 + 2e;. Razem daje to

“= a—b+16c+2d (=bJu = e = dls +31) -

€2 = ————— (0 60+ 20) 1 + e+ djs — )

o5 = a_b+16c+2d(—6bj1+(a—b+2d)j2—dj3+6j4),
e, = a_b+16c+2d(—2bj1—20j2+(a—b+6c)j3+2j4) .

Mozna stad odczytac, ze potrzebne wspotezynniki macierzy R ) zmiany bazy sg réwne
T4 = 1/(@ — b+ 6¢ + 2d), T4 = —1/(CL — b+ 6c + 2d), T43 = 6/(@ — b+60+2d>,
ras = 2/(a — b+ 6¢c + 2d). Po wymnozeniu wyjdzie wiec ta sama macierz Fie).), jaka
otrzymalismy metoda kowektorows.

Zadanie 4.9: Najpierw trzeba ustali¢ jakie sa wymiary podprzestrzeni kerF' i podprze-
strzeni imF'. Wystarczy tylko jednej, bo dim(ker F')+dim(imF') =dimV = 4. Aby znalez¢
jakie$ wektory nalezace do kerF' rozwigzujemy uktadzik réwnan wynikajacy z rozpisania
na skladowe w bazie e; rownania F'(j) = 0:

—3r1 +Tr9+3x3— x4=0,
T1 — DT9 — 213 =0,
Sri 4+ Txg + 223+ 4x4 =0,

—9x1+ X9+ x3—314=0.

Gaussujemy: wykorzystujac drugie eliminujemy z; z pozostatych, ktére po tej operacji
dadza uktad

—81’2 — 3!13'3 — X4 :O,
325(72 + 125(73 + 45(74 = O,
—241172 - 9LU3 - 3LU4 =0.
Teraz juz widaé, ze trzy otrzymane réwnania sa w istocie jednym i tym samym na trzy

niewiadome. Rozwigzaé¢ niezaleznych musi byé wiec dwa. Jako ich niezerowe rozwigzania
mozna wzia¢ x4 = 8, 3 = 0, x9 = —1 1 wtedy z tego drugiego, co bylo wykorzystane przy
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Gaussowaniu, vy = —5 oraz x4 = 3, r3 = —1, x5 = 0, r; = —2. Zatem w bazie e; jadro
rozpinaja wektory

j1:591+82—884, j2:2€1—|—eg—384.

Poza tym dim(kerF') = 2. Uzyskane rozwiazanie na x-y oznacza tez, ze z traktowanych
jak cztery wektorki z R* kolumn C; macierzy F{.).) tylko dwa sg liniowo niezalezne, bo
5C;+Cy,—8C4,=0i2C; +C3—-3C, =0. Zatem jako liniowo niezalezne mozemy
wziaé np. C; i C4. Zatem jako baze podprzestrzeni imF', ktorej wymiar tez jest réwny
2, mozemy wybraé¢ wektorki powstate z tych dwu liniowo niezaleznych kolumn:

01:3e1—e2—5e3+5e4, 02261—463+3e4.

Teraz musimy zapytac, czy wszystkie cztery wektory ji, jo, 01 1 02 sa liniowo niezalezne.
Jesli sa, to imFrkerF = {0} i oczywiscie bazy tych dwu podprzestrzeni musza by¢ roz-
taczne (wtedy imF+ker F' =imF@kerF' = V). Ale jesli dim(imFrkerF') # 0, to polecenie
ma sens. Zapytajmy wiec, czy rowaninie

Aji+Ajo+ X301 + A0, =0,

ma jakie$ nietrywialne rozwiazanie. Po rozpisaniu na sktadowe w bazie e; daje to uktadzik
réwnarn

5A 420 + 30+ A =0,
A\ W =0,
Ay —BAg — 4\ =0,

—8\1 — 33X+ 53+ 3\ =0.

po wyGaussowaniu A; z pomoca drugiego réwnania z pozostatych réwnan, dostaje sie je
w postaci

2)\24’8)\34‘ )\4:0,
)\2—5>\3—4)\4:0,
=3 — 33+ 3\ =0.
Teraz juz tylko z pomoca srodkowego wyGaussowaé Ay z pierwszego i drugiego, i okaze

sie, ze te dwa sa tym samym réwnaniem: 183 + 9\, = 0. Zatem jest jedno nietrywialne
rozwigzanie A\y = —1, A\s =3, A3 = —11 Ay = 2. A to oznacza, iz

J1—3j2=—0;+20,.

Czyli jest wektor, ktory nalezy zaréwno do kerF', jak i do imF. (Oznacza to takze, ze
imF'+kerF nie jest suma prosta i ze imF+ker ' C V). Ito ten wektor (lub ten pomnozony
przez jakas niezerowa liczbe) trzeba wziaé jako jeden z wektorow bazy podprzestrzeni ker F’
i jako jeden z wektoréw bazy podprzestrzeni imF'. A jako pozostaly wektor bazowy kazdej
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tych podprzestrzeni trzeba wzia¢ jakikolwiek oden liniowo niezalezny wektor zbudowany
z j1 1 jo w podprzestrzeni kerF' i zbudowany z oy i 0o w podprzestrzeni imF'. Np. bazami
spetniajgcymi warunki zadania moga by¢

(j1 —3Jj2,j2)  jako baza kerF’,

(—01 + 209, 01) jako baza imF'.

Zadanie 4.10 Jako wektory nowej bazy przestrzeni V' trzeba na pewno wybraé¢ jakies
wektory rozpinajace jadro odwzorowania F' i dopetnié¢ je do bazy. Z kolei jako baze
przestrzeni W trzeba wzia¢ F-obrazy tych wektoréw dopetniajacych do bazy V' wektory
rozpinajace jadro. Znajdzmy wiec zuerst jadro. Rozwiazujemy w tym celu uktadzik
réwnan

QL O o
o O OO

czyli

a+2b—2c+3d=0,
—3a—4b+ ¢c—2d=0,
20+2b+ c— d=0.
Dodajemy do pierwszego trzykrotnosé trzeciego, odejmujemy od drugiego dwukrotnosé
trzeciego (eliminujac d) i okazuje sie, ze wychodzi na trzy wspolczynniki jedno i to samo
rownanie 7a + 8b + ¢ = 0. Zatem dim(kerF' = 2), a dwa liniowo niezalezne wektory
rozpinajace jadro mozna otrzymac biorac a = 1, b =0, ¢ = =7 (wtedy d = —=5) i a = 0,
b=1,¢c= —8 (wtedy d = —6). Zatem jako dwa wektory nowej bazy przestrzeni V
mozemy wziacé

JB3=Vi—Tv3—=5vy, Jja=v3—8v3—06vy,

(3 1 ja zamiast j; 1 jo zeby to byly ostatnie dwa wektory bazy). Teraz trzeba dokooptowaé
jakies dwa dodatkowe. Zeby byto prosto wezmy j; = v3 i jo = v4 - wtedy uktad czterech
wektorow (ji, jo, s, ja) jest liniowo niezalezny (tatwo sprawdzi¢, ze réwnanie

Atj1 + A2je + Asjs + Adja
= )\1V3 + >\2V4 + )\3(V1 — 7V3 — 5V4) + >\4(V2 — 8V3 — 6V4)
= )\3V1 + )\4V2 + ()\1 — 7)\3 — 8)\4)V3 + ()\2 - 5)\3 — 6)\4)V4 = 0,

ma tylko rozwiazanie A\; = Ay = A3 = A\; = 0). Zatem

0 0 1 0
s s s s 0 0 O 1
(J1,d2,3,34) = (V1, V2, V3, V4) 10 -7 -8 |
01 -5 -6
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A stojaca tu macierz to R(,;). Na szczedcie nie musimy jej odwracaé¢ (nie byl oby to
zreszta trudne). W nowej bazie macierzg odwzorowania F' jest macierz F{,(j) o oczywistej
(prawda, ze oczywistej?!) postaci

—92 3
Fuyg) = Fauyw) - Bpejy = | 1 =2
1 -1

o O O
o O O

Poniewaz dim(imF =dimV —dim(kerF') jest jasne, ze obraz F' jest w przestrzeni W pod-
przestrzenia dwuwymiarowa i jako baze imF' mozna wziac

ule(j):—2W1+W2+W3, UQIF(j2)23W1—2W2—W3.

Wektory te sg liniowo niezalezne?* Mozemy teraz dopetnié¢ te dwa wektory do bazy W bio-
rac np. jaki$ od nich liniowo niezalezny wektor, np. uz = w3 (znéw nietrudno sprawdzic,
ze t dobry wybor). W bazach j; oraz w; macierz odwzorowania F' ma zadang postacé

Foyg) =

|
o O =
O = O
o O O
o O O

Wynika to bezposrednio z konstrukcji macierzy w zadanych bazach - nie musimy juz nic
sprawdzac!

Zadanie 6.1: Jesli n = 2, to bezposrednio znajdujemy, ze wyznacznik jest rowny (xg —
x1)(y2 — y1). Jesli n > 3, wyznacznik jest rowny zeru: aby to zobaczy¢, wystarczy od
n-tej kolumny odja¢ n — 1-szg, a potem od n — 1-wszej odjac¢ n — 2-ga itd. W rezultacie
otrzymuje sie

1 -+ 11 1 + T1Y2 1 + T1Ys e 1 + T1Yn—1 1 —+ T1Yn
I+xoyr 14+moys 1+aoys ... 1+2oy,—1 1+ 22y,
I+x3yy 14wy, 1+a3ys ... 1+x3y,—1 1+ 23y,
T+ziyn 14+azys 14+zys oo 21(Yno1 — Yn-2) T1(Yn — Yn—1)
T4+zoyr 1+mys 14x0ys ... Zo(Yn-1 — Yn-2) Z2(Yn — Yn-1)
=|1+a3yy 14+ax3y2 l14+z3ys ... 23(Un-1—Yn-2) Z3(Un — Yn-1) |,
T4z 142y 14293 o0 Z0(Uno1 — Yn—2) To(Yn — Yn-1)

skad juz widac, ze n-ta i n — 1-sza kolumna sg do siebie nawzajem proporcjonalne, wiec
wyznacznik znika.

24Ty widaé¢ to goltym okiem; w ogélnosci obrazy kilku liniowo niezaleznych wektoréw nie musza byé
liniowo niezalezne (zob. zadanie 33 w skrypcie) ale tak sie moze zdarzy¢ tylko wtedy, gdy kombinacja
liniowa tych liniowo niezaleznych wektorow (ktorych obrazy sa liniowo zalezne) jest wektorem naleza-
cym do kerF’; poniewaz tu wektory rozpinajace kerF' sa wziete jako baza V', zadna kombinacja liniowa
pozostalych wektoréw bazy V' nie moze da’c wektora z kerF'.
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Zadanie 6.2: Wyznaczniki macierzy 2 x 2 sa rowne kolejno: 3, |21|> + |22[%, 11 2isin(a —
B). Nastepne szes¢ wyznacznikow obliczamy metoda “po skosach” i dostajemy: 33, —4,
(c—=b)a*+ (a — c)b* + (b—a)c?, 1, a+ 6i, 22(x + 3a).

Wyznaczniki macierzy 4 x 4 trzeba z pomoca operacji nie zmieniajacych ich wartosci
sprowadzi¢ do postaci, do ktérej mozna juz bedzie tatwo bezposrednio zastosowaé regute
reprezentantéw. Zacznijmy od pierwszego:

1 1 2 1 0o 0 0 1] o 0o o0 1
0 -1 3 0| |0 -1 3 0] |0 -1 3 0
~4 0 2 0| |-4 0 2 0l |0 0 =6 0
1 0 -2 0 1 0 -2 0/ [1 0 -2 0

W pierwszym kroku, ostatnia kolumna zostala odjeta od kazdej z trzech pierwszych, a
w drugim czwarty wiersz pomnozony przez 4 zostal dodany do trzeciego. Pozostaje 1/2
trzeciego wiersza dodac¢ do drugiego, a 1/3 trzeciego wiersza odjac¢ od czwartego, by dostaé¢

0 0 o0 1
0 -1 0 0__¢
0 0 —6 0
1 0 0 0

bo wystarczy tylko zamieni¢ miejscami pierwsza i ostatnia kolumne, by dosta¢ macierz
diagonalng. Drugi wyznacznik

1 0 0 1
0 -1 3 0
3 0 —4 3|’
1 0 0 1

jest rowny zeru, bo ma pierwsza i ostatnia kolumne (albo: pierwszy i ostatni wiersz)
identyczne. Nastepny wyznacznik ma w sobie liczby zespolone. Ale to nic. Po prostu
dozwolona operacja jest dodawanie do kolumny (wiersza) kombinacji liniowej pozostatych
kolumn (wierszy) z zespolonymi wspolczynnikami. No i wynik tez moze by¢ zespolony.
Zatem trzeci wyzncznik

l 0o 2 0 ¢t 0 2 0 { 0 2 0
{ 1 3 0] _ {01 1 0 | O 1 1 0
2—4 0 4+2 1| [0 0 O 1| | O 0 O 1}
1 0o 2 0 1 0 2 0 1—2 0 0 O

W pierwszym kroku pierwszy wiersz zostal odjety od drugiego, a potem ostatnia kolumna
zostala uzyta do wyzerowania trzecich pieter wszystkich poprzednich kolumn. W drugim
kroku od ostatniego wiersza zostal odjety pierwszy. Nastepnie, po odjeciu od trzeciej
kolumny drugiej dostaje sie

i 0 2 0
0 1.0 0 ,
0 0 0 1| 272
1—4 0 0 0
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bo wystarczy uzy¢ trzeciej kolumny do wyzerowania elementu 11, by potem, po zamienie-
niu miejscami najpierw pierwszej kolumny z trzecig a potem trzeciej z ostatnia, sprowadzi¢
macierz do postaci diagonalnej. Ostatni wyznacznik 4 x 4

i - 20 i =i 20 i =i 20

L+i =2 4 0| _|l+é =2 4 0| _|1—i 0 0 0|_,

2—i 0 i+2 1 0 0 01 0 0 0 1|
1 - 2 0 1 —i 20| |[1—=i 0 0 0

W pierwszym kroku ostatnia kolumna zostata uzyta do wyzerowania trzecich picter wszyst-
kich poprzednich kolumn, a w drugim kroku pierwszy wiersz zostal uzyty do wyzerowania
trzech ostatnich miejsc w wierszu drugim i ostatnim. Wychodzi zero, bo po tej operacji
dwa wiersze (drugi i ostatni) sa identyczne.

Teraz wyznacznik macierzy 5 X 5.

11 1 11 100 0 O 10 0 0 O
1 2 2 2 2 1 1 1 11 01 1 1 1
1 2 3 3 3|=112 2 2/=|01 2 2 2.
1 2 3 4 4 11 2 3 3 01 2 3 3
1 2 3 4 5 11 2 3 4 01 2 3 4

W pierwszym kroku pierwsza kolumna zostata odjeta od wszystkich pozostatych, a w dru-
gim kroku pierwszy wiersz zostal wykorzystany do wyzerowiania calej pierwszej kolumny
z wyjatkiem jej pierwszego pietra. Te sama operacje powtarzamy nastepnie na bloku 4 x 4
zajmujacym prawy dolny rég, potem na bloku 3 x 3, itd. Dostajemy w konicu wuznacz-
nik macierzy diagonalnej z jedynkami na diagonali. Wyznacznik jest zatem réwny zeru.
Ostatni, najbardziej rzerazajacy wyznacznik:

0 19 2v -2t —-19 9 19 0 0 0 0 19
3 10 -6 6 9 3 6 19 0 0 19 6
2 4 =10 9 4 21 10 0O —-19 19 0 0
2 4 9 -—-10 4 21 |2 4 9 -—-10 4 2
3 9 6 -6 10 3 3 9 6 -6 10 3
9 -19 =27 27 19 10 9 -19 =27 27 19 10

Najpierw do pierwszego wiersza zostal dodany ostatni, do drugiego przedostatni, a od
trzeciego odjety czwarty. Juz troche zer powstato. Nastepnie od ostaniej kolumny odej-
mujemy pierwsza, a do czwartej dodajemy trzecia, co da

19 0 0 0 0 0 19 0 0 0 0 0
6 19 0 0 19 0 6 19 0 0 19 0
0 o -19 0o 0 O0f (0 O =19 0 0 O
2 4 9 -1 4 0] |0 O 0 -1 0 0}
3 9 6 0 10 O 3 9 6 0 10 O
9 —-19 -2t 0 19 1 0 0 0 0 0 1
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W drugim kroku —1 w czwartej kolumnie i 1 w ostatniej zostaly uzyte do wyzerowania
wszystkich pozostatych elementéw czwartego i ostatniego wiersza. Teraz 19 z pierwszego
wiersza wyzyskujemy do wyzerowania pierwszych elementéw pozostatych wierszy, a druga
kolumne odejmujemy od przedostatniej i mamy

19 0 0 0 00

019 0 0 0 0

0 0 =19 0 0 0| , .5

0 0 0 1 0 o =19=0859,
0 9 6 0 10

00 0 0 01

bo pozostate poza diagonala elementy tez mozna wyzerowaé¢. Diabel nie byt taki straszny.

Zadanie 6.3: Pierwszy wyznacznik jest ilustracja tego ze cierpliwie mozna zawsze wy-
Gaussowaé wyznacznik do postaci dolno- lub gérno-trojkatnej. Jedyny problem to taki, ze
w ogolnosci jakis straszne utamki sie by pojawiaty, a dla przejrzystosci (czyli zeby sie nie
araza¢ na bledy) lepiej tak manewrowaé, zeby strasznych utamkéw nie byto. Tu mozna
tak (moze jest szybszy sposob, ale taki mi sie nawinal): najpierw, zeby sie pozby¢ tych
tysiecy, odejmijmy ostatni wiersz od pierwszych trzech, a nastepnie pierwsza kolumne od
pozostatych trzech. Dostanie sie wtedy

1001 1002 1003 1004 0 2 5 5
1002 1003 1001 1002f | O 2 2 2
1001 1001 1001 999 0 1 3 0
1001 1000 998 999 1001 -1 -3 -2

Teraz mozna uzywajac trzeciego wiersza wyzerowaé trzy pozostate pieterka drugiej ko-
lumny. To da

0 0 -1 5 0O 0 -1 5 0 0 -1 0

1P 0o -4 2y |1 0 0 -18, [ 1 0 0 -18

o 1 3 0 0 1 0 0 = 0 1 0 0
1001 0 0 -2 1001 0 0 =2 1001 0 0 =2

W drugim kroku wykorzystujac druga kolumne wyzerowaliSmy trojke w trzeciej i odej-
mujac cztery razy pierwszy wiersz od drugiego, wyzerowaliSmy —4. W trzecim kroku
wyzerowana zostala pigtka w prawym gérnym rogu. To juz prawie koniec: Nalezy teraz
do ostatniej kolumny doda¢ 18 razy pierwsza i poprzestawia¢ kolumny:

0 0 -1 0 -1 0 0 0
1 0 0 0 0 1 0 0
0 1 0 0 |~ |0 0 1 0 = —18016,
1001 0 0 18016 0 1001 O 18016

bo powstata macierz dolnotrojkatna, ktérej wyznacznik jets réwny iloczynowi liczb na
diagonali.

70



Drugi wyznacznik jest prostszy: wystarczy dodaé pierwszy wiersz do pozostatych, by
dosta¢ macierz goérnotrojkatna:

1 2 3 4 n 1 2 3 4 n
1 0 3 4 n 0 2 5 8 on
1 -2 0 4 n| |0 0 3 8 on|
1 -2 -3 0 nl=lo 0o o0 4 on| ="
1 —2 -3 —4 ... 0 O 0 0 0 .. n

Zadanie 6.4: Juz tylko same wyniki. a) 13, 1 (bo to macierz obrotu o kat 7/3, a
macierze obrotu majg wyznacznik 1), 11, —22 ) 4, 109, —10. . ¢) 1060, 98, 14.

Zadanie 6.5: No to robimy C; — C; — Cs, 7 = 2, 3, 4:

0 1 1 1 1 0O 0 O 0 1 0O o0 0 0 1
-1 0 1 1 1 -1 -1 0 0 1 -1 -1 0 0 O
-1 -1 0 1 1f={-1 -2 -1 0O 1|=|-1 -2 -1 O Of.
-1 -1 -1 0 1 -1 -2 -2 -1 1 -1 -2 -2 -1 0
-1 -1 -1 -1 0 -1 -1 -1 -1 0 -1 -1 -1 -1 0

Ostatnia postaé bierze sie z odjecia pierwszego wiersza od trzech nastepnych. I teraz mamy
juz do obrébki macierz 4 x 4 w istocie. To odejmujemy ostatni wiersz od przedostatniego

0 0 0 0 1 0O o0 0 0 1
-1 -1 0 0 O -1 -1 0 0 0
-1 -2 -1 0 O0j=|-1 -2 -1 0 0.
0o -1 -1 0 0 o -1 -1 0 0
-1 -1 -1 -1 0 0o o0 0 -1 0

W drugim kroku wykorzystana zostala czwarta kolumna (bo piata to sie zle kojarzy) by
wyzerowac reszte ostatniego wiersza. No i teraz juz widaé, ze pierwsza kolumna to jest
druga minus trzecia, wiecc wyznacznik jest réwny zeru. Jak sie napisze uklad réwnan
21C1 + 29C5 + 23C3 + 24C4 + 25C5 = 0 i sprawnie go wyGaussuje, to sie znajdzie, ze
C1—Cy+C;5—-C,+C;5 = 0, wiec tylko jedna kolumna jest liniowa kombinacja pozostatych
(co zreszta wyszto wyzej z tych manipulacji wyznacznikowych). Zatem rzad macierzy jest
rowny 4.

Drugi wyznacznik jest réowny 6. Zatem rzad tej macierzy jest maksymalny, tj. rowny
(przypadkiem tez) 6.

Zadanie 6.5’: A to jest po prostu wyznacznik Vandermonde’a z x1 = 1, o = 2, az do
Tni1 =n+ 1, czyli V1. Pamictamy, ze

n+1

Vn+1 = H(xk - ZIZ'[) 5

k>l
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wiec tu mamy

(1) —nll(n+1)—(n—=1)]...[(n+1) = Un—(n—1)]...[n—1]...[2— 1] = []@).

=1

Zadanie 6.6: Tylko odpowiedzi, bo to tepe rachowanie: x =0,y = 1, 2 = 2 w pierwszym
przyktadzie i x1 = —1, 2o =0, x3 = 1, x4 = 2 w drugim.

Zadanie 6.7: Wyznacznik macierzy M; jest rowny zeru. Macierz ta nie ma wiec odwrot-
nej (i nie moze zatem by¢ macierza zmiany bazy). Jest to tzw. macierz osobliwa.

Druga macierz juz taka wredna nie jest: detM, = 27. Zatem liczymy dopelnienia
algebraiczne (pamietamy o znakach + !) i wstawiamy je przetransponowane. Napiszmy
to w pelnej krasie:

5 6 123 2 3
8 0 8 0 5 6 48 94 3
M‘l—i |4 6 1 3 31 9 _921 6
Y 700 |70 T I I A N
4 5 |12 1 2
7 8 7 8 4 5
Sprawdzamy (zawsze trzeba sprawdzic!)
1 (16 8 —1 1 2 3 1 0 0
Mgl-z\@:§ 4 -7 2 4 5 6|=10 10
-1 2 -1 7 8 0 0 0 1
No, jest ok.
Analogicznie z macierza Ms. Jej wyznacznik jest rowny —4. Zatem
‘3 ~1 _'2 —1‘ 2 —1'
1 2 1 2 3 -1
7T =5 1
1 7 -1 3 -1 3 -1 1
-1 _ =+ _ . _ _ . o
M= ‘10 2‘ '10 2' '7 —1‘ 4 _gg 12 _g
7 3 132 3 2
10 1 10 1 7 3

Jak zwykle sprawdzamy (przekreciliémy znaki w w macierzy M; ' piszac jednoczesnie 1/4
zamiast —1/4):

L7 5 -1 3 2 -1 1
M?’_l'M3:Z 24 —16 4 73 -1]=10
23 —17 5 10 1 2 0

o = O
_ o O
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Zgadza sie, cho¢ macierz M; ' wyglada wrednie! No to jeszcze sprawdzmy rozwigzanie
poprzedniego zadania: rowanie miato postac

3 2 -1 T 0
7T 3 -1 yl=11],
10 1 2 z 5

wiec jego rozwigzaniem powinno by¢

x 1 -7 5 -1 0 0
v =1 24 —16 4 1]1=11
z 23 =17 5 3 2

I rzeczywiscie to jest to, co juz byto podane w rozwigzaniu poprzedniego zadania.

Teraz odwracamy macierz A;. Bedziemy sprytni i nie bedziemy oblicza¢ wyznacznika
macierzy A; bo co sie meczy¢ z wyznacznikiem macierzy 4 x 4. Znajdziemy wiec macierz
A7' z dokladnogcia do stalej mnozacej ja jako calosé i staly te wyznaczymy zadajac aby
A7t Ap = I. Oczywiscie jesli nie obliczymy wyzacznika macierzy A, to nie wiemy, czy
macierz jest odwracalna. Zobaczmy wiec najpierw na przykladzie macierzy M, ktora jak
juz wiemy, nie jest odwracalna, jak to wtedy wyglada, tzn. co w takim podejsciu jest
sygnaltem, ze macierz jest nieodwracalna. Zatem probujemy napisa¢ (od razu korzystamy
z tego, ze macierz M; rézni sie od M tylko o jeden element wiec cze$¢ dopetnienn alge-
braicznych jest taka sama: cala ostatnia kolumng i ostatni wiersz mozemy wziaé¢ z tego,
co byto juz wezesniej, a w pozostatych zera zastapi¢ dziewiatkami i juz)

5 6 2 3 2 3
8 9 8 O 5 6
4 6 1 3 1 3 -3 6 =3
Const. | — — = Const. 6 —-12 6
R EE I P [
4 5 1 2 1 2
7 8 |78 4 5

Wyglada nawet prosciej. Teraz probujemy wymusi¢, by (od razu zastapmy Const. przez
Const/3 bedzie prosciej sie liczyto)

-1 2 -1 1 2 3 1 0 0
Const. 2 -4 2 4 5 6]=10 10
-1 2 -1 7 8 9 0 0 1

Wida¢ jednak od razu, ze si¢ nie da: wiersze macierzy z lewej strony sa do siebie pro-
porcjanalne, wiec jak przelecimy przez nie pierwszg kolumnag macierzy z prawej, to jesli
wyjdzie co$ niezerowego w lewym gornym rogu (co przez dobor Const. moznaby spro-
wadzi¢ do 1), to w calej pierwszej kolumnie, bedziemy mie¢ co$ niezerowego, zamiast zer
ponizej jedynki.
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No to teraz stosujemy ten sposéb do znalezienia macierzy A;".

1 0 0 0 0 -1 0 0 -1 0 0 -1
-1 1 0 —|-1 1 0 1 0 0 -1 0 O
0 -1 0 0 -1 0 0 -1 0 -1 1 0
-1 0 0 1 0 -1 1 0 -1 1 0 -1
-1 0 1 0 0 1 0 —-|1-1 0 0 -1 0 0
AT o 0 -1 0 0 -1 O 0 -1 0 0 1 0
! -1 1 0 1 0 -1 1 0 -1 1 0 -1
0 -1 0 -0 =1 0 -1 1 0 —|-1 1 0
0O 0 0 0 0 0 0 0 -1 0
-1 1 0 10 0 1 0 O 1 0 O
-0 -1 1 0 -1 1 —|-1 1 0 -1 1 0
0o 0 -1 0 0 -1 0 0 -1 0 -1 1

Uff. meczace to bylo. No to jeszcze poobliczadc te wyznaczniki i po obliczeniu przysta-
wiamy do macierzy A; i wymnazamy:

0 1 1 1 1 0 0 -1 1 0 0 0
1 - 0 0 1 1 -11 0 O] (01 00
Ar-Ar=Const {5 g g 1l o -1 1 o | o010
1 1 1 1 0O 0 -1 0 0 0 0 1
Widag¢, ze jak sie potozy Const.= —1 to bedzie ok. Zatem

0o -1 -1 -1

4 10 0 -1 -1

A= o 0 0 -1

-1 -1 -1 -1

W analogiczny sposéb mozemy znalezé¢ A,
1 -1 -1 -1
111 1 -1 -1
-1 _
=gl 1 1 4
1 1 1 1
Nalezy oczywiscie sprawdzic:
1 -1 -1 -1 1 0 0 1 1 0 0 O
111 1 -1 -1 -1 1 0 0 01 0 0
-1 _ - —

AAd=gl 1 1 4 0 -1 1 0 00 1 0
1 1 1 1 0o 0 -1 1 0 0 0 1

Zgadza sie. To jeszcze rozwigzanie uktadu

1 0 0 1 T 1
-1 1 0 O T 1
0 -1 1 O T3 1]’
0 0 -1 1 T4 1
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powinno by¢ dane przez

T 1 -1 -1 -1 1 -1
| o 1f1 1 -1 -1 1] [ o
| 211 1 1 =1 1] 11|
T4 1 1 1 1 1 2

i rzeczywiscie jest to to samo, co podano w rozwiazaniu poprzedniego zadania.
No i jeszcze macierz C: det C' = —2 (liczymy po skosach, jak gdyby nigdy nic). Zatem

10 i 14 i 141
0 1 0 1 1 0 . . -
L1 i 0 1 1+ 1 144 1 . Tt
C=gl i1 =i | T=ioo || T2 b Th e
i B 1 ; 1 —142 142 0
1—i 0 1—i 0 —i 1
Sprawdzamy:
) 1 —i  —1—i 1 i 141 1 00
C—1~C:—5 i -1 1—3 —i 1 0 =10 1 0
—1+i 144 0 1—i 0 1 00 1
Jest ok.

Zadanie 6.8: Ustawmy wszystkie wektory na sztorc w jedna macierz: (ale postawmy
piaty, co ma najwiecej zer na przedzie)

0o 3 2 -1 2 1
0 4 1 0 -3 2
A= 1 2 -1 -2 1 =3
-1 3 1 3 -9 6
2 3 -1 =5 7 =7

Rzad macierzy to maksymalna liczba niezaleznych jego kolumn. Ale rzad “kolumnowy”
jest taki sam jak “wierszowy” (maksymalna liczba liniowo niezaleznych wierszy trakto-
wanych jak wektory z R®). Tu nam to méwi (co i tak wiemy z tego, ze wymiar R jest
rowny 5, czyli Zze kazda baza R® ma 5 wektoréw i wiecej ich liniowo niezaleznych byé¢ w
R nie moze) ze r(A) < 5. No ale mozeby¢ mniejszy niz 5 i to wlasnie mamy zbada¢. Jak
wezmiemy minor stopnia 3 z lewego goérnego rogu

0 3 2

0 4 1|=41-3-8=-5#0,

1 2 -1
to widzimy, ze rzad macierzy jest nie mniejszy niz 3. Mozna by tez sprobowaé¢ wyjac z
niej jaki§ minor stopnia 5 i zobaczy¢, czy jest zero.?> Jak by nie byt zerowy to odpowiedz

25Minor to jest z definicji od razu wyznacznik kwadratowej podmacierzy wyjetej z badanej macierzy.
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by byta od razu (r(A) = 5 w takim przypadku) ale jesli wyjdzie zero, to dalej nic nie
bedziemy wiedzie¢ (jest 6 roznych minoréw stopnia 5 i kt’orys by mogt nie byé¢ zerowy;
ale obliczaé sze$¢ wyznacznikow 5 x 57 brr...). Zatem trzeba najpierw troche popracowaé
tj. wykona¢ na macierzy kilka operacji, ktére nie zmieniaja jej rzeedu. Np z pomoca
pierwszej jej kolumny - po to ten wektor daliSmy na przéd - wyzerujmy reszte trzeciego
pietra:

o 3 2 -1 2 1 0 5 2 1 -8 3
0o 4 1 0 =3 2 0 51 1 -8 3
A— | 1 o o0 0o o O0]|-—1] 1 000 0 O
-1 5 0 1 -8 3 -1 5 01 -8 3
2 -1 1 -1 5 -1 2 010 0 O

W drugim kroku wykorzystaliSmy trzecia kolumne zeby w drugiej, czwartej, piatej i szo6-
stej wyzerowaé ostatnie pieterko. I wlasciwie to juz: wyszly az cztery kolumny (druga,
czwarta, piata i szosta) parami proporcjonalne jedna do drugiej wiec tylko jedna z nich
moze by¢ niezalezna: ustawmy je wszystkie z prawej strony

0 21 -8 3 5

0 1 1 -8 3 5
1 00 0 0 0],
-1 01 -8 3 5
2 10 0 00

i zobaczmy (dla samokontroli oczywiscie!) czy z pierwszych trzech kolumn da sie wyjac
niezerowy minor stopnia 3 (musi sie da¢, chyba ze sie gdzies pomylilismy). No da sie:
znéw ten w lewym goérnym rogu jest niezerowy, ale i ten wlewym dolnym tez. Zatem
r(A) = 3, czyli tylko trzy wektory z szesciu sa liniowo niezalezne.

Zadanie 6.9: Zapisujemy uktad w postaci macierzowej (zeby bylo czyetlniej)

1 1 1 T 6
1 1 1 | =[0],
1 -1 1 T3 2

i sprawdzamy wyznacznik macierzy uktadu: liczac po skosach detA =1+1+1—-1—
(=1) — (—1) =4 # 0. Zatem uklad ma rozwiazanie i jest ono jednoznaczne, bo macierz,
A jest odwracalna. Teraz zaprzegamy kramersieta:

T L S

= 9o g _11 1 :Z(6+2_2+6>:3’
1 16 1)

T2 = —11 g 1 21(6—2—2+6):2,
1 11 6|

Ty = —1 _11 (2) :Z(2+6—6+6):1.
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Oczywiscie dla kontroli wstawiamy te otrzymane z-y do perwotnych réwnan: 34+2+1 = 6,
—34+2+1=013—-241=2. Zgadza sie.

Drugi uktadzik rozwiazujemy tak samo, bo tez wyznacznik macierzy nie znika (tez jest
rowny 4). Znajdujemy: y; = 0, yo = —3, y3 = 6.

A w trzecim przykltadzie wyznacznik macierzy uktadu znika:

2
—-1|=0.
0

detA =

_= o N
)

Kramersieta wiec tego uktasdu nie ugryza (kramersieta to sa takie malte szczenieta i cza-
sem co§ pogryza, ale musi by¢ nie za twarde) i z faktu, ze detA = 0 nie wynika jeszcze,
ze rozwigzanie nie istnieje, tylko to, ze tak sie nie rozwiaze. Tu jednak jak sie od trze-
ciego rownania odejmie pierwsze, to dostanie sie 2z5 — 223 = 4, co w potaczeniu z drugim
29 — 23 = 3 uwidacznia, ze uktad jest sprzeczny, czyli rozwigzanie nie istnieje. Ale gdyby
zmieni¢ liczby po prawej stronie wyjsciowych eéwnan z (3, 3, 2) na np. (6, —2, 2) to po
odjeciu pierwszego od trzeciego otrzymaliby$my réownanie dublujece drugie (tzn. propor-
cjonalne do drugiego) i rozwiazanie by istnialo i to nawet nieskonczenie wiele rozwiazan!.
Morat wiec jest taki, ze o tym, czy kwamersieta sa przydatne, decyduje wylacznie postaé
lewych stron réwnan uktadu (czyli macierz A uktadu) ale o tym, czy rozwiazanie istnieje
i czy jest jednoznaczne decyduje poltaczenie lewych i prawych stron réwnan.

Zadanie 6.10: Kazdy kto na mechanice rozpatrywal uklad czterech mas na proste;
potaczonych sprezynkami i taki, ze dwie skrajne sprezynki sa przyczepione do $Scianek,
rozumie, ze taki uktad nie ma modu translacyjnego i wobec tego macierz ta musi mieé¢
niezerowy wyznacznik,? czyli rzad rowny 4. No ale jak kogo$ ten argument nie przekonuje,
a nie moze akurat uzyé Mathematici zeby sobie utatwi¢?” obliczanie wyznacznika 4 x 4,
to jedziemy systematycznie: dodajemy % pierwszej kolumny do drugiej

2 -1 0 0 2 0 0 0 2 0 0 0
-1 2 -1 0| _ f-1 § -1 o 5 -1 0
0 -1 2 -1 0 -1 2 -1 0 -1 2 -1
0 0 -1 2 0o 0 -1 2 0 0 -1 2

W drugim kroku jeszcze wyzerowaliSmy wszystko w dot w pierwszej kolumnie dodajac
do nastepnych odpowiednie ilosci pierwszego wiersza. No i teraz z Laplace’a by mozna
wyznacznik obliczy¢, i zobaczy¢, ze nie znika, ale dodajmy jeszcze % drugiej kolumny do

26Pamietam, jak na algebrze, gdy bylem studentem pierwszego roku, prof. K. Napiérkowski powie-
dzial cos$ co mi sie wtedy wydalo fascynujece: mianowicie, ze wartosci wlasne macierzy - bedziemy o tym
moéwié - czyli widmo macierzy, albo operatora liniowego, ma co$ wspo6lnego z widmem atomu wodoru.
Chodzi o to zeby w tej matematyce jednak zawsze widzie¢ fizyke!

2TChociaz tu, to laplasowawanie by byto szybkie, bo jest sporo zer.
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trzeciej

2 0 0 0 2.0 0 0
0o 2 0 0 02 0 0
0 -1 4 —1] 7lo0 & —1
0 0 -1 2 00 -1 2

Znéw w drugim kroku wyzerowalismy wszystko w dot w drugiej kolumnie dodajac od-
powiednie ilosci drugiego wiersza. No i teraz juz niema watpliwosci, ze wyznacznik nie
znika, czyli rzad macierzy jest réwny 4.

Teraz druga macierz. Znéw dla wygody przestawmy ostatnia kolumne na poczatek i
odejmijmy ja od pozostatych w takiej proporcji, by wyzerowac reszte pierwszego wiersza

12 2 1 2 10 0 0 O 1 0 O 0 0
11 1 1 2 1 -1 -1 0 O 0 -1 -1 0 0
112 2 2] —11 -1 0 1 0Ol —1]0 =1 0 1 0
11 2 1 1 1 -1 0 0 -1 0 -1 0 0 -1
21 2 1 2 2 -3 -2 -1 =2 0 -3 -2 -1 =2

Jak zawsze w drugim kroku wyzerowaliémy pierwsza kolumne w dét. No to poprzesta-
wiajmy wiersze: niech czwarty pojdzie jako drugi i uzyjmy ostatniej kolumny, by wyze-
rowaé reszte drugiego wiersza:

10 0 0 O 10 0 0 O 1 0 0 0 O
0o -1 0 0 -1 o 0 0o 0 -1 o 0 0 0 -1
0O -1 -1 0 0 . 0O -1 -1 0 O _ 0O -1 -1 0 0
0 -1 0 1 0 0 -1 O 1 0 0 -1 O 1 0
0o -1 0 0 -1 o o0 o0 0 -1 o o0 o0 0 0
0 -3 -2 -1 =2 0o -1 -2 -1 =2 0o -1 -2 -1 0

I jeszcze wyzerowalidmy co sie dalo w ostatniej kolumnie. Pierwsza i ostatnia kolumna sg
juz liniowo niezalezne, a jak sie czujnie popatrzy, to widaé, ze trzecia minus czwarta daje
druga. Czyli razem cztery kolumny sa liniowo niezalezne i rzad macierzy jest réwny 4.

Zadanie 7.1: Pierwszy uktad jest uktadem czterech rownan na trzy niewiadome. Inaczej:
probujemy wyrazié wektor z R? stojacy po prawej stronie jako kombinacje liniows trzech
wektorow stojacych po lewej (x1, xo, x3 mialty by byé¢ wspotczynnikami tej kombinacji
liniowej). Rzad r(A) macierzy A uktadu jest z pewnoscia nie wyzszy niz 3, a rzad macierzy
rozszerzonej A% moze w ogélnosci byé¢ réwny r(A) + 1, czyli az 4. Gdyby byl rowny
r(A) + 1, rozwiazanie by nie istnialo. Rzad macierzy A sprawdzamy wyjmujac z niej po
prostu jaki$ minor stopnia 3:

2 5 =8 2 3 2
4 3 -9|=]4 -1 -3|=-14#0,
2 3 =5 2 1 1



(zeby sie tatwiej go obliczalo najpierw do ostatniej kolumny dodaliémy dwa razy druga, a
potem od drugiej odjelismy pierwsza). Zamiast sprawdzaé, czy rzad macierzy rozszerzonej
nie jest wyzszy, po prostu zaczynamy rozwiazywaé i albo wyjdzie, albo nie. Wezmy trzy
dolne réwnania: to jest wtedy uklad Cramerowski 3 x 3

4x1 4+ 329 — 923 = 9,
201 +3x0 —dxs = T,
r1+8xy — Trg =12,

Odejmujemy od pierwszego cztery razy trzecie, od drugiego dwa razy trzecie i mamy

—29z9 + 1923 = -39,
—135(72 + 95(73 = —17.

Dalej juz metoda “fiku-miku’:

() =(28 ) (20)=3(5 2 (@)=

Wyszlo zadziwiajaco prosto jak na paskudnosé wystepujacych liczb! Teraz z ostatniego
rownania x; + 8xy — 7Try = 12 odezytujemy, ze 7 = 3. [ teraz moment decydujacy:
sprawdzamy, czy pierwsze, dotad nieuzyte rownanie 2z, +5x,—8x3 = 8, jest spetnione, czy
nie: jak jest, to uktad ma rozwiazanie, a jak nie, to nie. Na szczescie ma: 2-3+5-2—8-1 = 8.
Oznacza to (cho¢ tego nie sprawdziliémy bezposrednio), iz r(A%) = r(A) = 3. Zatem
x1 =3, 9 = 2, x3 = 1 jest (jedynym) rozwiazaniem tego ukladu.

Rzad macierzy A drugiego uktadu

2 -1 1 2 3
6 -3 2 4 5
A= 6 -3 4 8 13
4 =2 1 1 2

jest rowny 3. Bo rzeczywiscie: C; = —2 Csy, oraz Cy + 4 C3 = C5. Zatem z pieciu jej
kolumn tylko 3 sa liniowo niezalezne; ze sa mozna si¢ przekonac obliczajac jaki§ minor
stopnia 3 wyjety z kolumn C,, Csz, C4, np. (minor stworzony z wierszy pierwszego,
drugiego i czwartego tych kolumn znikal!)

~1 1 2
—3 2 4|=-1+#£0.
—2 1 1

Rozwiazujemy wiec metoda regulaminows zredukowany uktad (bez trzeciego réwnania)
przenoszac na prawg strone r = a i w = 3

—y+ z4+2v=2-2a-30,
-3y +2z+4+4v =3 —6a — 543,
—2y+ z+ v=1—4a—205.
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Gaussujemy zmienng y korzystajac z pierwszego:

—z—2v=-3+4+1403,
—z—3v=-3+43,

i widzimy, ze 2 = 3 —45, v = 0. Teraz to do réwnania —y + z 4+ 2v = 2 — 2o — 33 1 mamy
y =14 2a — . Ogodlne rozwiazanie ma zatem postac

x o 0 1 0
Y 14+2a—p 1 2 -1
z | = 3—4p =3l +a|l0|+8] 4
v 0 0 0 0
w 15} 0 0 1
Postacie dwoch ostatnich wektoréw wynikaja oczywiscie ze zwigzkow C; = —2 Csy, Co +

4 C3 = C5. Macierz A dzialajac te wektory daje zero; rozwiazanie ma wiec standardowa
strukture: rozwiazanie szczegolne (z & = = 0) rownania niejednorodnego + najogol-
niejsze rozwiazanie rownania jednorodnego (z zerowym wektorem po prawej stronie.

Warto jeszcze zobaczyé, co by byto, gdybysSmy rozwigzywali trzy pierwsze réwnania
(wyznacznik utworzony z trzech pierwszych wierszy kolumn Cy, C3, Cy4 znika). Mieliby-
smy wtedy

—y+ z+2v=2-2a —303,
=3y +2z4+4v=3—-6a —50,
=3y +4z4+8v=9—6a—135.

WyGaussowujac przy pomocy pierwszego zmienng y z drugiego i trzeciego dostaliby$my
jedno i to samo réwanie z + 2v = 3 — 4. Teraz nie mozemy jednoznacznie wyznaczyé 2z
i v, wiec piszemy np. z = 3 — 45 — 2v i wstawiamy do —y + z + 2v = 2 — 2a — 35. To
da y = 14 2a — 5 (tak jak metoda regulaminowa), ale wciaz nie wiemy, ile ma by¢ z,
a ile v. Zeby to ustali¢, wstawiamy wyznaczone jak wyzej y i z do nieuzytego réwnania
czwartego —2y + z +v = 1 — 4o — 23 i dopiero teraz znajdujemy, ze v = 0.

Zadanie 7.2: Wyznacznik macierzy A uktadu jest rowny
detA = —a*(1+a) +a(l+a) —2(1 —a®) = (a — 2)(1 — a?).

Oprocz przypadkow a = 2, a = +1 rzad macierzy A jest maksymalny, jest ona nieoso-
bliwa, a wigc odwracalna i rozwigzanie istnieje i jest wtedy jednoznaczne. Znajdziemy je.
Zamiast wykorzystywaé¢ Kramersieta, rozwiazemy go “na piechote”. Piszemy

ar+(1—a)y+(14+a)z = a—2,
2x —ay = 4da,
x +(1+a)z =—1.
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Odejmujemy od pierwszego trzecie, co (po uproszczeniu przez a — 1 - zalozyliSmy, zZe
a # 2,+1!) da rownanie x — y = 1, ktore w polaczeniu z drugim pozwala tatwo znalezé
xiy. A potem juz z. W rezultacie

~3a 2-4a 2
a—2 YT a2 a—2

Tr =

Wida¢ stad, ze gdy a = +1 mozna stad dosta¢ jakie§ rozwiazanie, cho¢ nie bedzie to
rozwigzanie najogolniejsze. Gdy zas a = 2, rozwiazanie nie istnieje. Istotnie: w tym
przypadku macierz problemu ma postaé

2 -1 3
2 -2 0|,
1 0 3

i jej kolumny C;, Cq, Cs speliaja zwiazek —3C; —3C;+ C3 = 0, ktory pozwala wyrazié
np. C; jako kombinacje liniowg Cs i C3. Macierz A jest rzedu 2. Zatem przy badaniu
rzedu macierzy rozszerzonej wystarczy badac¢ rzad macierzy rozszerzonej bez pierwszej
kolumny, czyli rzad

-1 3 0
-2 0 8
0 3 -1

Poniewaz wyznacznik tej macierzy nie znika, rzad macierzy rozszerzonej jest rowny 3 i
problem istotnie nie ma wtedy rozwiazania. Gdy a = 1, problem ma postaé

1 0 2\ [z —1
2 -1 0](y]|=1| 4|,
1 0 2/ \z ~1

i kolumny macierzy A spetniaja zwiazek 2C; + 4Cy, — C3 = 0, wiec rzad A jest rowny 2.
Wida¢ jednak gotym okiem, ze np. z =0,y = —4, 2 = —1/2 jest mozliwym rozwiazaniem.
Nie jest ono jednoznaczne: mozna don dodaé¢ z dowolnym wspoétezynnikiem A wektor na
ktorym zeruje si¢ macierz A:

x 0 2

y | = —4 | +A| 4

z —1/2 -1
Ogolne rozwiazanie znalezione wyzej, po wstawieniu doii @ = 1, daloby = = 3, y = 2,
z = —2, co w powyzszym ogolnym rozwigzaniu odpowiada A = 3/2. Wreszcie, gdy
a = —1, problem ma postaé

-1 2 0 x -3

2 1 0 yl|l=1|-4

1 0 0 z —1



Rzad macierzy A jest réwny 2, ale taki sam jest i rzad macierzy rozszerzonej. Wstawiajac
a = —1 do rozwigzania z dowolnym a i dodajac do tego co wyjdzie z niego z dowolnym
wspotczynnikiem A oczywisty wektor, na ktorym ta macierz sie zeruje znajdujemy ogdlne
rozwigzanie w tym przypadku

T -1 0
y | = -2 +A10
z —2/3 1

Zadanie 7.3: Wyznacznik macierzy A ukltadu jest réwny
detA = (a —5)%(a—2)+8—(a—2)—8(a—5)=a*—12a*> + 36a = a(a — 6)°.

Zatem gdy a = 6 rzad macierzy jest rowny 1, ale uktad ma rozwiazanie bo wektor po pra-
wej stronie jest doktadnie proporcjonalny do kazdej z kolumn. Zatem wtedy najogolniejsze

rozwigzanie ma postaé: x =1—-§& —n, y = —%f, z = —n, z dowolnymi £ i 7.
Gdy a = 0 rzad macierzy jest rowny 2 i tylko dwie jej kolumny sa liniowo niezalezne:
gotym okiem wid¢, ze wtedy C3 = —C3 — 2 Cy. Ale macierz rozszerzona (dwie pierwsze

kolumny macierzy A i wektor Cp stojacy po prawej stronie)

-5 2 1
2 -2 2,
1 2 1

ma rzad rowny 3 b jej wyznacznik nie znika. Zatem w tym przypadku rozwigzania niema.
Spodziewamy sie wiec, ze jak zakladajac, ize a # 0 i a # 6, kiedy to rozwigzanie zawsze
istenieje i jest jednozaczne, znajdziemy ogoélne rozwigzanie kramersi¢tami, to beda one
osobliwe w a = 0 ale nieosobliwe w a = 6. 1 rzeczywiscie

(R R N PP B DV O
r=——|2 a-2 2 [=T 2o
a(a—06) 1 9 a—5 a(a—6) a

N L S S I P VPR D
e A (e e S
a(a 1 1 a—-5 a(a a

N L B B D S
i=—— | 2 a-2 2|=f1—_Z2T2__
a(a—06) 1 9 1 a(a—06) a

Zadanie 7.4: Wszystko jak w poprzednim zadaniu: wyznacznik macierzy A ukladu jest
rowny

detA = 3a® — 18a® + 15a = 2a (a — 1)(a — 5).
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Poniewaz wszystkie pierwiastki rownania detA(a) = 0 sa pojedyiicze, rzad macierzy, gdy
a=0,a=11uba =25, jest rowny 2. Gdy a nie jest réowne zadnej z tych wartosci uktad
ma rozwigzanie i jest ono jednoznaczne. Kramersiate daja

1 1 1+a 2
T = 0 3—a 2
Sala=1)(a=5) 13 3., 1434

—3a®+18a—15 1

" 3a(a—1)(a—5) a’

1 2—a 1 1+4a
Ty = 2 0 2 |=0,
3a(a—1)(a—5) 1 3 14+3a
1 2;a ;*a Ll 32 180415 1
T3 = —a = =—.
P 3a(a—1)(a—5)| | 5.4 3| B3ala-D@=5) a

Jak zwykle, poniewaz x; i x3 sa osobliwe, gdy a = 0, w tym przypadku rozwiazanie
nie istnieje (rzad macierzy A jest rowny 2, a rzad macierzy rozszerzonej jest rowny 3
- zlecam sprawdzenie tego!). Z kolei gdy a = 1 lub a = 5, kramersieta daja jakies
rozwigzania (co oznacza, ze rzad macierzy rozszerzonej tez jest rowny 2) ale nie sa one
najogolniejsze. Gdy a = 1 (= 5) kolumny macierzy A spehiaja zwiazek C; — Cy =
0 (zwiazek 8C; 4+ 5Cy — 3C3 = 0) wiec najogolniejszymi rozwizaniami w tych dwoch
przypadkach sa

1 -1 0 1 —1/5 8
o |l = 0 |+l 1 |, (a=1), o | = 0 +n| 5 |, (a=5).
- 1 1 - 1/5 -3

Zadanie 8.1: Po prostu obliczamy:
(' ne? + &2 neéd)(v,w) = el (v)e*(w) — e (v)el(w) + &*(v)e*(w) — &3 (v) &*(w).

Poniewaz €' dzialajac na wektor daje jego i-tg skladowa w bazie dualnej, wiec powyzsze
wyrazenie jest rowne

2:0-3-1+3-7-3-0=18.

Zadanie 8.2:
a) Aby zastosowaé¢ kryterium minorowe zapisujemy forme macierzowo

1 2 1 x
Q=2 +y*+32 +day + 202+ 2yz = (z,y,2) | 2 1 1 y
11 3 z
Obliczamy kolejne minory: My, = 1, My = —3, M33 = —7. Poniewaz nie wszystkie

minory sa dodatnie, forma nie jest dodatnio okreslona. Gdyby wzia¢ forme —Q (tj.
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pomnozy¢ wszystkie elementy macierzy przez —1), to kolejne minory bytyby rowne M{, =
—1, M}, = =3, M}, = 7, czyli zné6w nie wszystkie by byly dodatnie. Forma nie jest wigc
tez ujemnie okreslona (forma () jest ujemnie okreslona, gdy forma —@ jest dodatnio
okreslona).

Sygnature formy (ktora - juz wiemy - nie jest ani (+,+,+) ani (—, —, —), bo forma
nie jest ani dodatnio, ani ujemnie okreslona) znajdujemy metoda Lagrange’a, czyli suk-
cesywnie zwijajac ja do pelnych kwadratow, np. zaczynajac od jej “x-owego konca™

Q= [(93—|—2y—|—z)2—4y2—z2—4yz]—I—y2+3z2+2yz

1 1
:(:B—I—Qy—l—z)z—3yQ—|—222—2yz:(93+2y+z)2—3(y+§z)2+222+§z2
1 7

= (x+2y+z)2—3(y+§z)2+§z2.
Sygnatura formy jest wigc (4, —, +) albo (4, +, —) albo (—, +,+), jak kto woli.

Na koniec piszac x = v(le), Yy = v(ze), z = v?e), czyli traktujac zmienne x, y, z jak
sktadowe wektora w jakiejs bazie e;, ey, e3, widzimy, ze forma bedzie miata postaé
diagonalnag w nowej bazie fi, fy, f3, w ktorej sktadowymi tego samego wektora beda
E(lfc)l = v(le) + 2“(25) + vg’e), v(zf) = 0(26) + %vf’e) oraz vg’f) = vf’e). Zatem macierza zmiany bazy

edzie

1
Ripeey=| 0

— ol =

Macierz te tatwo odwrocié bo ma (zawsze ma, jesli forma zostata zdiagonalizowana wpierw

metodg Lagrange’a) posta¢ gornotrojkatna; mozna tez odkreci¢ zwiazki miedzy sktado-

o3 3 2 .2 1,3 _ .2 1,3
WYL Uiey = V(pys Yie) = Yp) — 3V = Y ~ 3V !

1 1
| 2 3 _ .1 2 3 3 _ 1 2 3
Ue) = V)~ 2Ve) T Ve = Up) T 2 (“(f) - g“m) — Ui = T 20 3V

Stad odczytujemy

1
Reepy =10
0

o
—_

I teraz mozna sprawdzi¢, ze Q) = [Reep)]T - Q@ - R(ccy) jest macierza diagonalna:

1 0 0 1 2 1 1 =2 _% 1 0 0
-2 1 0 2 1 1 01—%20—30:@“).
7
-3 —3 1 113 0o 0 1 0o 0 I
Baza fi, f5, f3 jest wiec dana przez zwiazki
1 -2 —%
(f17f2’f3) = (e17e27e3) 0 1 —%
0 0 1
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W tej bazie tatwo podac przyktadowe wektory v, v_ oraz v, na ktérych forma przyjmuje
wartosci dodatnie, ujemne i zerowa;:

1
V+:af1—|—bf3, V_:Cfg, Vozaf1i§v3a2+7b2f2+bf3.

a, bicsatu dowolnymi liczbami; postacie wektoréw v i v_ nie sg oczywiscie jedynymi
mozliwymi. Dziatajac na kolumienki utworzone ze sktadowych tych wektoré6w macierza
R(e« )y mozna podac postac tych wektorow w wyjsciowej bazie e;:

1 1
vy =(a— gb)el - gbeg—i-beg,

v_ = —2ce; +cey,

2 1 1 1
Vo = <$§\/3a2 + 702 +a— §b) e + (i§\/3a2 + 7c? — §b) e +bes.

b) Tak jak poprzednio zapisujemy forme w formie (taki dowcip oczywiscie) macierzowe;j

o L 1L
2 2
Q=ay+rz+yz+22=(2,9,2) % 0 3
1
3 2 !
Minory: My, =0, My = —i, Ms3 = 0, od razu moéwia, ze forma na pewnych wektorach
daje zero: po pierwsze, gdy x = cokolwiek, y = 2z = 0, ale takze na x = A\, y = A\,
z = —\, bo macierz @ dzialajac na taki wektor od razu daje zero.?® Forme mozna tez
latwo zlagrangeowaé, zaczynajac od jej konca z2:
1 1 1 1 1
_ 2 _ . Loy Lo Lo L
Q=xy+zz+yz+=z (z+2x+2y) 10 Y T3 + xy
1 1 5 1 9
= (z+ 52+ 5y)° — 7@ —y)".

Sygnatura formy jest wiec (+,—,0). Teraz chcemy znalezé nowa baze, w ktorej forma
bedzie diagonalna. Widaé¢, ze w nowej bazie (nawijmy ja f;, a stara e;. tak iz x = v(le),
Yy = v(ze), z = v?’e)) sktadowymi wektora beda v(lf) = %v(le) + %v(ze) + v?e) i v(2f) = v(le) — v(ze).
Nic na razie nie wyznacza jednak sktadowe;j v?f). Skoro nie wyznacza, to napiszmy ogdlnie
U(2f) = av(le) + bv(Qe) + CU?E)- Jedynym warunkiem ograniczajacym liczby a, b i ¢ jest, by
utworzona w ten sposdéb macierz zmiany bazy

1 1
3 3 1
R( fee) = 1 -1 0],
a b
Z8Innymi stowy, wektor o z = A\, y = A\, z = —\ jest wektorem wlasnym tej macierzy odpowiadajacym

wartosci wlasnej zero. (O wektorach wlasnych i wartosciach wlasnych bedziemy sie uczy¢ juz wkrotce).
Jesli forma jest dodatnio lub ujemnie okreslona, to daje zero tylko na wektorze zerowym; jesli ma sygna-
ture mieszana, to moze dawaé zero nawet wtedy, gdy @) dziatajac na wektor nie jest od razu zerem - tak
jest wtasnie z wektorem postaci x = cokolwiek, y = z = 0. Jesli jednak najwiekszy minor jest zerowy, to
istnieje conajmniej jeden wektor, na ktérym macierz @ od razu daje zero.
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byta dobra macierza zmiany bazy, czyli by byta odwracalna. To zas$ oznacza, ze jej
wyznacznik nie moze byé¢ réwny zeru: a + b — ¢ # 0. Warunek ten wyjdzie zreszta “w
praniu”. Aby znalez¢ baze, w ktorej forma () bedzie diagonalna musimy odwréci¢ macierz
R(fe). Piszemy wigc uklad réwnar

1 _1 1
U(f)—§x+§y+z,
2

n= *T— Y

vl = ax + by + cz,

v

i rozwiazujemy go, eliminujac z pierwszego i trzeciego y = x — U(2f)2

1 Ly _
U(f) +§U(f) = LU"—Z,
bv(zf) + vf’f) =(a+b)x+cz.

Po dalszych prostych fiku-miku dostajemy

1 [ 1 1 2 3
S R ‘C”(f>+§(25‘0)”(f>+”(f>}’
_ 1 [ 1 12 2 3
Y= T | T — 5 Qa—aug gy |
_ 1 [ b 1 1 b 2 3
e= o [la by + 5 (a =g — vy

Daje to

1 —c  i(2b-¢) 1
Reep) = [Ryeo) ' = —5—| —¢ —3@a—0c) 1
atb=c\ g1y Sla=0b) -1

Latwo sprawdzi¢, ze jest to rzeczywiscie macierz odwrotna do Ry, ). Otrzymana macierz
odwrotna rzeczywiscie diagonalizuje macierz formy @) (zapiszemy to etapami, bo sie nie
miesci w linii):

1 o 11 —c  i@b-¢ 1 -1
QP -Reep=oy= |3 0 3 e —3a—¢ 1 f=(3 ; O
etb=e\L 1 1/ \a+b L@-p -1 1 0 0
I teraz Q(f) = [R(a_f)]T . Q(f) . R(a_f), czyli
—c —c a+b 119 1 0 0
o _ L 1 (9 19 ta-p | [E " ol=(o -2 o
Q@ i - 5(2b—¢) —5(2a—¢) 5(a—0) 3 i = —1 ;
1 1 ~1 1 0 0 0 0 0
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tak jak musialo wyjsé¢ (dzieki konstrukcji). Baza f;, w ktorej forma @) jest diagonalna,
jest wiec dana zwigzkami

—c $(2b—¢) 1
(e1,es,e3) | —c —%(2&—0) 1

atb—c a+tb L(a—-b) -1

(fla f2> f3) =

Oczywiscie mozna tu potozy¢ dowolne a, b i ¢, byle a + b — ¢ # 0.
W bazie f; tatwo podaé¢ przyktadowe wektory v, v_ oraz vg, na ktérych forma przyj-
muje wartosci dodatnie, ujemne i zerowa:

V+:Oéf1+ﬁf3, V_:’}/fg, VOIOéflzl:2‘Oé|f2+ﬁf3.

«, 81 sa tu dowolnymi liczbami; postacie wektoréw v i v_ nie sa oczywiscie jedynymi
mozliwymi. Dziatajac na kolumienki utworzone ze sktadowych tych wektoréw macierza
R(eyy mozna podac postac tych wektorow w wyjsciowej bazie e;:

1
ve=——[(f-ca)er+ (F—ca)es+ (~F + (a+ba)es],
B v
v = m[(%—c)el —(2a—c)ey + (a—b)es],
vo — ﬁ (8 — ca = (2b— O)lal)es + (8 — ca F (2a — c)lal) e
+(=B+ (a+b)a £ (a —b)|al)es).
Zadanie 8.3:

a) Po zapisaniu w formy macierzowo mamy

01 0 1 T
- Iy1 0 10 T
1 010 T4
Kolejne minory sg rowne: My, = 0, My = —i, M33 = 01 (laplasujac wzgledem pierwszego
wiersza)
1 1 10 1 0 1 1
My=—<-1-/0 0 1|—=1-|10 1 0|p,=—4{0+0}=0.
24 16
1 10 1 0 1

Widag¢, ze forma nie moze by¢ ani dodatnio, ani ujemnie okreslona. Diagonalizowanie jej
metoda Lagrange’a najlepiej zacza¢ od przepisania jej w postaci Q = (1 + x3)(z2 + x4)
i podstawienia y; = 1 + 23, Yo = x5 + x4. Zeby to byla porzadna zamiana zmiennych,
tzn. zeby mieé cztery niezalezne nowe zmienne definiujemy y3 = 1 — x3, Y4 = To — 4.
W nowych zmiennych forma ma prosta posta¢ Q = y1ys. 1 teraz juz wystarczy przejsé
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do zmiennych y; = 21 + 29, Yo = 21 — 29, Y3 = 23 1 Y4 = 24, zeby dosta¢ forme w postaci
diagonalnej Q = 22 — 22, czyli zobaczy¢, ze ma ona sygnature (+,—,0,0). Znajdziemy
jeszcze baze, w ktorej macierz formy jest diagonalna. Idac za zrobionymi podstawieniami:

1
xlz—(y1+y3)=§(zl+22+z3),

— N =

1

x2:§(y2+y4)=§(z1—zz+z4),
1 1

r3 == (1 —y3) = = (21 + 220 — 23),
2 2

L (g — i) = o )

_ — — = —(z7 — — .

Ty 2?/2 Ya 5 1~ R2 — 24

Daje to macierz zmiany bazy R(. j) (baza e;, to ta, w ktorej sktadowymi wektorow sa
x;, a baza f;, to ta, w ktorej sktadowymi wektorow sa z;) i tym samym baze f;:

1 1 1 0

111 -1 0 1

(f17f27f37f4> = (el’e2’e3’e4)§ 1 1 _1 0
1 -1 0 -1

Macierzy tej juz nie trzeba odwraca¢! Sprawdzamy, ze diagonalizuje ona forme

1 1 1 1 0 1 0 1 1 1 1 0
Q(f) _ 1 1 -1 1 —-1]1]11 0 1 0 1 1 -1 0 1
211 0 -1 0 210 1 0 1)]211 1 -1 0
0 1 0 -1 1 0 1 0 1 -1 0 -1
1 1 1 1 1 -1 0 0 1 0 0 0
- 1 1 -1 1 -1 1 11 00 [0 -1 00
211 0 -1 0 2|1 -1t 0o0] O 0 0O}’
0 1 0 -1 1 1 0 0 0O 0 0 0
tak jak miato by¢.
b) Po zapisaniu w formy macierzowo mamy
01 1 1 1
B 111 0 0 1 T2
1 1 1 0 Ty
Kolejne minory sg rowne: My, = 0, My = —i, Ms3 = 01 My, = 0. Forma nie moze

by¢ wiec ani dodatnio ani ujemnie okreslona. Diagonalizacja metoda lagrange’a wymaga
wytworzenia jakiego$ “z?”. Podstawmy wiec 21 = y; + Y2, To = Y1 — Y2, T3 = Y3 1 T4 = Yy.
Forma przybierze wowczas forme (znéw dowecip)

Q=v]—ys+ (Y1 +v2) (s + ya) + (Y1 — Y2)ys + y3y3
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=7 — Y5 + Y13 + 2Y1Ys + Yays + Y3y

1 1
= |(y1+ =ys +y1)* — Y3 — Vi — Ysya| — Y3 + Yoys + Y3y

2 4
1 2 o Lo
= (y1 + 5 Ys +ya)” — Yy — 1Ys + Y2u3
1 1
= (1 + 5 Ys +y4)® — (y2 — §y3)2 — 3.
Wida¢ wiec, ze sygnatura formy to (4, —,—,0). Aby znalez¢ baze, w ktorej forma jest

diagonalna, wprowadzamy sktadowe z; wektoréw w tej bazie (nazwijmy ja f;) rowne z; =
yl+%y3+y4, 29 = y2—%y3, 2y = Y3, 24 = Y4 Odwracamy: y; = 21—522—24, Y2 = 22+%Zg,
Ys = 23, Y4 = 24. LZatem sktadowe w wyjsciowej bazie (nazwijmy ja e;) wyrazaja sie przez
sktadowe w bazie f; wzorami 1 = 21 + 20 — 24, To = 21 — 29 — 23 — 24, T3 = 23, Ty = 24.
To od razu daje potrzebng do diagonalizacji formy macierz Ry i

0 1 1 1 11 0 -1 1 -1 0 0
111 0 0 1 1 -1 -1 -1 111 1 0 0
(e) B I
@7 Been=511 00 1||lo 0o 1 o0 211 1 0 o |
1110 0o 0 0 1 2 0 0 -2
a zatem macierz Q) = [Ree f)]T Q) . Rey) jest rzeczywiscie diagonalna:
1 1 0 0 1 -1 0 0 1 0 0 0
QU = I -1 0011 1T 0 0 _ 10 =10 0
0 -1 1 0 1 1 0 0 0O 0 0 0
-1 -1 0 1 2 0 0 -2 0O 0 0 -1

Baza f;, w ktorej forma ) ma te posta¢ wiaze si¢ z wyjSciowa baza e; przez macierz R

1 1 0o -1
1 -1 -1 -1
(f1>f2>f3,f4) = (61,62,63,64) 0 0 1 0

0 0 O 1
Macierz R(s..) odwrotna do Ry nie jest nam do niczego tu potrzebna, ale latwo ja

znalezé odwracajac wzory: 2z; = %(ml + xo + x3) + x4, 20 = %(ml — X9 — X3), 23 = I3,
z4 = x4; stad

1 1 1

2 3 3 1

1 1 1oy
Rreo =10 o 1" o

0 0 0 1

¢) Forma ta zapisana jawnie ma postaé

Q = 22% + 223 + 2a7§ + 222 + 21 (29 + 23 + ) + To (2o + T4) + T374
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2 % 1 1 T
1 2 % %
_ 2 3 2 T2
- (I1,$2,x3,$4> 1 1 2 1
p 7ozl
5 3 2 2 4

Trzy pierwsze minory macierzy tej formy sa dodatnie: My; = 2, My = 15/4 1 M33 =
27/4. Jesli czwarty minor, czyli wyznacznik catej macierzy jest tez dodatni, to ma ona
sygnature (+,+, +,+). Ale liczenie wyznacznika macierzy 4 X 4 jest meczace wiec lepiej
zLagrangeowac¢. Diagonalizacja metoda Lagrange’a wymaga troche cierpliwosci:

Q=2

1 S| )
LL’1—|—Z(2L’2+SL’3+LL’4) —1—6(2L’2—|—l’3+$4)

+ 203 + 223 + 223 + 2o (13 + 14) + T374

2
1 3(5 5. 5 45 5,
=2 x1+1(:c2+x3+:c4) +1 §x2+§x3+§x4+x2(x3+x4)+x3:c4

1 2
=2 (ZL’l + 1(1’2 —|-1’3 +£L'4))

Ik
412
1

2 2
15 1 3
=2 ($1+—($2+LL’3+5L’4)) + — <LL’2+5($3+SL’4)) +Z{3$§+35L’i+$3$4}

2 2

o 2 o 2
25 —|——SL’3+—SL’4+$3SL’4

1 S|
(LL’Q + 5(1’3 + 1’4)) — —(1’3 + LL’4)2

4 8

=2 (ZL’l + 1(123'2 —|-1’3 +ZL’4))2 + g (1’2 + 1(1’3 +ZL’4))2 + 9 (1’3 + 1113'4)2 + z$4.
4 8 5 5 6 4

Wida¢, ze rzeczywiscie sygnatura formy jest (+,+, 4+, +). Baze f;, w ktorej macierz jest

diagonalna przez wyjsciowa baze e; mozna wyrazi¢ odwracajac zwiazki y, = v, + i(l’g +

T3+ Tq), Yo = To+ %(933 +24), y3 = T3+ %m, ys = x4. Jak zwykle jest to proste: x4 = ya,

T3 = Y3 — 2Ys, Ta = Yo — 2Y3 — sya 1 T1 = Y1 — Tyo — Ly — Lys. Zatem

1 -1/4 —-1/5 -1/6

0 1 -1/5 —1/6
(F1, 2, £, 1) = (e1, €2, €3, €4) 0 0 1/ —1?6

0 0 0 1

Macierz ta to oczywiscie R.y). Kto chce, moze sprawdzi¢, ze [R(a_f)]T SQ) . Rieey)
jest macierza diagonalna i ma na diagonali (idac od lewego gornego rogu) liczby 2, 15/8,
9/51 7/4.

Zadanie 8.4: Diagonalizujemy forme metoda Lagrange’a zaczynajac od z-a, ale potem
zwijajac do pelnego kwadratu z-y, a nie y-ki:

Q=2 +9y*+322+2 zy + 2wz = (x + My + 2)? — (\y + 2)* + 9> + 322
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= (x4 Xy + 2)* + (1 — N)y? — 2\yz + 227
2
:(x+)\y+z)2+2<z—%y) + (1—;)\2)y2.

Widaé¢, ze forma ma sygnature (+, +, +), czyli jest dodatnio okreslona, gdy |A| < 1/2/3.
Gdy || = \/% sygnatura jej jest (+,+,0) - forma jest wtedy dodatnio potokreslona (to
co$ jak “polinteligent), i wreszcie, gdy |A| > \/% sygnatura formy jest (4, +, —). Latwo
tez znalez¢é macierz diagonalizujaca te forme: jesli sktadowymi wektoréow w bazie f;, w
ktorerj forma jest diagonalna beda vy = x + Ay + 2, v, =y, v3 = —%y + z, czyli macierza
R(jee) bedzie

1A 1
Rjco=(0 1 0],
0 -3 1

toyZUQ,z:v3+%vgi$:vl—%)\v2—vgi

1 A1 1 =3\ -1 1 0 0
Q9 Reepy=| A 1 0 0 1 0 =[x 1-2x2 )],
1 0 3/\0 35 1 1 0 2

i QY = [Rieep)? - Q9 - Reeyy ma postaé diagonalna

1 0 0 1 0 0 1 0 0
QU =1 —=3x 1 1A A 1-322 x| =[0 1-3) 0
-1 0 1 1 0 2 0 0 2

Gdyby metode Lagrange’a zastosowaé¢ od drugiego konca, dostaliby$my
Q=+ 9%+ 32° + 2\ay + 22

1 1
=3 [(z + gx)2 — §x2} + 2% + 3

1 2
=3(z+ z2)? +y* + 2 vy + ~2?

3 3
1 2 2 2 2 2
:3(2+§x)+(y+)\x) + §—>\ z°,

i wnioski co do sygnatury w zaleznosci od wartosci parametru A bytyby takie same jak
poprzednio.

Zadanie 8.5: Postepujemy standardowo: najpierw normujemy wektor vy. Niech wektory

tworzonej nowej bazy nazywaja sie fi:

1
flz—(e1+e2+eg).

V3
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jest oczywiste (powinno by¢!), ze (fi|f;)s = 1. Nastepnie tworzymy wektor f3:
fé = Vg — fl (f1|V2)S

1
= Vo _fl— (el —|—62—|—63|261+62 —eg)s

V3

2 1

vy —f o — =

Va 1 /3 3

Wektor ten trzeba teraz unormowaé (f3|f})s = 42/9, wiec £, = (3/V/42)f}, czyli
1

fhb=—— (4e;+e, —Hes).
2 42( 1 2 3)

(481 + €9 —583).

Wreszcie tworzymy wektor f5:

fé = V3 — fz(f2|V3)S - fl(f1|V3)S

= V3 —fg—(4el + e —563|362 —eg)s

V42

1
_fl — (el + e+ 83|382 - eg)s

V3
2 5

), o g 20
Na koniec normujemy i ten wektor: (f5|f})s = 50/7, wiec f3 = /7/501;, czyli

= V3 — (—281+3€2—83).

f3 = —(—261 —|—362 —63).

Wektory nowej bazy wigza si¢ z wektorami starej bazy przez macierz Ry c):

1/V3 4/v42 —2/V14
(fl,fg,fg) = (61,62,63) ]_/\/3 1/\/@ 3/@
1/v/3 5/V22 —1/V14

I w druga strone:

1/vV/3  1/V3  1/4/3
(e1,e9,€3) = (f1, 65, f5) | 4/V42  1/V42  5/V42
—2/V/14 3/V14 —1/V14

Jest to proste, bo R(fee) = [R(e))* = [R(e)]”, jako ze obie bazy sa ortonormalne w
tym samym iloczynie skalarnym.
Objeto$¢ rownolegloscianu rozpietego na wektorach vy, vo i v jest rowna

1 2 0
Vol = (él VAN ég N ég)(Vl,Vg,V3> =11 1 3 =10.
1 -1 -1
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Zadanie 8.6: Wprowadzamy kanoniczna baze przestrzeni wielomianow eg(z) = 1, e;(z) =
r, ex(x) = 22. W bazie tej ogdlny wielomian w(z) = ag + a1z + asz? ma sktadowe ag, a;
i ay. Forma () dzialajac na taki ogdlny wielomian daje

1
Qlw(z)] = /_lda: (ap + asz® + aiz)(ag + asr® — a )

1
2 2
= / dx [a(z) + (2apaz — aj)z” + agxﬂ = 2a3 + = (2apay — a?) + gag

1 3
2 0 % ao
= (ao,al,ag) O —§ 0 aq
5 0 5/ \a

Macierz stojaca o ostatniej linii to macierz Q¢ formy @ w bazie kanonicznej. Forme w tej
postaci, zapisang jako funkcja sktadowych wielomianu w bazie kanonicznej, mozna teraz
zwyczajnie zLagrangeowaé

1 9 ., 8
Q(ao, a1, az) =2 ao—l—gag —gal—l—EaQ.

Jak wida¢ nie jest ona dodatnio okreslona: ma sygnature (+, —, +). Czyli w bazie wy(x),
wo (1), wi(z), w ktorej macierz Q) formy @ jest diagonalna ogélny wielomian ma skta-
dowe by = ag + %&2, by = a1 i by = ay. Odwracajac te zwiazki, ag = by — %bg, a; = by,
az = by, znajdujemy potrzebng macierz R..., zmiany bazy

10 —3
Reewy=10 1 0
0 0 1
Mozemy sprawdzi¢, ze rezeczywisci diagonalizuje ona macierz formy Q) = [R(EHU)]T :
Q(e) : R(e(—w):
1 0 0 2 0 % 10 —% 2 0 0
Q=0 1 0]l0 -2 0]l0o 1 0 |=(0 -2 0
1 2 2 8
-3 0 1 3 0 £ 0 0 1 0 0 4

Zatem wielomiany tworzace nowa baze sa dane przez wi(z) = €;(2)[Recw)]’;, czyli

(WQ([L’),Wl(ZL'),Wg(ZL')) = (1> Z, $2)

o O =
o = O
= O

Tunymi slowy, wo(z) = L, wi(z) =z, wa(z) = —4 + a2,

Zadanie 8.7: Forma jest niewatpliwie symetryczna, B(w,v) = B(v,w). Pozostaje tylko
sprawdzi¢, czy definiowana przez nia forma kwadratowa Q(w) = B(w,w) jest dodatnio
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okreslona. Niech w(x) = ag + ayx + axx*. Wtedy
B(w,w) = [w(=1)" + [w(0)]* = [w(1)]* + [w(2)]?
= (ao — ay —+ CL2)2 —+ CLg — (CL(] -+ aq —+ CL2)2 —+ (CL(] -+ 2@1 —+ 4&2)2
= 2a(2) + 4a% + 16a§ + 12a1a9 + 8agas
2 0 4 Qo

:(ao,al,ag) O 4 6 aq
4 6 16 as

Teraz wystarczy zastosowa¢ kryterium minorowe: My = 2 > 0, My = 8 > 0, M3z =
8-18 — 64 — 72 = —8 < 0. Wynika z niego, ze forma nie jest dodatnio okreslona. Zatem
badana forma biliniowa nie moze by¢ iloczynem skalarnym.

Zadanie 8.8 W przestrzeni macierzy wprowadzamy baze

10 o 1 o o o o
ml_()o? m2_007 m3_107 m4_017

i obliczamy, cierpliwie mnozac macierze:

Q(ml) = 27 Q(m2) = 27 Q(m3) = 57 Q(m4) = 57

a takze

Q(m; + mjy)

=4, (m; +mg) =11, Q(m;+my) =7,
Q(m2+m3) :77

Q
Q(mg + m4) = 11, Q(mg -+ m4) = 10,

Teraz korzystamy ze wzoru
Blv,w) = 3 {Q(v +w) ~ Q(v) ~ Q(w)

i znajdujemy oczywiscie B(m;, m;) = Q(m;), i = 1,2,3,4 oraz

B(ml,mg):(), B(ml,mg):2, B(ml,m4):0,
B(m2,m3) =0, B(mg,m4) =2, B(mg,m4) =0,

Stad juz mamy macierz formy dwuliniowej B, czyli macierz formy Q:

0 2 0

N O N

2
(m) _
@ 0
2

0
)
0 0

Tt O N

Aby ja zlagrangeowaé obkladamy ja z obu stron wektorkiem (x,y, z,t) (tzn. obliczamy
warto$¢ () na wektorze-macierzy postaci mix + moy + myz + myt) i dostajemy
Qz,y, 2z, t) = v(2x + 22) + y(2y + 2t) + 2(22 + 5z) + t(2y + 5t)
= 22% + 4wz + 52 + 2y + 4yt + 5t°
=2(x+2)® + 322 +2(y + t)* + 3¢
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Tak wiec sygnatura formy jest (4, +,+, +). Widac zreszta, ze najlepiej przeporzadkowaé
baze i uzywac bazy (mj, ms, my, my), bo wtedy macierz formy bedzie blokowo diagonalna

Q(m) —

S O NN
S O Ot N
NN OO
TN OO

Ze zlagrangeowanej postaci formy wida¢ natychmiast, iz w bazie, w ktorej sktadowymi
wektora-macierzy by byly (z + z,z,y + t,t), macierz formyby byla diagonalna. Zatem
macierz zmiany od (przeporzadkowanej) bazy m; do takiej nowej bazy w; ma postac

1 1 0 0
01 0 0
Rawemy =10 g 1 1
0 0 0 1
Poniewaz sg to w gruncie rzeczy dwie macierze 2 X 2, macierz odwrotna jest oczywista:
1 -1 0 0
0O 1 0 0
RBamew) =0 o 1 1
0O 0 0 1
Stad natychmiast wida¢, ze baza diagonalizujaca to
1 -1 0 O
(W1, Wo, W3, Wy) = (my, mg, my, my) 0100
) 5y W3 ) 3 ) 0 O 1 -1 )
0O 0 0 1

czyli macierze
W _Jro wo_ |10 w01 I S
710 ol 2701 o0l 5710 o 70 1

Zadanie 9.1 a) Wielomian charakterystyczny Wr(\) = —A3 + A2 + X\ — 1 daje wartosci

wlasne Ay = —1 1 Ay = 1 o krotnosci 2. Mimo to sa trzy wektory wtasne
3 2 1
51, 1], 0
6 0 -1

b) Wielomian charakterystyczny Wr(\) = —A3 + \? daje wartoéci wlasne Ay = 11 Ay = 0
o krotnosci 2. Sa tylko dwa wektory wlasne

1 1
1], 2
1 3
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¢) Wielomian charakterystyczny We(A) = A* — 8\3 + 20\ — 16\ daje Ay =01 Xy =20
krotnosci 2 i A3 = 4. Mimo to sa cztery wektory wtasne

1 0 1 1
-1 1 0 1
1 ) 0 7 _1 ) 1 Y
—1 —1 0 1

bo macierz ta moze by¢ uznana za macierz formy kwadratowej, a formy sa zawsze, jak
juz wiemy, diagonalizowalne np. metoda Lagrange’a; metoda Lagrange’s nie daje jednak
wektoréw wlasnych, a to, ze mozna ja przeprowadzi¢ na wiele sposobéw pokazuje, iz jest
wiele roznych baz, w ktorych takie macierze sa diagonalne - baza wektoréw wlasnych jest
tylko jedng z takich baz.

Zadanie 9.2: Niech R™!- F - R bedzie macierza diagonalng. Wtedy R~ - exp(F) - R
jest tez macierza diagonalna (wynika to z samego sposobu jawnego znajdywania macierzy
exp(F') z pomoca macierzy diagonalizujacych F'). Wyznacznik macierzy nie zmienia sie
przy jej diagonalizacji, tj.

Det(F) = Det(R™" - F - R) = Det(Fyiag) -
Stad
Det(exp(F')) = Det(exp(Fiiag)) -

Z kolei exp(Fjiag) jest macierza majaca na diagonali eksponensy wartosci wlasnych macie-
rzy F'. Zatem Det(exp(F)) jest illoczynem exponensow wartosci wlasnych, czyli eponensem
sumy tychze warto$ci wlasnych, a to jest exponens §ladu macierzy F' wtasnie.

Podana macierz ma slad réwny zero, wiec Det(exp(F')) = 1.

Zadanie 9.3: Trzeba odwroci¢ macierz R(e. ). To juz umiemy:
R(w(—e) = (R(e(—w))_l = 1 -3 2

Teraz mozemy zdiagonalizowacé F: F(y)w) = Rwee) * Fleye) * Riecw):

11 -1\ /-3 4 =2\ /1 11 -1 0 0
Fuywy =| 1 -3 2 6 11 6|1 23]=[0 —10
-1 2 -1/ \-8 16 -9/ \1 3 4 0 0 1



i po powrocie do bazy e;,

2020 2020
(Fleye)™™ = Riecw) - (Flwyw))" " - Rwee) = Riecw) 1 - Rpweey = 1,

2021 2021 - _
(Fleye)™ " = Bleew) - (Fayw)™ * Rwee) = Riecw) * Flwyw) * Bwee) = Fleye) -

Analogicznie

2t —et —2e7t42et et —¢!
eXp(tF(e)(e)) = R(a_w) . eXp(tF(w)(w)) . R(w(_e) Jet — 3! —bet + 66t et — 3et
et —4e! —8e7t + 8! Het — 4e!

-1

Sprawdzianem jest oczywiscie to, ze [exp(tFey(e))] ™" = exp(—tF(eye))-

Zadanie 9.4: Laplasujemy wyznacznik D, wzgledem pierwszego wiersza

310 ... 00 21 0 ... 00
2 31 0 0 0 3 1 0 0
0 0 0 0
D,=3-1 ool — . . . 0 0 =3D,1 —2D, .
0 0 0 3 1 0 0 0 3 1
0 0 O 2 3 0 0 O 2 3

Drugi wyznacznik zostal jeszcze raz zlaplasowany wzgledem swojej pierwszej kolumny.
Otrzymujemy wiec zwiazek rekurencyjny. Oczywiscie jego warunkami poczatkowymi sa
D1 - 3 1

3 1

DZ:‘Q 3

-

Zwiazek ten mozna zapisa¢ macierzowo
Dn o 3 =2 Dn—l
Dn—l B 1 0 Dn—2 .
Dn—l o 3 =2 Dn—2
Dn_Q N 1 0 Dn—3 7

itd. Kontynuujac w prawo mozn doj$¢ do

()= 2) (3.

Czyli wystarczy podziata¢ n — 2-ga potega macierzy F' na wektorek warunkéow poczatko-
wych. Potege te mozna znalezé na kilka sposobow, z ktorych ten polegajacy na operowa-
niu macierzami diagonalizujacymi jest najmniej sympatyczny. Dlatego posluzymy sie tu
metodag panow C&H. Wielomian charakterystyczny macierzy F ma postac

3 -2
1 0

7 kolei

WF(A):‘ ‘:A2—3)\+2:(>\—1)(>\—2).
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Wartosciami wlasnymi macierzy F' sg wiec A\; = 11 Ay = 2 obie o krotnosci 1 (macierz F'
jest wiec diagonalizowalna). Jej dwa wektory wlasne tatwo znalezé

() o)

Piszemy teraz tozsamos¢ wielomianowsa
A= WF(A) Qp’n()\) + al)\ +ap.

Podstawiajac do niej A = 11 A = 2 otrzymujemy dwa réwnania na ag i ay, ktérych
rozwigzanie daje ag = 2 — 2" i a1 = 2" — 1. Wykorzystujac twierdzenie CH dostajemy
wiec

"= WF(F) QF,n(F) +CL1F+CL0] = CL1F+CL0],

bo Wg(F) = 0. Jawnie wiec

. 2n+1_1 2_2n+1
E _( m—1  2-2n )

Poniewaz macierz F' jest diagonalizowalna, tj. ma dwa liniowo niezalezne wektory wlasne,
ktore moga tworzyé¢ baze, te sama macierz F™ mozna otrzymac¢ tez innym sposobem.
Rozktadamy ogdlny wektor na wektory wiasne F

5)-corm (i) v-n )

Dziatamy na te réwnosé macierza F™:

n a - n 1 o n 2
F <b>—(—a+2b)1 (1>+(a b) 2 <1)
[ —a+2b+42"q =2t fontl 1 2 ontl a
N —a +2b+ 2" — 2"b L 2n-1 2-—-2" b )"
Wyszta oczywiscie ta sama macierz F™.
Rekurencje dajaca wyznacznik D,, rozwiazujemy dzialajac macierza F"~2 na warunek

poczatkowy
-2 Dy _ on-l 1 22t 7
Dy n=2 1 222 3)°

Odeczytujemy z goérnego pieterka, ze D,, = 2"=! — 1. Dolne pieterko daje oczywiscie D,,_;.

Te sama rekurencje D,, = 3D,,_» — 2D,,_1 mozna tez rozwiazac¢ (nawet szybciej) pod-
stawiajac do niej D, = AX". Na A dostaje sie to samo réwnanie charakterystyczne, co
poprzednio: A2 — 3\ +2 = 0. Zatem D, = A1" + B2" i zadajac, by D; = 3, Dy = 7
wyznacza si¢ stale A= —-21 B = 2.
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Zadanie 9.5: Wartosci wlasne F' to A\ = 11 Ay = 2. Metoda pp. C&H znajdujemy
cos(tF) = a F + apl sin(tF) = b F + bol

gdzie a; = cos 2t —cost, ag = — cos 2t+2cost oraz by = sin 2t —sint, by = —sin 2t+2sint.
Zatem

cos(LF) = —2cos2t +3cost —2cos2t + 2cost
~ \ 3cos2t —3cost 3cos2t —2cost )’

sin(tF) — —2sin2t +3sint  —2sin2t + 2sint
~\ 3sin2t — 3sint 3sin2t — 2sint )’

Pracowicie podnosimy te macierze do kwadratu (dosy¢ to upiorne, wiec postuzylem sie
Mathematica)

cos?(tF) = 3cos’t —2cos?2t  2(1+ 2cos2t)sin’t
~ \ =3(1 +2cos2t)sin®t 3cos?2t — 2cos’t )’
Sin2(1F) = —(1 + 4 cos® 2t) §ir;2t —2(1 + 2 cos 2t) §ir212t .
3(1+2cos2t)sin“t  2(2+ 3cos2t)sin”t

i, co wymaga pewniej bieglosci w trygonometrycznych tozsamosciach (ale Mathematica
to robi bez zastanawiania sig) cos?(tF) + sin®(tF) = I.

Zadanie 9.6: Rownanie charakterystyczne Wr(\) = (A — 3)2 + 1 = 0 nie ma rzeczy-
wistych pierwiastkow, wiec macierz ta w przestrzeni wektorowej nad R nie ma wektorow
wlasnych. Ma takowe w skompleksyfikowanej przestrzeni wektorowej V¢, tj. takiej, w
ktorej dopuszcza sie kombinacje liniowe wektoréw bazy z zespolonymi wspétczynnikami.
W takiej przestrzeni A+ = 3 £ 4, a wektory wtasne mozna wybra¢ np. w postaci (utozsa-
miamy tu wektor z jego sktadowymi w bazie eq, ;)

e ()=o)

weows) = (enen) (1 1)

czyli

—1 1

Figurujaca tu macierz to R(c.). Macierz odwrotng dostajemy przez znane fiku-miku

L (i -1
R(w(—e):2_i<i Z)

Sprawdzamy Fu)w) = Rwee) - Fle)(e) - R(ecw) POWinna by¢ macierzg diagonalng z warto-
Sciami wtlasnymi na diagonali. I jest

O [ [ G B G )
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Macierz F™ najtatwiej znalez¢ zatrudniajac panéw C&H: A" = Wr(AN)Qr(A) + a1\ + ag i
wstawiajac za A wartosci wlasne znajdujemy

B4+9)"=B+1) a1 +ao,

(3—@)” = (3—i)a1+a0.

Stad
w= o [B+0)" = (G-,
t0 =5 (3403 —1)" — (3= )3+ ).

Zatem F" = a1 F' + apl, czyli
n_ LB+ "+ B =) B—9)" =B +)"
d _2¢< (3+i)" — (3—d)" i[(3+i)"+(3—i)"])'

Macierz exp(tF') mozna znalez¢é tym samym sposobem, ale mozna jeszcze inaczej, korzy-
stajac z tego, ze ' =31 + T, gdzie

0 —1
(1),
jest prawie (bo brakuje czynnika i) generatorem dwuwymiarowych obrotéow i dzieki temu
T? = -1, 7= —-T,aT*=1. Zatem

o t2n o t2n+1
etF _ e3tI etJ _ 631& (Z T2n + Z T2n+1)
2 (2n)! 2 (2n+ 1)]
5 Ii (_1)nt2n N Ti (_1)nt2n+l
=€ - - A —
2" (2n)! 2 (20 +1)!

= ¢ (Icost + Fsint) = e* C.OSt —simt
sint  cost

Uwaga: numer exp(3t/ +tT") = exp(3t!) exp(tT") przechodzi tylko dlatego, ze IT = T'I bo
I to jest macierz jednostkowa! Poza tym exp(3t]) = exp(3t)[. Prosze sprawdzi¢ metoda
panéw C&H, albo metoda przez diagonalizacje, ze wyjdzie to samo.

Zadanie 9.7: Macierz F' ma dwie zespolone wartosci wtasne.

3—A 1

WF(A)I‘ —5 —1-2\

‘:A2—2A+2,

skad znajdujemy \; = 141, Ay = 1 —1. Wektory wtasne znajdujemy rozwiazujac réwnanie

(5 25 ()= (0)
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Rozwigzaniami sg

W1 = 1 Woy = 1
=\ =244 )7 27\ —2—-4 )"

Aby napisa¢ macierze F™ i exp(tF') wykorzystamy najpierw metode panow C&H:
A" = WF()\) QF,"()\) + al)\ + ag s
i podstawiajac tu A = A\; i A = Ay dostajemy

(1+4)" =a(1+1)+ao,
(1—i)”:a1(1—i)+a0,

skad znajdujemy ay = [(1+4)"—(1—i)"]/2i oraz ag = [(14i)(1—4)"—(1—i)(1+4)"]/2i. Oba
wspotezynniki, ag i a; sa czysto rzeczywiste, tak jak by¢ powinno. Zatem, wykorzystujac
twierdzenie C-H,

" = WF(F) QF,n(F) + alF + a()I = CL1F + a()[

:i((2+i)(1+i)"—(2—i)(1—i)" (144)" — (1 —4)" )
2i 5(1 — i)™ —5(1+i)" 2= +i)"—2+)1—i)" )"

Mozna (i nalezy!) sprawdzi¢, ze wzor ten dajepoprawnie F, F2. W podobny sposob
znajdujemy exp(tF') jako kombinacje a1 F' + aol, w ktorej a; i ag sa rozwiazaniami uktadu

) = a1 (1 +14) + ag,
=0 = (1 —14) +ag.

Otrzymujemy a; = e'sint, ag = e'(cost — sint)

. 3 1 : 10 2sint + cost sint
tF ¢ ¢ _ _
‘ _”1”(—5 —1)+6(C08t Smt)(o 1) e( —5sint cost—2sint)'

Te same macierze F™ i exp(tF) mozna otrzymaé takze rozkladajac ogolny wektor na
wektory wlasne macierzy F':

a) (I —2i)a—ib 1 (14 2i)a +ib 1
b))~ 5 o4i) T 2 o)
Zatem

Fn(g) :(1—21'—2)a—ib(1+l.)n(_21+i) +w(l_i)n<—;—i)'

Dodajac te wektory i “odczepiajac sie” od ogélnego wektora zapisujemy to w postaci

nf @) ([ T11 T12 a
()=o) G):
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gdzie wspotczynniki x;; okazuja si¢ tymi samymi elementami macierzy F™, ktfore znale-
lismy juz wyzej. Tak samo

tF a o (]. — 2'&)(1, — 'lb t(1+4) 1 (]. + 2Z)a + Zb t(1—1) 1
’ (b)‘_ 2 ‘ —24i) " 2 ‘ —2—i )"

i po uporzadkowaniu i “odczepieniu sie¢” od dowolnego wektora znajdziemy te sama ma-
cierz, co poprzednio.

Zadanie 9.8: \; = 1, Ay = 2+ 3i, A3 = 2 — 3i. Odpowiadajace im wektory wtasne
(mozna je zawsze pomnozy¢ przez jakas zespolong liczbe # 0):

1 3—31 2—31
21, 5—31 |, 3+ 3t
1 4 4

Zadanie 9.9: Najpierw sprawdzimy, czy macierz X jest diagonalizowalna. Pierwiastkami
jej wieloamianu charakterystycznego

4—X -3 0
Wx\)=| 0 1-X 0 |=-A—4)N\-1)7,
3 -3 1-2A

sa Ay = 4 (jednokrotny) i A = 1 o krotnosci 2. Nadal wiec nie wiadomo, czy macierz jest
diagonalizowalna. Szukamy wiec jej wektoréow wlasnych: réwnanie

0 -3 0 a 0
0 -3 0 bl=10],
3 -3 -3/ \¢c 0

ma jako swoje rozwiazanie a = ¢ = 1, b = 0, a r6wnanie

3 =3 0 a 0
0 0 0 b|l=10],
3 =3 0 c 0

ma dwa niezalezne rozwiazania: a = b =0,c=1oraza =b=11c = 0. Sa wiec trzy
wektory wlasne (przyjmujemy, ze macierz F jest macierza odwzorowania zapisanego w
bazie e;)

(W1,W2,W3) = (91792793)

_ O O

1 1

1 0],

0 1

i macierz X jest diagonalizowalna. Macierz tu stojaca to R(e). Odwrotna ma postac

-1 1
R(w<—e) = 0 1

1
0
1 -1 0



Sprawdzamy iloczyn Ru«e) - X(€)(€) - Ricew):

-1 1 1 4 -3 0 0 1 1 1 0 0
0 1 0 0O 1 0 01 0)J=(0 1 0| =D.
1 -1 0 3 -3 1 1 0 1 0 0 4
Jest ok. Zatem X = X)) = Recw) * D - Ruee). Jedli teraz napiszemy macierz Y

taka, ze Y2 = D, to macierz Recw) Y - Ruye) podniesiona do kwdratu da X. Macierz
D jest diagonalna i, zgodnie z tym, co bylo w skrypcie, macierz Y sklada si¢ z blokow
odpowiadajacych podprzestrzeniom wlasnym macierzy D: wartosci wltasnej A3 = 4 odpo-
wiada w macierzy Y blok 1 x 1 o elemencie £2 w prawym dolnym jej rogu. Natomiast
wartosci wlasnej A = 1 odpowiada w macierzy Y blok 2 x 2 wypelniajacy jej lewy gorny
rog. Najogolniejsza macierz, ktore podniesiona do kwadratu daje Io«o zostata znaleziona
w skrypcie w zadaniu 44. Miata ona postac

1 —ad —bc  2ac
ad — be —2bd ad+bc )’
i to te macierz (w ktorej a, b ¢ i d sa dowolne - byle ad — be # 0, moga by¢ nawet
zespolone - w ten sposob rozszerzamy nasza konstrukcje na wszystkie macierze zespolone,

ktore podniesione do kwadratu daja X) nalezy wstawié¢ jako lewy gorny blok macierzy Y.
Zatem macierze, ktore podniesione do kwadratu daja X mozna zapisa¢ w postaci

1 0 1 1 —ad — be 2ac 0 -1 1 1
o 1o —2bd  ad + be 0 0 1 0
wW=2\1 0 1 0 0  =+2(ad —be) 1 -1 0

Zadanie 9.10: Latwo jest podac postaé trzech macierzy oddzielnych obrotéw wokot trzech
osi (wyznaczanych przez wektory bazy e;). Prosty rysunek pozwala sie przekonadc, ze jesli
obrot nastepuje wokol osi wektora ez o kat ¢ (przeciwnie do kierunku ruchu wskazowek
zegara), to

€] = e cosp+eysing,

e, = —e;sinp + ey sinp,
Transformacje te mozna zapisaé¢ jako

cosep —sing 0
(€], €e),e3) = (er,ez,e3) [ sing cosp 0
0 0 1

~ (ela €2, 63)

O O =
O = O

0 0
0 —ipli 0 o] +...
1 0

Wydzielona macierz, nazwijmy ja J* = J?, jest generatorem obrotow wokot osi z (wektora
e3). Czynnik —i wydzielony z niej zostal zgodnie z powszechng konwencja (moze nie
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matematykow, ale napewno fizykéw). Analogicznie mozna rozpatrzy¢ obroty wokot osi
y oraz wokotl osi z i ustalié, ze

0 0 0 0 0 =
Jh=J"=10 0 —i|, J=s=|0 0 0],
0 ¢+ 0 — 0 0
Mozna tez sprawdzi¢ stosujac poznane juz metody, ze
' 1 0 0 - cosf 0 sinpg
e =10 cos?¥ —sind |, e " = 0 1 0 ,
0 sind  cosv —sinf 0 cosf

cosp —singp 0
singp cose O[],
0 0 1

6—2'ng3 —

Podana w zadaniu macierz mozna przedstawi¢ jako sume J*, JY i J*:

0o 2 1
J=-2 0 2| =—=i(=2J"4+J=2J%) ==i3(n'J +0*J +nJ%),
-1 -2 0

gdzie n' = —2/3, n? = 1/3 i n® = —2/3 sa skladowymi w bazie e; jednostkowego wek-
tora n. Macierz R = exp(3J) realizuje wigc zmiang bazy bedaca obrotem o kat m
wokot osi n.

Roéwnanie charakterystyczne macierzy J

-\ 2 1
WA =]-2 =X 2 |=-X\-9),
-1 -2 =X
daje jako jej wartosci wtasne Ay = 0, Ay = 3i i A\3 = —i. Macierz exp(J7/3) znajdujemy

metoda panéw C&H: z rownan
60“/3 = CL2'02+G1 '0+CLO,
e = ay- (31)* +ay - (3i) + ao,
€_i7r = ag - (—37,)2 +a; - (-31) + ag ,

znajdujemy (pamietamy: e = —1 po prostu!) ag = 1, as = 0, ay = 2/9. Zatem
9 o [0 —2 4 1 00
e”J/3:§J2+I:— —2 -8 =2 |+([0 1 0
4 =2 =5 0 0 1
1 -1 -4 8
o
§ —4 -1



Jak tatwo obliczy¢ wyznacznik tej macierzy jest rowny 1, tak jak kazdego uczciwego
obrotu. Mozna tez sprawdzi¢, ze wektor n jest jej wektorem wtlasnym z wartosciag wlasna
rowna jeden:

L1 48 —2 2
S 1 l=11],
8 —4 -1/ \ -2 —2

co jest mniej wiecej oczywiste (ale w zaproponowanym tu podejsciu niezupetnie jeszcze
uzasadnione, bo macierz R jest tu traktowana jak macierz zmiany bazy, a nie jak macierz
odwzorowania przyporzadkowujacego zywemu wektorowi zywy obrocony wektor; jeden
punkt widzenia z drugim mozna powiazac¢, ale wymaga to pewnej gimnastyki myslowej,
wiec na razie nie bedziemy sie w to wdawac): obrot nie zmienia wektora rownolegtego do
osi obrotu.

Zadanie 10.1: Macierz F' ma jedng podwojng wartos¢ wlasng, bo

3—A 2

Wr(h) = ‘ —2  —1-)

‘:)\2—2>\+1:(>\—1)2.

Ma ona tylko jeden wektor wlasny: réwnanie

(% 5)()-()

ma tylko jedno liniowo niezalezne rozwigzanie

(1)

Aby napisa¢ macierze F" i exp(tF') wykorzystamy najpierw metode panoéw C&H opierajac
sie na tym, ze skoro A = 1 jest pierwiastkiem podwoéjnym wielomianu charakterystycznego,
to zarowno Wr(1) =0, jak i W (1) = 0. Zatem w obu tozsamosciach wielomianowych

A= WF(A) Qp’n()\) -+ al)\ -+ ap ,
nX"h = Wie(N) Qea(N) + We(X) Qf,(N) + a1,

z ktorych druga wynika z pierwszej przez zrézniczkowanie stronami po A, po podstawieniu
A = 1 znikaja cztony z Wr i Qp,. Dostaje si¢ w ten sposéb dwa réwnania na a; i ag

l=a+a, n=a,

Stad

n B _(2n+1 2n
F"=nF+ (1 n)[—<_2n 1—2n)'
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Wzoér ten tatwo sprawdzi¢ dla kilku pierwszych wartosci n. Analogicznie, rozwiazanie
rOwnan otrzymanych przez podstawienie A = 1 do tozsamogci

et)‘ = WF()\) QF,@()\) + &1)\ + ap ,
te™ = Wip(\) Qre(N) + Wr(N) Q@p(N) +
(znow druga tozsamosé jest pochodna pierwszej po \) daje ag = (1 — t)e!, a; =te' i

2t el + et 2t e
tF 4t el —
e =te F+(1—-t)e'l (—Qtet oot )

Drugi spos6b opiera sie na wykorzystaniu twierdzenie o rozktadzie na podprzestrzenie
pierwiastkowe, ktory to rozktad jest tu trywialny: cala przestrzen wektorowa jest jedna
podprzestrzenia pierwiastkowa bo, jak tatwo sprawdzic,

(F—1)7= (_22 _22)2:0.

Zatem F" = [+ (F —1)]" = I +n(F —1I)+..., ale wyrazy wykropkowane sa juz
macierzami zerowymi. Zatem

. (10 2 2\ (241 2
F’__<0 1)*”1<—2 —2)“( —2n —mz+1)'

Wyszta oczywiscie ta sama macierz F", co metoda panéw C&H. Podobnie,
etF — etl-l—t(F—I) — 6tI . et(F—I) — etI [[—l—t(F . ]> + .. ]

gdzie znow wyrazy wykropkowane sa juz macierzami zerowymi. Zatem (et = e'I)

w142 2
‘ _e(-at 1-2t)°

tak jak poprzednio.

Zadanie 10.2:

a) Rekurencje z konkretnymi warunkami poczatkowymi mozna rozwiaza¢ podstawiajac
po prostu do niej Ansatz D,, = A\". Da to réwnanie (charkterystyczne) A\2 — X +1 = 0,
ktore ma dwa pierwiastki, ale tu akurat zespolone. Nie zrazajac si¢ tym piszemy

DHZA<1+2Z\/§> +A*<1—22\/§> ’

poniewaz warunki poczatkowe sg rzeczywiste, od razu napisaliSmy wzor tak, by wszystkie
liczby D,, byly rzeczywiste (musza one takie by¢, skoro warunki poczatkowe sa). State
dowolne sa jednak wcigz dwie. Warunki poczatkowe Dy = a, Dy = b daja

1+ s
A +Z\/§+A*1 Z\/gza’
2 2

4 1
A zzvﬁ_%A* QZngzm
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czyli A+ A* +iv/3 (A — A*) = 2a, —(A + A*) +iv/3 (A — A*) = 2b. Dodajac i odejmujac
te rownania jedno od drugiego dostajemy A +A* = a — b i iv3(A — A*) = a + b, a stad

A:a—b_.oH—b

1 .
2 243

Zatem przy D; = 0, Dy = 1 rozwigzaniem rekurencji jest

b= -4 (1438) (F8) -3 (1-38) (154))

a ogblny wzoér ma postac

1 Di+ Do\ (1+iv3) 1 Di+ D\ (1—iv3\
Dn:_<D1_D2_i Lt 2)( +Z\/§> +—<D1—D2+’i L 2)( Z\/§> .

2 V3 2 2 V3 2

Analogiczne rachunki powstaja przy podejsciu macierzowym. Rekurencje mozna za-

pisa¢ w postaci
D, \ (1 —1\"?/D,
Dn—l B 1 0 D1 ’

i jej rozwigzanie sprowadza si¢ do podniesienia do n — 2 potegi macierzy F', ktfej warto-
$ciami wlasnymi s wyznaczone wyzej zespolone pierwiastki A = (14+4+/3)/2 i A* réwnania
charakterystycznego \> — A+ 1 = 0. Jak to w metodzie C&H, F" = a1 F + agl, a wspol-
czynniki ay i ap znajdujemy z réwnann

1+ 1—1
+2N§ tae, V) =a 2“/§

A= a, + ag .

Daja one

m= O] = - ) XN,

Mozemy wiec napisa¢ (poniewaz potrzebna jest nam n — 2 potega macierzy dokonujemy
W ap 1 ap zamiany n na n — 2)

Dn = a1F11D2 + CLOD2 + a1F12D1 = CL1(D2 — D1> + Clng
Dy =Dy o1 . Do s o
=1 —— A" = (A\)" — i —= [ AA)"TTE =TT
P e o = 2 |
Wyglada to nieco inaczej, niemniej jest tym samym wzorem, co otrzymany poprzednia
metoda. Aby sie o tym przekonaé, nalezy poprzedni wzor przepisé korzystajac ze zwigzku
[(1£4v3)/2]? = (=1 £1iv/3)/2 i poréwnujac w obu wzorach odpowienie wspolezynniki
przy Di i D,.
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Oczywiscie, poniewaz macierz F jest diagonalizowalna, macierz F™ mozna znalezé
takze innymi sposobami: przez diagonalizacje F' i przez roztozenie wektora na ktory F™
ma zadziala¢ na wektory wtasne F'; jesli wektor ten jest ogélny, daje sic w ten sposob
otrzymaé cala macierz F".

b) W tym przypadku réwnanie charakterystyczne A\ — 4\ + 4 = 0, uzyskane po pod-
stawieniu Ansatzu D, = A", ma tylko jeden, podwodjny pierwiastek A = 2. Nie jest
wiec od razu jasne, czy mozna tak te rekurencje rozwiaza¢. Mozna. Mozna skade$ wie-
dzie¢, jaki tu chwyt dziala, a jak sie nie wie, ale sie jest fizykiem, to si¢ mozna postuzy¢
sztuczks fizyczng polegajaca na odwolaniu sie do cigglosgci.?? Zmienmy te rekurencje na
D, =4D, 1 —(4— 82)Dn:2. Roéwnanie charakterystyczne przejdzie w A2 —4\+4—£2 = 0
i bedzie juz mialo dwa rézne pierwiastki: A\ = 2 + 2|¢|. Teraz mozna napisa¢ Ansatz

Dp=As (2+2f])" + A (2-2f])",
i wyznaczy¢ stale A, i A_ z warunkow poczatkowych:

Di=Ay (2+2f]) +A-(2-2[),
Dy = AL (24 2¢))’ +A_ (2 —2[¢|)*.

Rozwiazujemy ten uktadzik, najlepiej z pomoca macierzowego fiku-miku
A _ 1 A(L—1e)*  =2(1— e ( Dy
A 16(1 —e2)fe] \ —4(1+e)?* 2(1+1e]) )\ D2 )

Dy = S {[2(0 = [e])*Dy = (1 = [e) Do] (2 + 2[e])"

Zatem

+[=2(1 + [e))2Dy + (1 + [e]) D] (2 — 2[e])"} -

Nalezy teraz wzia¢ granice |e| — 0. W czynniku (1 — £?) w mianowniku mozna od razu
potozy¢ e = 0, a zeby pozby¢ sie gotego 1/|e|, rozwijamy wyrazenie w kreconym nawiasie
do pierwszego rzedu w ||:

2n—3

Dy = == {201 = 20el + . )D1 = (L= |2 Do) (1+-le] +..)

+[—2(1+2|e|+...)0D1 + (1 + |e]) D3] (1 — nle|+...)}.

troche porzadkujemy

2n—3

D,=-"—
el

{2D1 [(1 = 2[e) (1 +nle]) — (1 +2[e]) (1 — nle[)]
=Dy [(1 = [e]) (1 +nle]) — (1 +[e]) (1 = nle))]}-

29Przyroda nie jest ciagla - sa atomy, kwanty itd.; ale do matematyki - dziedziny czystej, regularnej
i pieknej - nieciaglosé (np. takie potworki, jak funkcje nieciaglte w zadnym punkcie) wprowadzaja tylko
matematycy. Dlaczego? Pewnie dlatego, ze sami sa czescig Swiata fizycznego.
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Wyrazy bez ¢ w nawiasie kreconym sie redukuja i dostajemy
D, =(2-n)2"""Dy+ (n—1)2""2D,.

Fizyk potrafi!
W przypadku tej rekurencji sposéb macierzowy jest jednak prostszy. Jak zwykle pi-

szemy
D, \ a2 D: (4 4
(o)== () = ()

i by znaleZé n-ta potege macierzy F wykorzystujemy metode CH: F" = aF + apl,
gdzie ay i ag sa rozwiazaniami uktadu (oczywiscie rownanie charakrerystyczne i jego jeden
pierwiastek podwojny sa takie same, jak w pierwszej metodzie)

2" = 2a; + ag, n2"t =q,

(drugie réwnanie bierze si¢ ze zrézniczkowania tozsamosci \* = Wg(A)Qpn(A) + a1 A + ag
po A) czyli ap = 2"(1 — n). Wstawiamy to do D,, = a1F11Ds + agDy + a1 F1oD; =
4ay(Dy — Dq) + agDs (zamieniajac w a; i ap n na n — 2) i mamy

D, =4(n—2)2"3(Dy — Dy) +2" %3 —n)D,.
I juz. Posta¢ macierzy F™ w tym przypadku to

L (n2ly(1—n)2n  —pontl
F == n—1 n
n2 (1—-n)2

Zachecam do otrzymania jej metoda rozktadu na podprzestrzenie pierwiastkowe.

Zadanie 10.3: Wielomian charakterystyczny macierzy A

5—A —4 —4
Wi\ =] 4 -3-X 4 |=—-(NVH+XN-51+3)=-A—-12*A+3),
4 —4 —3—-A
ma dwa pierwiastki \; = 1 o krotnosci 2 i drugi, Ay = —3 jednokrotny. Wektor wtasny
odpowiadajacy Ao = —3 znajdujemy jako rozwigzanie réwnania
8§ —4 —4 a 0
4 0 —4 bl=10
4 —4 0 c 0

Golym okiem wida¢, ze a = b = ¢ = 1 jest rozwigzaniem. Tu wiadomo, ze jest tylko
jeden. Teraz wektor, lub wektory wtasne odpowiadajacy lub odpowiadajace Ao = 1
powienien(nny) by¢ jako rozwiazaniem(iami) réownania

4 -4 —4 a 0
4 -4 —4 bl=10
4 -4 —4 c 0
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Widaé¢ (znéw nieuzbrojonym okiem), ze sa dwa rozwiazania. Zatem zestaw wektorow
wtasnych macierzy A, to

1 1 1
)\1:11 1 s 0 s )\2:—31 1
0 1 1

Macierz jest wiec diagonalizowalna.
Macierz exp(tA) mozna znalezé na trzy sposoby. Najpierw po prostu roztozymy do-
wolny wektor na wektory wlasne (rachunki nie sa skomplikowane):

a 1 1 1
bl=(@—c)|1]+@=b|0]+(—a+b+c)| 1
c 0 1 1

Dziatamy na obie strony tej rownosci macierza exp(tA) i korzystajac z tego, ze po prawej
stronie wektory sa wektorami wlasnymi, otrzymujemy

a 1 1 1
o] =ea—c)[1]+e@=b|0]|+e®(—atbt+e)|1
c 0 1 1

Zbieramy prawg stron¢ w jeden wektor

a (2a—b—c)e'+(—a+b+c)e™
o] = (a—c)et +(—a+b+c)e™ :
c (a—b)e'+ (—a+b+c)e™™

i “odczepiamy sie” od wektora (a, b, ¢):

a et _ o3t =3t _ ot =3t ot

e b — et _ €—3t 6_3t €—3t _ et b

of — =3t =Bt _ ot o3t
I jest, bo macierz widniejaca po prawej stronie musi by¢, wobec dowolnosci wektora po
obu stronach, macierza exp(tA).

Znajdziemy teraz te sama macierz exp(tA) metoda CH. Poniewaz jest to przypadek z
dwukrotna wartoscia wlasna macierz A spelnia zredukowany wielomian charakterystyczny
WaA)==A=1)(A+3):

4 —4 -4\ [8 —4 —4 00 0
—(A-D)A+3)=—[4 —4 —4] |4 0 —-4|=(0 0 0
4 -4 —4)\4 -4 o0 00 0

Zatem kazda funkcja f(A) macierzy A rozwijalna w szereg potegowy (tzn. taka, ze f(x)
jest rozwijalna wokot zera), ktéra wobec tego mozna napisa¢ jako tozsamosé wielomianows

F(A) = Wa(A)Qas(A) + a1 A+ aol,
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w ktorej reszta jest wielomanem w A stopnia nizszego, niz wielomian WA(A) przez ktory
dzielimy wielomian (by¢ moze o nieskoriczonej liczbie wyrazow) f(A), redukuje sie do

f(A) =a1A+aol.
Wspotcezynniki a; i ag znajdujemy wstawiajac w zwykta tozsamosé wielomianowsa,
FO) = WaN)Qar(\) + ar A+ aol
wartosci wtasne. W przypadku f(A) = exp(tA) mamy
—3t

t
e =a; +ag, (& :—3CL1—|—CL0,

istad a; = (€' —e™3) /4, ag = (3¢’ + e73") /4. Zatem

. 5 4 -4\ 10 0
U=et=1(—e™) (4 =3 —4 |+ @Be+e™) |0 10
4 -4 -3 00 1

Gdy si¢ toto ztozy w jedna macierz, to wyjdzie to samo, co poprzednio.

Macierz odwrotan U~ mozna napisa¢ od reki U~! = exp(—tA). Wystarczy wiec wsze-
dzie w otrzymanej wyzej macierzy zmieni¢ znak przed t. No i zachecam do wymnozenia
mcierzy

et _ =3t =3t _ ot =3t _ ot Dot _ Bt @3t o=t 3t ot
et — =3t o3t e=3t _ ot et _ o3t 3t o3t _ ot
el o3t o3t _ gt o3t et _ o3t g3t _ ot 3t

Jest to sprawdzian, zesmy dobrze obliczyli exp(tA)!
Mozna jeszcze te sama macierz otrzymac z jej diagonalnej postaci exp(tA)

et 0 0
[eXp(tA)] (w)(w) = 0 ¢ 0 ’
0 0 e

jaka ma ona w bazie tworzonej przez jej wektory wtasne. Baza ta wigze si¢c z wyjsciowa
baza e; przez macierz zmiany bazy Rcc )

1 1 1
(W17W27W3) = (61762763) 1 0 1
0 1 1

Macierz odwrotng R(ye) = R!

(cw) tez tatwo otrzymac rozwiazujac odpowiedni uktadzik
rowanan



I teraz exp(tA) = [exp(tA)](e)e) = Riecw) - [eXP(LA)](w)(w) - Rwee):

1 1 1 e 0 0 1 0 -1
et=11 0 1 0 ¢ 0 1 =1 0
0 1 1 0 0 e3t -1 1 1

Po pracowitym wymnozeniu wyjdzie po raz trzeci ta sama macierz.

Zadanie 10.4: Wielomian charakterystyczny
Wr(\) = =A* +4)\2 =5\ +2 = —(z — 2)(x — 1),

ma pierwiastek pojedynczy \; = 2 i pierwiastek podwdjny Ay = 1. Odpowiadajgcymi
tym wartosciom wlasnym wektorami wlasnymi sg

0 1
)\1:22 1 y )\2:11 1
1 0

Jest wiec tylko jeden wektor odpowiadajacy wartosci wiasnej Ao = 1 i macierz nie jest
diagonalizowalna. Wartosci tej odpowiadé powinien zatem jeszcze wektor pierwiastkowy,
na ktorym zeruje si¢ macierz (F — I)?; spelnia on wiec rownanie

0 0 O a 0
-1 -1 0 bl=10
-1 -1 0 c 0

Roéwnanie to spelnia oczywiscie wektor wlasny o A\s = 1, ale tu chodzi o inny wektore od
wektora wtasnego liniowo niezalezny. Takim jest np.

0
0
1

Rozktad na podprzestrzenie pierwiastkowe jest nastepujacy

0 1 0
V =V; &V, = Span 1 @ Span 11, 0
1 0 1

Aby znalez¢ macierz F™ rozkladamy ogolny wektor na wektory rozpinajace podprze-
strzenie pierwiastkowe

a 0 1 0
bl=0b—-a)|ll]+al|ll]+(a@a=-b+c)| 0],
1 0 1



i dzialamy na te rownos¢ macierza F:

a 0 1 0
Frlb|l=0w—a2"|1|+all|+@=b+c)I+nF-1)+..)]0
1 0 1

WykorzystaliSmy to, ze pierwsze dwa wektory po prawej stronie sa wektorami wlasnymi;
przy dziataniu na trzeci napisalismy F™ = [I+(F —1I)]" = I+n(F —1)+n(n—1) (F —
I)?+. .., ale macierz (F' —I)? i dalsze (wykropkowane) dzialajac na wektor pierwiastkowy
daje zero. Zatem

a 0 1 0 1
Frlb|l=0b—-a)2"|1|+al|ll]+(a=b+c)| 0] +nla—b+c)|1
c 1 0 1 0
Zbieramy wszystko w jeden wektor i odczepiamy sie od dowolnego wektora:
a (n+ 1)a — nb+ nc n+1 -n n a
Frlb =1 n+1=-2a+2"—n)b+nc | =|n+1-2" 2"—n n b
c (1-2"a+ (2" =1)b+c 1—-2" 2" —-1 1 c

Uzyskana po prawej stronie macierz musi by¢ macierza F™ W podobny sposéb dostajemy
macierz exp(tF):

a 0 1 0
e lo]l=eb—a)|1|+eall]|+e(@=bte)I+t(F-1)+..)]0
1 0 1
Po analogicznych operacjach, jak wyzej, dostaje sie
a (1+1t)e —tel tel a
el b= (T+t)et —e? —te?+e* te b
c el — e —el et et c

Te same macierze mozna dosta¢ metoda CH.
f(F)=ayF? + a1 F +apl
gdzie wspotezynniki as, a1 1 ag sa wznaczone przez réwnosci
f(2) =4as + 2a; + ao,
fL)= az+ a1 +ap,
f'(1) =2ay+ ay,

Rozwiazaniami sa ag = —2f'(1)+ f(2), a1 = 3f'(1) —2f(2) +2f(1), aa = —f'(1) + f(2) —
f(1). Zatem

3 -2 2
e =(e"—(1+t)e) | -1 2 2
-3 3 1

2 -1 1 10 0

+(@2+3t)e—2¢")[ 0 1 1]+ (e*=2e)[0 1 0

-1 1 1 00 1



Po zebraniu w catosé¢, otryzmuje sie te sama macierz, co poprzednio.

Zadanie 10.5: Troche to jest zadanie dla walecznych, bo rachunki sa dtuzsze. Ale ma
ono to do siebie, ze jest mniej trywialne, bo si¢ tacza w nim rézne przypadki. Najpierw
wielomian charakterystyczny.

Wp(A) = =N +22° = A=A\ =22+ 1) =- AV =1’ = -2 A+ 1)*\—-1)%.

Macierz B ma wiec jedna jednokrotng warto$¢ wtasna A; = 0 i dwie podwojne: Ay = —1
i A3 = 1. Wektory wlasne sa nastepujace:

1 1 1 1
-1 -1 0 0
A =0: 11, XA=-1: 01|, X=1 0 1, 0
—1 0 0 —1
1 0 -1 0
Wartosci wtasnej A3 = 1 odpowiadaja dwa wektory wlasne, ale wartosci wtasnej Ay = —1

tylko jeden wektor. Macierz B nie jest wiec diagonalizowalna.

Macierz exp(tB) mozna w tym przypadku znalez¢ metoda CH. Poniewaz jednej po-
dwojnej wartoéci wlasnej odpowiadaja jednak dwa wektory, trzeba wykorzystaé¢ zredu-
kowany wielomian charakterystyczny Wg(\) = —X (A + 1)2(\ — 1), ktory jest czwartego
stopnia. Wykorzystywana do tego tozsamos¢ wielomianowa ma postaé (f(A) jest dowolna
funkcja rozwijalna w szereg wokot A\ = 0)

FO) = We(N)Qpr(N) + azA? + ax)? + a1\ + ay .
Podstawiamy do niej A\; =0, Ay = —11 A3 = 1, co daje trzy réwnania
f0)=ao, f(=1)=-az+ax—ar+ao, f(l)=az+az+a +ag,

Czwarte rownanie uzyskujemy rozniczkujac tozsamosé po A i podstawiajac A = —1 (te
wartos¢ wlasna, ktorej odpowiada tylko jeden wektor wtasny i ktora jest odpowiedzialna
za niediagonalizowalnos¢ macierzy B).

f'(—1) =3a3z — 2as + a; .

Razem sa wiec cztery niezbyt skomplikowane réwnania na cztery wspotczynniki. Ich
rozwigzaniami sg

ap = f(O) s
ar = S22 (1) + F(1) + AF(0) — 5F(—1)],

4
w = 5 (1) = 24(0) + f(-1)].
a5 = 7 [2(=1)+ £(1) = 41(0) + 37 (1)),
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Macierz np. exp(tB) dostajemy jako
e'B = a3B3 + ayB* + a1 B + aol ,

z f'(=1)=te", f(1) =¢€, f(—=1) =e i f(0) = 1. Powinno wyjs¢ (tak daje Mathema-
tica) [eP];; =1 —e " +e' —2te™" i (0 dziwo!) [e"P]55 = 1.

Podprzestrzenie pierwiastkowe odpowiadajace macierzy B sa oczywiscie trzy V =
Vi & V4, @ V5. Podprzestrzenie odpowiadajace wartosciom wlasnym A\ = 01 A3 = 1 sg
rozpinane przez wektory wlasne. Podprzestrzeni V5 jest rozpinana przez wektor wlasny

o wartosci wtasnej —1 i dodatkowy wektor pierwiastkowy, na ktoérym zeruje si¢ macierz
(B+1I)%

5 5 1 1 1 n
1 -1 -1 =1 =1 p
1 1 1 1 1 | =
1 -1 3 3 —1]|m
~3 -3 -3 -3 1 s

S OO OO

Roéwnanie to spelnia oczywidcie wektor wlasny odpowiadajacy wartoéci wlasnej —1, ale
trzeba znalez¢ liniowo niezalezny od niego inny wektor. Taki jest np. wektor

_ o O

Zadanie 10.6: Macierz F' ma pojedyricza Ay = 3 1 podwdjna wartos¢ wtasna Ao = 1.
Mimo to jest diagonalizowalna, bo ma trzy wektory wtasne

1 1 0
)\1:31 0 s )\2:12 1 s 1
1 0 1

Mamy tym samym macierz
110
Reew =10 1 11,
1 0 1

przejscia z bazy e; (pierwotnej bazy, w ktorej byla dana macierz F' = Fl¢y)) do bazy
wektoréw wlasnych. Macierz odwrotna, R,. ., ma postac:



W bazie wektoréw wlasnych macierz iloczynu skalarnego, takiego, ze wektory odpowia-
dajace réznym wartosciom wtasnym sa ortogonalne ma postac

A 0 0
sw=10 B C]|,
0 C D

przy czym A > 0, B > 0i BD — C? > 0, aby byt a to forma kwadratowa dodatnio
okre$lona. W bazie e; macierz tego iloczynu skalarnego ma zatem postac

1 1 -1 A0011—11

1
5@>=:Rgee-5@0-3w965 -1 1 1 0 B Cly| 1 1 -1
1 -1 1 0 C D -1 1 1

A+B+D-20 —-A+B-D A-B-D+2C

=7| “A+B-D A+B+D+2C -A-B+D

A-—B-D+2C —-A—-B+D A+B+D-2C
Na koniec sprawdzamy, czy macierz S - Fle)(e) Jest symetryczna:

A+B+D-2C —-A+B-D A—-—B-D+2C 2 -1 1
—-A+B-D A+B+ D+ 2C —-A-B+D 0 1 0
A-B-D+2C —A—-B+D A+B+D-2C 1 -1 2

34+B+D—-2C -3A+B-D B3A—B-D+2C
= —3A+B-D 3A+B+D+2C —3A—B+D
34—B-D+2C -3A—B+D B3A+B+D-2C

Rzeczywiscie, jest...
Zadanie 10.7: Wielomian charakterystyczny macierzy H = H )
Wr(A) = - 43X -2=- A=\ +A1-1)=A-1)>*\+2),

ma jeden pierwiastek podwodjny A\; = 11 jeden pojedyniczy pierwiastek podwojny Ay = —2.
Poniewaz sa one rzeczywiste, zachodzi podejrzenie, ze jest to odwzorowanie, ltore przy
odpowiednim doborze iloczynu skalarnego, moze by¢ samosprzezone. Do tego jednak
macierz H musi by¢ diagonalizowalna. Szukamy wiec jej wektoréw wtasnych. Najpierw
wektor odpowiadajacy Ay = —2:

1 0 —6i —6¢ a 0
3 -3 9 3 bl=1{0
3 -3 3 c 0
Nietrudno to rozwiazac¢ i znales¢, ze a = 2, b = i, ¢ = —i. A teraz wektor lub wektory
odpowiadajacy(e) Ay = 1:
1 —6 —6t —617 a 0
3 -3 3 3 bl=1{0
3 -3 =3 c 0
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Tu wida¢ gotym okiem, ze sa dwa liniowo niezalezne wektory spetniajace te réwnosé: a =
1,b=1,c=0o0raza=0,b=1,c= —1. Macierz H ma zatem trzy wektory wtasne. Jest
wiec diagnalizowalna i powinien ostnie¢ iloczyn skalarny, w ktorym odwzorowanie H jest
samosprzezone. Zeby znalezé takie iloczyny skalarne, przechodzimy do bazy utworzonej
z wektorow wlasnych w; odwzorowania H. Jednag macierz zmiany bazy, R.. ,, mamy “od
reki”

1 0 2
(W1, Wa, W3) = (e1,ez,e3) [ ¢ 1 '
0 -1 —2

Macierz do niej odwrotna, R, ., znajdujemy odkrecajac ten uktad réwnan wektorowych

1 0 -2t —2
2 ) )
1 7 7

Sprawdzamy, ze macierze te diagonalizuja H:

1 0 -2 =2 —4 -6t —61 1 0 2
Ryce Heye)  Recw = 3 —1 1 -1 )=1-3 5 3 i1 )
1 1 1 3 -3 -1 0 -1 —
1 0 0
=10 1 0 = Hw)(w)-
0 0 =2

W bazie tworzonej przez wektory wtasne iloczyn skalarny, w ktorym wektory wlasne
odpowiadajace r6znym wartosciom wlasnym sa ortogonalne, zapisany jako macierz S} =
(w;|w;)g, musi mie¢ postac

Stale A, B, D musza by¢ rzeczywiste i dodatnie. Dodatnia okreslonosé¢ (v|v)g > 0, jesli
v # 0, wymusza, by AB — |D|*> > 0. No bo jesli v = aw; + Swy + yws3, to

(v[v)s = Ala]* + B|A* = 2Re(D a*8) + Bl
Mozna to (trzy pierwsze wyrazy) teraz przerobi¢ na rzeczywista forme kwadratowa piszac

a=a+1ta, f=b+ibiD = D,+iD,imetoda minorowa ustali¢ warunki dodatniosci.
Macierz takiego iloczynu skalarnego przeflancowana do bazy e; zgodnie z przepisem

S = (eilej)s = (Wil Ruwe o s|Wi[Rued®))s = (Rued 1) Sy [Rueel®; |
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przyjmie (troche potworna) postacé

. B+ E iB+2D* +iE —iB +2D* +iFE
s© - —iB+2D —iE B+ E +2iD — 2iD* —~B—-2iD+FE+ A—2iD*
iB+2D—iE —B+2D+E+A+2iD* B-—2D+A+2iD*+FE

Macierz ta jest jak wida¢ hermitowska w sensie [S)];; = ([S®)];;)*, jak tego wymaga
iloczyn skalarny. Mozemy wreszcie sprawdzi¢ samosprzezono$é odwzorowania H, ktora
powinna si¢ objawia¢ hermitowskoscia macierzy [S'®];;[He))’s: Obliczamy wige iloczyn
S . He)(e) 1 otrzymujemy

. B —2E iB+2D* —2E —iB +2D* — 2%E
| —iB+2D+2iE 4A+ B+2i(D—D*)—2FE 4A— B—2i(D + D*) +2E
iB+2D+2E A4A—B+2i(D+D*)—2E 4A+ B—2i(D — D*) —2E

Rzeczywiscie, macierz ta jest hermitowska: [S(®) - Hyelij = ([S© - Heye)lsi)*

Zadanie 10.8 Jasne jest, ze v, = F" - vy. Trzeba wiec podnies¢ macierz F' do n-tej
potegi i zadziala¢ na podany wektor.

a) pierwsze macierz jest prosta, bo F'? = —I, ale zeby napisa¢ ogdlny wzor wygodniej jest
postuzy¢ si¢ metoda CH. Piszemy tozsamos¢ wielomianowa: A" = Wg(X)Qp,(X)+aiA+ag
i korzystajac z tego, ze Wr(+i) = 0 (wartosciami wlasnymi macierzy sa +i) znajdujemy,
ze 2ag = 1"+ (—1)", 2ia; = " —(—1i)", czyli ag = cos(nw/2), a; = sin(nn/2). Z twierdzenia
CH mozna wiec napisaé

= e+ e = (5 0lE).

Zatem v, = (cos(§n), —sin(§n)).

b) W tym przypadku wielomian charakterystyczny macierzy Wr(\) = —(A—3)(A\? — 4\ +
3) = —(A — 3)%)(A — 1) ma jeden pierwiastek pojedyniczy A = 1 i jeden A\ = 3 podwojny.
Macierz F' ma tylko jeden wektor wtasny odpowiadajacy wartosci wlasnej A = 3, czyli nie
jest diagonalizowalna. Przy wykorzystywaniu tweirdzenia CH trzeba postuzyé sie sztuczka
z rozniczkowaniem. Rownaniami wyznaczajacymi wspotezynniki as, aq i ap w tozsamosci
wielomianowej A" = Wr(A)Qrn(\) + agA* + e\ + ag sa

1" = ax+ a1 +ao,
3" = 9@2"‘3@1"—@0,
n3" ! = 6ay+ ay.

Ich rozwigzaniem sg as = (2n 3" 1 — 2" +1)/4, a; = (3" =3 —8n 3" 1)/2 i qy =
(9+3" — 23" + 14n 3" 1) /4. Zatem F" = ayF? + a1 F + agl, czyli

) 9 6 0 /310

o3l _on 41 gl _ 3 _ gy g
= 2" S 10 9 0]+ 2” 03 0
45 1 111
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9+ 3" — 23" 4 14n 37!
- 4

o O =
O = O
_ O O

Zadanie 10.9 Wielomian charakterystyczny macierzy F{e)e) ma postac (jego jedyny rze-
czywisty pierwiastek dosé¢ tatwo zgadnac):

We(A) = =X +4X\2 =N +10 = —(A — 2)(A\2 — 2\ + 5).

Macierz ma zatem odpowiadajace jego trzem (dwie z nich sa zespolone) wartosciom wta-
snym Ay = 2, Ay = 1+ 27 oraz Ay = 1 — 2i trzy wektory wlasne

1 1+ 1—3i
1], 1], 1
0 ~1 —1

Drugi z nich i trzeci nie naleza jednak do przestrzeni V, tylko do jej kompleksyfikacji.
Dlatego przestrzen V rozktada sie na sume prosta tylko dwoch przestrzeni niezmienni-
czych: jednej rozpinanej przez rzeczywisty wektor wlasny w; = e; + e, odpowiadajacy
wartosci wlasnej A\ = 2 i drugiej rozpinanej przez jakie$ takie dwie kombinacje liniowe
dwoch pozostalych wektorow wtasnych odpowiadajacych Ao =1+ 2¢1 Ay = 1 — 24, ktore
sa wektorami juz nalezacymi do V. Jako te wektory najtatwiej wzia¢ sume i pomno-
zona przez —i roznice wypisanych wyzej kolumienek. Zatem mozliwa baze przestrzeni V
realizujaca jej rozktad na podprzestrzenie niezmiennicze odwzorowania F' tworza wektory

1 1 1
(W1,W2,W3) = (61762793) 1 I 0
0 -1 0

Stojaca tu macierz, to macierze zmiany bazy Rew). Rozwigzujac ukladzik 3 x 3 rownaii
na wektory e;, e; i e3 (albo odwracajac te macierz jakim$ innym sposobem) znajdujemy

0 1 1
(e1,€9,€3) = (Wy,wa,w3) | 0 0 —1
1 -1 O

Stojaca tu macierz, to R(w«e). Mozna teraz juz skontruowac rzut II na podprzestrzen
niezmiennicza odpowiadajaca A\; = 2. Jego macierz w bazie wy, wy, W3 ma oczywista
postac

Hwyw) =

o O =
o O O
o O O

i po “oblozeniu jej macierzami zmiany bazy otrzymujemy

O =
O =

0
Hieye) = Rieew) * Liw)w) - Rwee) = 8
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Rzut II" na podprzestrzen dopekiajacg, ktora jest druga niezmiennicza, jest dany przez

-1 -1

1
/(e)(e) =Ilwyw) —Uwyw)y =0 0 -1
0 0 1

Poniewaz I+ 11" = [, a Il - F-TI' = II' - F'- II = 0 (jest to oczywiste z samej natury
podprzestrzeni niezmienniczych i definicji rzutow!), odwzorowanie F' mozna zapisa¢ jako
sume FF=11-F-II+1II'- F - TI'. W bazie wyjsciowej rozktad ten ma postac

3 -1

3 0
F(e)(e) = 2 0 1 = 0
-2 2 1 0

2 3 =3 1
21+1 2 -2 -1
0 -2 2 1

-1 1 1 1 a 0
0 0 2 1 b| |o
1 -1 1 —1||ec|] o
0 0 0 0 d 0

Nietrudno zobaczy¢, ze jest taki tylko jeden, o sktadowych (1,1,0,0), czyli w = e +
ey. Szukamy zatem wektoréw pierwiastkowych. Na pierwszym z nich, ry, daje zero
odwzorowanie (F — 2I)?, czyli jego skladowe sa rozwigzaniami réwnania

2 —2 2 -1\ [a 0
2 —2 2 =2 ||| (o
00 0 —=1||e|l 10
00 0 0 d 0

Poniewaz musi on by¢ liniowo niezalezny od w (ktérego sktadowe w sposéb oczywisty
tez sa rozwiazaniami tego réwnania), mozna go wzia¢ w postaci r; = e; + e3. Z kolei
na drugim, ry, daje zero odwzorowanie (F — 2I)3, czyli jego skladowe sg rozwiazaniami
rOwnania

000 -2\ [a 0
000 —2||b]| |o
000 0 ¢l 1o
000 0 d 0

Znéw musi on by¢ wybran jako liniowo niezalezny od w i ry, ktérych sktadowe tez, oczy-
wiscie to réwnanie spelniaja, ale wida¢, ze mozna po prostu wzia¢ ro = e; i bedzie dobrze.
Wreszcie, (F —2I)?* jest juz macierza zerows i jako ostatni wektor pierwiaskowy rs, ktory
powinien dopei¢ uktad (w,ry,ry) do bazy calej przestrzeni V' mozna po prostu wziaé
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r3 = e;. W ten sposob rozktad wektora v w tej nowej bazie bedzie trywialny. Piszemy
teraz

12 3
oF oy = 2t HF=20) 2 ([ +t(F —2I) + 5 (F —2I)%+ S (F — 2[)3) V.

Szereg si¢ urywa, bo jako sie rzeklo, (F'—21I)* jest zerowym odwzorowaniem (odwzorowuje
kazdy wektor w wektor zerowy). Poniewaz macierze operatorow (F — 2I), (F — 21)% i
(F — 2I)3 w bazie e; zostaly juz wyzej wypisane i poniewaz ich dziatanie na sktadowe
wektora v = e, “wycina” z kazdej macierzy jej ostatnia kolumne, mozemy natychmiast
napisac:

0 0 1 -1 -2
0 0 1 2 -2 B -2
tFey(e) . — 2t i
e 0 e 0 +1 1 + 5 1 G 0
1 1 0 0 0
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