
Zadania z analizy III.

(Cze±¢ zada« po
hodzi z notatek dr R. Suszka, a 
z�±¢ od inny
h kolegów matematyków)

Powierz
hnie

Zadanie

Znale¹¢ równanie pªasz
zyzny prze
hodz¡
ej przez punkt (1, 1, 1) i równolegªej do pªasz-


zyzny sty
znej w punk
ie ( 2√
3
, 3√

3
, 5√

3
) do elipsoidy

x2

4
+
y2

9
+
z2

25
= 1 .

Jaka jest odlegªo±¢ mi�dzy tymi pªasz
zyznami?

Zadanie

Sprawdzi¢, 
zy prze
iwobraz zera odwzorowania P : R3 → R

P (x, y, z) = 8(x2 + y2 + 2z2)− 24xy + 1 ,

jest powierz
hni¡ regularn¡ w oto
zeniu punktu o wspóªrz�dny
h

1
4
(
√
6,
√
6,
√
2 ), a na-

st�pnie wyzna
zy¢ przestrze« (pªasz
zyzn�) sty
zn¡ tej powierz
hni w tym punk
ie.

Zadanie

Czy prze
iwobraz zera funk
ji F : R3 → R
2

F(x, y, z) =

(

8(x2 + y2 + z2)− 24xy + 1
2x2 + 2y2 − 2z2 − 1

)

,

jest powierz
hni¡ regularn¡? Znajd¹ wektory sty
zne do niej punk
ie

1
4
(
√
6,
√
6, 2).

Zadanie

Sparametryzowa¢ krzyw¡ b�d¡
¡ prze
i�
iem powierz
hni zadanej wzorem x2+y2−z2 = 0
(odwró
ony sto»ek) z pªasz
zyzn¡ z = 1. Znale¹¢ wektory normalne do tej krzywej w

ka»dym jej punk
ie.

Zadanie

Czy odwzorowanie R
1 → R

2

x =
t (1 + t2)

1 + t4
, y =

t (1− t2)

1 + t4

zadaje wsz�dzie krzyw¡ regularn¡?



Zadanie

Dla jaki
h warto±
i rze
zywistego parametru x0 prze
iwobraz zera odwzorowania R
3
w R

2

F(x, y, z) =

(

x2 + y2 + z2 − 1
1
4
(x− x0)

2 + (y/3)2 + z2 − 1

)

,

jest krzyw¡ regularn¡?

Zadanie

Wspóªrz�dne bisfery
zne (ξ, η, ϕ) w R
3
zadane s¡ wzorami

x =
sin ξ cosϕ

chη − cos ξ
, y =

sin ξ sinϕ

chη − cos ξ
, z =

shη

chη − cos ξ
.

Czym s¡ powierz
hnie staªego η? Znale¹¢ tensor metry
zny w ty
h wspóªrz�dny
h. Czy

s¡ one wspóªrz�dnymi ortogonalnymi? Je±li tak, zapisa¢ w ni
h ��zy
zne� operatory

gradientu, dywergen
ji i rota
ji.

Formy: wªas
iwo±
i algebrai
zne, po
hodne zewn�trzne, formy pierwotne

Zadanie

Nie
h θ1 i θ2 b�d¡ dwiema liniowo niezale»nymi jedno-formami nad d-wymiarow¡ p. wek-

torow¡ V . Pokaza¢, »e je±li n+1-forma ω(n+1) (n+1 ≤ d) jest taka, »e θ1∧θ2∧ω(n+1) = 0,
to istniej¡ takie dwie n-formy ω1

(n), ω
2
(n), »e

ω(n+1) = θ1 ∧ ω1
(n) + θ2 ∧ ω2

(n) .

Zadanie

Dwu forma ω(2) jest prosta, je±li ω(2) = θ1∧θ2 dla jaki
h± dwu jedno-form θ1 i θ2. Pokaza¢,
»e je±li ω1

(2) i ω
2
(2) s¡ dwiema dwu-formami prostymi, to ω1

(2)+ω
2
(2) jest prosta wtedy i tylko

wtedy, gdy ω1
(2) ∧ ω2

(2) = 0.

Zadanie

Nie
h zbiór jednoform {f i}i=1,2n b�dzie baz¡ przestrzeni jedno-form na 2n wymiarowej p.

wektorowej V . Obli
zy¢ n-t¡ zewn�trzn¡ pot�g� (
zyli ω ∧ . . . ∧ ω n-krotnie) formy

ω = f
1 ∧ f

2 + f
3 ∧ f

4 + . . . f2n−1 ∧ f
2n .

Zadanie

Sprawdzi¢, 
zy poni»sze formy s¡ zamkni�te. Je±li s¡, poda¢ przykªad formy pierwotnej

ω =
y dx− xdy

2x2 − xy + y2
,

ω = y cos xdx− sin xdy,

2



ω =
xdy − y dx

y(x+ y)
,

ω = y2 ez cosxdx+ 2y ez sin xdy + y2 ez sin xdz ,

ω = (2xy3 + 4x) dx+ (3x2y2 − 9y2) dy ,

ω = 2xz dx+ 4yz2 dy + (x2 + 4y2z − 9z2) dz ,

ω = (yz − 2y2) dx ∧ dy − (3z2 + xy) dy ∧ dz − 2xdz ∧ dx ,
ω = (x2 + y2 + z2)−2(z2 dx ∧ dy + xz dy ∧ dz + yz dz ∧ dx) ,

ω =
1

xy2z
(zt dx ∧ dy + tx dy ∧ dz + xy dz ∧ dt+ yz dt ∧ dx),

ω = y (x− t) dt ∧ dx+ x t dy ∧ dt− x (t + 3xz) dx ∧ dy + x3 dy ∧ dz ,
ω = shx1 dx1 ∧ dx3 ∧ dx5 ∧ dx6 − cosx5 e

x1−x3 dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 ∧ dx5 ,

ω =
y dx− xdy

x2

Czy ostatni¡ form� mo»na s
aªkowa¢ po okr�gu o ±rodku w p. (0, 0)?

Zadanie

Obli
zy¢ po
hodne zewn�trzne form

ω =
1

(x2 + y2 + z2)
(xdx+ y dy + z dz)

ω =
z

(x2 + y2 + z2)2
(z dx ∧ dy + xdy ∧ dz + y dz ∧ dx) ,

ω =

√

x2 + y2 + z2

x2
(

−xz dy ∧ dz − yz dz ∧ dx+ (x2 + y2) dx ∧ dy
)

,

ω =
xz dx+ yz dy + (x2 + y2)dz

√

x2 + y2
.

Je±li sa to formy zamkni�te, poda¢ przykªadow¡ jednoform� η = ηxdx+ηydy+ηzdz, której
po
hodne zewn�trzne daj¡ (lokalnie) powy»sze formy.

Wskazówka: Pomo
ne mo»e by¢ zapisanie ty
h form w zmienny
h sfery
zny
h lub in-

ny
h.

Zadanie

Czy forma (f ′
x ≡ ∂f/∂x, et
.)

ω =
1

√

x2 + y2 + z2

[

(yf ′
z − zf ′

y) dy ∧ dz + (zf ′
x − xf ′

z) dz ∧ dx+ (xf ′
y − yf ′

x) dx ∧ dy
]

jest zamkni�ta? Je±li jest, poda¢ jak¡± jej form� pierwotn¡.

Zadanie

Sprawdzi¢, 
zy podane ni»ej pola wektorowe maj¡ poten
jaªy skalarne i/lub wektorowe.

Znale¹¢ przykªadowe poten
jaªy, je±li odpowied¹ jest pozytywna.

V = (x+ y) ex + (−x+ y) ey − 2z ez,
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V = 2y ex + (2x+ 3z) ey + 3y ez,

V = (x2 − z2) ex + 2 ey + 2xz ez,

V = (x2 + y2) ex + (−2xy + z2) ey + xz ez,

V = (yz ex + eyz) ex + (z ex + xz eyz) ey + (y ex + xy eyz) ez,

V =
r

|r|3 , r = x ex + y ey + z ez ,

V =

(

1 +
1

x+ y

)

ex +
1

x+ y
ey + ez,

V =
1

xy2z3
(yz ex − xz ln x ey − 2xy ln x ez),

V = x2 ex + y2 ey − 2z(x+ y) ez,

V =
1

r3
(xz ex + yz ey + (x2 + y2) ez) , r =

√

x2 + y2 + z2 ,

V = yz ex + (yz)2 ey + (yz)3 ez,

V =
1

(x+ y)2 + z2
[(x+ y − z) (ex + ey) + (x+ y + z) ez] ,

V =
1

ρ
[y ex − x ey + ρ ez] , ρ =

√

x2 + y2 ,

V = (x+ y) ex + (x+ z) ey + (y − z) ez .

Zadanie

U»ywaj¡
 form ró»ni
zkowy
h wykaza¢ to»samo±
i

div·(rotA) = 0 ,

rot(gradφ) = 0 ,

div·(φA) = gradφ·A+ φ div·A ,

div·(A×B) = (rotA)·B−A·(rotB) ,

rot(φA) = gradφ×A+ φ rotA .

Zadanie

Nie
h funk
ja f(x, y) znika na brzegu ∂Ω2 pewnego obszaru Ω ⊂ R
2
. Zde�niujmy dwie

dwu-formy:

ω1 = f(x, y)

(

∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2

)

dx ∧ dy ,

ω2 = −
[

(

∂f

∂x

)2

+

(

∂f

∂y

)2
]

dx ∧ dy .

Pokaza¢, »e

∫

Ω

ω1 =

∫

Ω

ω2 .
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Na tej podstawie uzasadnie¢, »e je±li ∇2f = 0 w obszarze Ω (i f znika na brzegu ∂Ω
tego obszaru), to f(x, y) ≡ 0 w Ω. (To jest twierdzenie o jednozna
zno±
i rozwi¡zania

równania Lapla
e'a (lub Poissona) w dwuwymiarowej elektrostaty
e).

Formy: 
zynniki 
aªkuj¡
e i równania ró»ni
zkowe

Zadanie

Dana jest jedno-forma

ω = z dx+ xdy + y dz .

Pokaza¢, »e d(fω) = 0 tylko, gdy f ≡ 0.

Zadanie

Metod¡ 
zynnika 
aªkuj¡
ego (lub jak¡± inn¡) znale¹¢ krzywe 
aªkowe równa« (prze
ho-

dz¡
y
h przez - je±li jest wskazany - punkt pªasz
zyzny)

• (x+ 2y) dx+ (2x+ y) dy = 0,

• (x2 − y) dx− (x+ sin2 y) dy = 0,

• −y dx+ (x+ y2) dy = 0, przez punkt (0, 1),

• (x2 + x+ y) dx+ (2x2y − x) dy = 0, przez punkt (1, 0),

• (y cosx− x sin x) dx+ (y sin x+ x cosx) dy = 0, przez punkt (π, 0),

• (2y2x3 − y) dx+ (2y3x3 − x) dy = 0,

• (xy2 − y) dx+ x2y dy = 0,

• (2x+ 3x2y) dx+ (x3 − 3y2) dy = 0,

• (y4 − 4xy) dx+ (2xy3 − 3x2) dy = 0,

• y (1 + xy) dx− xdy = 0,

• (3x3y+y2)dx+(x4+xy)dy = 0 przez punkt (1,−1), (szuka¢ 
z. 
aªk. λ = f(x)g(y)),

• y′+sin y
1+cos y

+ x = 0, przez punkt (1, π
2
)

W wi�kszo±
i przypadków 
hynnik 
aªkuj¡
y λ dla formy ω = P dx+Qdy mo»na dobra¢


zujnie patrz¡
 na warunek λ(P ′
y −Q′

x) = λ′xQ− λ′yP .

Zadanie

Metod¡ wykorzystuj¡
¡ 
zynnik 
aªkuj¡
y (lub jak¡kolwiek inn¡) znale¹¢ krzyw¡ 
aªkow¡

równania ró»ni
zkowego

(x3y − 2y2) dx+ x4 dy = 0 ,
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prze
hodz¡
¡ przez punkt (1, 2).
Wskazówka: Zbada¢, dla jaki
h warto±
i parametrów naturalny
h a, b ∈ N funk
ja

µ(x, y) = f(xayb) jest 
zynnikiem 
aªkuj¡
ym powy»szego równania.

Formy: 
aªkowanie po krzywy
h, powierz
hnia
h i obj�to±
ia
h

Zadanie

S
aªkowa¢ poni»sze jedno-formy po podany
h krzywy
h. Je±li krzywa jest zamkni�ta,

sprawdzi¢ wynik za pomo
¡ twierdzenie Stokesa.

• ω = (x2 + y2)−1(y2 dx− x2 dy)
po górnej poªów
e elipsy (x/a)2 + (y/b)2 = 1 za
zynaj¡
 od punktu (−a, 0).

• ω = ey cosxdx
po trójk¡
ie którego wierz
hoªkami s¡ punkty prze
i�
ia si� prosty
h x = 0, y = 0 i

3x+ 7y = 21. Trójk¡t obiegamy prze
iwnie do kierunku obrotu wskazówek zegara.

• ω = (x3 + 2y) dx+ (z + sin y) dy + (x+ sin z2) dz
po krzywej b�d¡
ej prze
i�
iem wal
a x2 + y2 = 4 z pªasz
zyzn¡ z = x+ 4.

• ω = 3y dx+ 2yz dy + z3(x+
√
1 + z2 shz2) dz

po prze
i�
iu elipsoidy 2(x/3)2+2(y/3)2+(z/3)2 = 1 z powierz
hni¡ 2z2 = x2+ y2,
z ≥ 0.

• ω = (z2 − y2) dx− 2xy dy + e
√
z cos z dz

po krzywej zadanej parametry
znie wzorami x = cos θ, y = sin θ, z = 8 − cos2 θ −
sin θ, θ ∈ [0, 2π].

• ω = (x2 − y2) dx+ (y2 − z2) dy + (z2 − x2) dz
po brzegu obszaru x+ y + z = 1, x, y, z ≥ 0

• ω = y2 dx+ z2 dy + x2 dz
po krzywej b�d¡
ej prze
i�
iem sfery x2 + y2 + z2 = R2

i wal
a x2 + y2 = Rx (
zyli

po Vivian
e) zawartej w obszarze x, y, z ≥ 0; punktem po
z¡tkowym jest (R, 0, 0).

• ω = (x2 − y2 + 2ax) dx− 2xy dy
po dolnej poªowie okr�gu o promieniu R i ±rodku w punk
ie (b, b) od mniejszego x
do wi�kszego.

• ω = (1+ x2 + y2)−1/2(xdx+ y dy) po ¢wiart
e elipsy (x/a)2 + (y/b)2 = 1 of punktu

(a, 0) do punktu (0, b).

• ω = y dx− xdy + dz
po krzywej zadanej wzorami x = (1+cos θ) cos θ, y = (1+cos θ) sin θ, z = 1+cos θ,
θ ∈ [0, 2π].
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• ω = x2 dx+ y2 dy + z2 dz
po krzywej zadanej wzorami x = cos θ, y = sin θ, z sin2 θ, θ ∈ [0, 2π].

• ω = (x− y3) dx+ x3 dy
po okr�gu x2 + y2 = 1 zorientowanym prze
iwnie do kierunku ru
hu wskazówek

zegara.

Zadanie

Obli
zy¢ pra
� wykonan¡ przez pole siªy F wzdªu» podanej krzywej

• F = k (y ex − x ey + z ez)
wzdªu» krzywej zadanej wzorami z = a cos z, y = b sin z od punktu A = (a, 0, 0) do
B = (−a, 0, π).

• F = ρ
(1+ρ2)2

(eρ + eϕ) ((ρ, ϕ) s¡ wspóªrz�dnymi biegunowymi)

wzdªu» krzywy
h: i prostej x = y od punktu (0, 0) do niesko«
zono±
i, ii) okr�gu

o promieniu R i ±rodku w punk
ie (0, 0); orienta
je krzywy
h wybra¢ sobie wedªug

uznania.

• F = (
√
x+ y3) ex + (x2 +

√
y) ey

po krzywej y = sin x, x ∈ [0, π].

• F = k (z ex + x ey + y ez)
wzdªu» krzywej b�d¡
ej prze
i�
iem powierz
hni zadany
h wzorami x2 + y2 = 1 i

x + y + z = 1. Orienta
ja krzywej zgodna z kierunkiem ru
hu wskazówek zegara

(patrz¡
 od punktu (0, 0, 0)).

• F = k ((1− y) ex + x2 ey + (2xy + z) ez)
wzdªu» krzywej b�d¡
ej prze
i�
iem powierz
hni zadany
h wzorami z−x2−y2 = 0 i

x+y = 1 na drodze od punktu (2,−1, 5) do (1, 0, 1). Orienta
ja krzywej jest zgodna

z kierunkiem ru
hu wskazówek zegara (patrz¡
 od punktu (0, 0, 0)).

• F = (6xz2 − 3x2yz) ex + 2x2z ey + 3x2z ez
wzdªu» krzywej b�d¡
ej brzegiem powierz
hni zadanej wzorami z = xy, x2+y2 ≤ 1,
y ≥ 0.

• F = x ex + (x+ y) ey + (x+ y + z) ex
po krzywej zamkni�tej b�d¡
ej prze
i�
iem wal
a x2 + y2 = 1 i pªasz
zyzny z = y.

Zadanie

Obli
zy¢ 
aªki z dwu-form po podany
h powierz
hnia
h

• ω1 = dx ∧ dy, ω2 = z dx ∧ dy, ω3 = z2dx ∧ dy
po elipsoidzie (x/a)2 + (y/b)2 + (z/c)2 = 1 zorientowanej na zewn¡trz.
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• ω = y dy ∧ dz + xz dx ∧ dy
po powierz
hni zadanej parametry
znie x = s, y = t, z = 1 + s2 + t2, s, t ∈ [0, 1]

• ω = xdy ∧ dy + y dz ∧ dx+ z dx ∧ dy
po brzegu obszaru 1 ≤ x2 + y2 + z2 ≤ 4 z ≥ 0. Wynik sprawdzi¢ posªuguj¡
 si�

twierdzeniem Stokesa.

• ω = z (dy ∧ dz + dz ∧ dx+ dx ∧ dy)
po zorientowanym na zewn¡trz brzegu obszaru x2 + y2 + z2 ≤ R2

, x, y, z ≥ 0.

• ω = x3ey dy ∧ dz − 3x2ey dz ∧ dx
po powierz
hni poªówki elipsoidy 6x2 + 2y2 + (z − 1)2 = 5, z ≥ 0.

• ω = xdy ∧ dz
po powierz
hni zadanego parametry
znie torusa: x = (4 + r cosψ) cosϕ, y = (4 +
r cosψ) sinϕ, z = r sinψ, r ∈ [0, 1], ψ, ϕ ∈ [0, 2π]

• ω = yu dx∧ dz + yz du ∧ dz + xu dz ∧ dy + xz dy ∧ du
po powierz
hni zanurzonej w R

4
, zadanej parametry
znie wzorami x = cos θ, y =

sin θ, z = cosϕ, u = sinϕ, θ, ϕ ∈ [0, π/2]

Zadanie

Obli
zy¢ 
aªk� z dwu-formy

ω =
z2

√

(y − 4)2 + z2
dy ∧ dz + z2

√

(x− 4)2 + z2
dz ∧ dx ,

po tej 
z�±
i powierz
hni torusa zadanego wzorem (
√

x2 + y2 − 4)2 + z2 = 9, która le»y

w obszarze x, y ≥ 0. Powierz
hnia torusa jest zorientowana na zewn¡trz.

Zadanie

Obli
zy¢ 
aªki z trój-form

• ω = x2y2z5 dx ∧ dy ∧ dz
po obszarze R

3
zadanym parametry
znie: x = r

√
1 + t2 cosϕ, x = r

√
1 + t2 sinϕ,

z = ct, r ∈ [0, a], ϕ ∈ [0, 2π], t ∈ [−b, b].

• ω = t dx ∧ dy ∧ dz
po powierz
hni poªowy (tej, na której t > 0) sfery S3 ⊂ R

4
o promieniu R i ±rodku

w (0, 0, 0, 0). Sprawdzi¢ tak»e twierdzenie Stokesa.

• ω = xdx ∧ du ∧ dz + 2yz dx ∧ dy ∧ dz
po zanurzonej w R

4
trójwymiarowej hiperpowierz
hni zadanej parametry
znie wzo-

rami x = r, y = t, z = s, u = (2t− s)2, r, s, t ∈ [0, 1].

Zadanie

Obli
zy¢ strumie« pola wektorowego V przez podan¡ powierz
hni�
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• V = V ez

przez górn¡ (tj. le»¡
¡ w obszarze z ≥ 0) poªow� elipsoidy (x/a)2+(y/b)2+(z/c)2 =
1 zorientowan¡ na zewn¡trz

• V = a
x2+y2+z2

(x ex + y ey + z ez)

przez zorientowan¡ do wewn¡trz powierz
hni� zamykaj¡
¡ (
aªkowi
ie) wale
 opi-

sany nierówn±
iami x2+y2 ≤ R2
, 0 ≤ z ≤ h, raz bezpo±rednio i drugi raz korzystaj¡


z twierdzenia Stokesa.

• V(x, y, z) = (y ex + z2 ey + x2 ez)
przez fragment zorientowanej �do wewn¡trz� powierz
hni Σ (zanurzonej w R

3
) zde-

�niowanej równaniem x2 + y2 − z2 = 1 wy
i�ty z Σ pªasz
zyznami z = 1 oraz

z = H > 1.

• V = yz ex + xz ey + xy ez,
Σ = ∂Ω, a Ω = {(x, y, z) : z (1 + x2 + y2) ≤ 2, 4x2 + 4y2 ≤ (1 + z)2, z ≥ 0}. Σ jest

zorientowana na zewn¡trz.

• V = r/r3

Σ jest zorientowan¡ na zewn¡trz powierz
hni¡ elipsoidy (x/a)2+(y/b)2+(z/c)2 = 1

• F = r/r3

Σ jest zorientowan¡ na zewn¡trz powierz
hni¡ powstaj¡
¡ z prze
i�
ia elipsoidy

(x/a)2 + (y/a)2 + (z/c)2 = 1 i sfery

• V = xy2 ex + x2y sin z ey + x2 cos z ez,
powierz
hnia Σ (jest to torus) jest zadana parametry
znie:

x = (2 + sin θ) cosϕ y(2 + sin θ) sinϕ z = cos θ ,

gdzie 0 ≤ ϕ < 2π, 0 ≤ θ ≤ 2π) i zorientowana na zewn¡trz.

• V = −x (x2 + y2) ex + (z − x2y − y3) ey + 4z(x2 + y2) ez, po powierz
hni zadanej

parametry
znie:

x = ρ cosϕ y = ρ sinϕ z =
(1− ρ)arctg(ρ cos(esinϕ))

cos(ρπ/4) ln(3 + cos(10ϕ))ch(ρ3)
,

gdzie 0 ≤ ρ ≤ 1, 0 ≤ ϕ ≤ 2π, a wektor n zadaj¡
y orienta
j� jest taki, »e n · ez > 0.

Uwaga w tym zadaniu 
hodzi o obli
zenie strumienia; jesli to jest beznadziejnie trudne

bezpo±rednio, mo»na wykorzysta¢ sprytnie twierdzenie Stokesa.

Zadanie

Sprawdzi¢ twierdzenie Stokesa 
aªkuj¡
 ω po po rozmaito±
i ∂M b�d¡
ej brzegiem M i

porównuj¡
 wynik z 
aªk¡ z dω po M . Pami�ta¢ o uzgodnieniu orienta
ji
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• ω = (x+ y)−1(dx+ dy)
M = {(x, y) : 2 ≤ x2 + y2 ≤ 4, 0 ≤ y ≤ x}.

• ω = y2 dx+ x2 dy,
M = {(x, y) : x2 + y2 + z2 = 1, x, y, z ≥ 0}.

• ω = (x+ y + z) dx ∧ dy,
M = {(x, y, z) : 0 ≤ x2 − 2x+ y2 ≤ 3, 1 ≤ y ≤ 2, 0 ≤ z ≤ 2}.

• ω = (x− y2) dy ∧ dz + xyz dz ∧ dx+ z2 dx ∧ dy,
M = {(x, y, z) : x2 + y2 ≤ 1, 0 ≤ z ≤ 2, x ≥ 0}.

• ω = xdy ∧ dz + y dz ∧ dx+ z dx ∧ dy,
M = {(x, y, z) : 1 ≤ x2 + y2 + z2 ≤ 4, z ≥ 0 (lub w wersji trudniejszej, M =
{(x, y, z) : 1 ≤ (x/a)2 + (y/a)2 + (z/b)2 ≤ 4, z ≥ 0),

• ω = 3x3 dy ∧ dz + 2y2 dz ∧ dx+ z dx ∧ dy
M jest obszarem ograni
zonym wal
em x2 + y2 ≤ 3, powerz
hni¡ o równaniu x2 +
y2 + 1 ≥ z2 i, od doªu, przez pªasz
zyzn� z = 0

• ω = xdy ∧ dz
M jest torusem opisanym parametry
znie: x = (4 + r cosψ) cosϕ, y = (4 +
r cosψ) sinϕ, z = r sinψ, r ∈ [0, 1], ψ, ϕ ∈ [0, 2π]

Zadanie

Obli
zy¢ 
aªk� z po
hodnej zewn�trznej jednoformy

ω = y2 dx+ x2 dy + xz dz ,

po zorientowanej na zewn¡trz powierz
hni 1/8 elipsoidy x2+(y/2)2+(z/2)2 = 1 le»¡
ej w

obszarze x, y, z ≥ 0. Sprawdzi¢ twierdzenie Stokesa 
aªkuj¡
 ω po brzegu tej powierz
hni.

Dªugo±
i, pola powierz
hni, obj�to±
i

Zadanie

Obli
zy¢ pole powierz
hni bo
znej, obj�to±¢ oraz wysoko±
i wzgl�dem posz
zególny
h

±
ian bo
zny
h równolegªo±
ianu rozpi�tego w R
3
na trze
h wektora
h

V =





1
2
3



 , W =





4
5
6



 , U =





7
8
10



 .

Zadanie

Obli
zy¢ dªugo±¢ spirali Nielsena (w R
2
) zadanej parametry
znie wzorami

x(t) = α

∫ t

∞
ds

cos s

s
, y(t) = α

∫ t

∞
ds

sin s

s
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(α jest dodatnim parametrem), od punktu o t = 1 do punktu o t = t0 > 1.

Zadanie

Obli
zy¢ dªugo±¢ loksodromy (w R
3
) zadanej parametry
znie wzorami

x(t) =
cos t

ch(t− t0)
, x(y) =

sin t

ch(t− t0)
, z(t) = th(t− t0)

(t0 jest staª¡), pomi�dzy punktami o t = t0 i t = t1 > 0.

Zadanie

Obli
zy¢ dªugo±¢ spirali Ar
himedesa zadanej w R
2
we wspóªrz�dny
h 
ylindry
zny
h

(ρ, ϕ) wzorem

r = αϕ

(α > 0), pomi�dzy punktami ϕ = 0 i ϕ = 2π.

Zadanie

Obli
zy¢ 
aªkowite pole powierz
hni pseudosfery (traktrysoidy) zadanej w R
3
parame-

try
znie wzorami

x(u, ϕ) = a
cosϕ

chu
, y(u, ϕ) = a

sinϕ

chu
, z(u, ϕ) = a (u− thu) .

ϕ ∈ [0, 2π], u ∈ (−∞,+∞).

Zadanie

Obli
zy¢ pole powierz
hni pla
ka Vivianiego, tj. tej powierz
hni wy
inanej ze sfery za-

danej równo±
i¡ x2 + y2 + z2 − R2 = 0 wal
em x2 + y2 − Rx ≤ 0, która znajduje si� w

póªprzestrzeni z > 0.
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