Zadania z analizy III.
(Czes¢ zadan pochodzi z notatek dr R. Suszka, a cze$¢ od innych kolegow matematykow)

Powierzchnie

Zadanie
Znalez¢ rownanie plaszezyzny przechodzacej przez punkt (1,1, 1) i rownoleglej do ptasz-

czyzny stycznej w punkcie (%, %, %) do elipsoidy

1’2 y2 22
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Jaka jest odleglo$¢ miedzy tymi plaszczyznami?

Zadanie
Sprawdzi¢, czy przeciwobraz zera odwzorowania P : R3 — R

P(z,y,z) =8(z* +y* +22°) — 24ay + 1,

jest powierzchnia regularna w otoczeniu punktu o wspoétrzednych i(\/é, v6,v2), a na-
stepnie wyznaczy¢ przestrzen (plaszczyzne) styczna tej powierzchni w tym punkcie.

Zadanie
Czy przeciwobraz zera funkcji F : R? — R?

S8(x? + 1y + 2%) — 24y + 1
F(l’,y,Z):( ( 2{1,’2y—|-2y2z222 _yl )

jest powierzchnig regularna? Znajdz wektory styczne do niej punkcie (v/6,v/6,2).

Zadanie

Sparametryzowac¢ krzywa bedaca przecieciem powierzchni zadanej wzorem a2 +y%—22 = 0
(odwrocony stozek) z plaszczyzna z = 1. Znalez¢ wektory normalne do tej krzywej w
kazdym jej punkcie.

Zadanie

Czy odwzorowanie R! — R?

t(1+t%) t(1—1t?)
T YTt

zadaje wszedzie krzywa regularng?



Zadanie
Dla jakich wartosci rzeczywistego parametru xo przeciwobraz zera odwzorowania R3 w R?

224yt +22 -1 )
F ) Y = Y
(#,2) (i(x—x0)2+(y/3)2+22—1

jest krzywa regularna?

Zadanie
Wspotrzedne bisferyczne (€,7, ) w R? zadane sa wzorami

sin £ cos sin € sin shn
T = L = — Z = .
chn — cos ¢’ Y chn —cos¢&’ chn — cos ¢

Czym sa powierzchnie statego 1?7 Znalezé tensor metryczny w tych wspolrzednych. Czy
sa one wspoOlrzednymi ortogonalnymi? Jesli tak, zapisa¢ w nich “fizyczne” operatory
gradientu, dywergencji i rotacji.

Formy: wlasciwo$ci algebraiczne, pochodne zewnetrzne, formy pierwotne

Zadanie
Niech 6! i #2 beda dwiema liniowo niezaleznymi jedno-formami nad d-wymiarowa p. wek-
torowa V. Pokazac, ze jesli n+ 1-forma w(,4+1) (n+1 < d) jest taka, ze ' A0* Aw11) = 0,

to istnieja takie dwie n-formy w(ln), w(zn), ze

W(n+1) = 91 AN W(ln) + 92 AN (A)(zn) .

Zadanie

Dwu forma wy) jest prosta, jesli wiy = 6 A6? dla jakichs dwu jedno-form 0 i 6. Pokazac,
ze jesli wiyy 1wl sa dwiema dwu-formami prostymi, to wiy) +w?,) jest prosta wtedy i tylko
wtedy, gdy w(12) A w(22) = 0.

Zadanie
Niech zbior jednoform {f'},_; 2, bedzie baza przestrzeni jedno-form na 2n wymiarowej p.
wektorowej V. Obliczy¢ n-ta zewnetrzna potege (czyli w A ... A w n-krotnie) formy

w=Ff AL P AP

Zadanie
Sprawdzi¢, czy ponizsze formy sa zamkniete. Jedli sa, poda¢ przyktad formy pierwotnej

ydr — xdy

222 — zy + y?’
w = ycosxdr — sinx dy,



_ xdy—ydx
- ylz+y)
w=y?e’ cosxdr + 2ye*sinxdy + y* e sinz dz,
w = (2xy® + 4x) dr + (32%y* — 9y?) dy,
w = 2zzdr + 4y2* dy + (2% + 4y°z — 92%) dz,
w=(yz — 2y dx Ndy — (32° + zy) dy AN dz — 2xdz A dx
w= (2 +y*+22)2(Pde ANdy + xzdy ANdz + yzdz Ndz),

w= (ztde Ndy +txdy \Ndz + xydz ANdt + yzdt A dz),

xy’z

w=y(x—t)dtANdx +xtdy Ndt —z(t +3z2)de Ady +2*dy N dz,
w = shxy dry N dxs N\ drs N\ drg — cos xs €™ ™3 dxy N daxo N dxs N drs
ydr — xdy
w="—>=
22

Czy ostatnig forme mozna scatkowaé po okregu o srodku w p. (0,0)7

Zadanie
Obliczy¢ pochodne zewnetrzne form
1
W= R (xdx +ydy + zdz)
z

- (1’2—|—y2—|—22)2 (ZdIAdy+IdyAdZ+de/\d:L'),

/2 2 2
w=Y" +‘;J e (—zzdy ANdz — yzdz Adz + (2 + y*) do A dy)
a

_zzdr+yzdy + (2 + y?)dz
Va+y? .

Jesli sa to formy zamkniete, poda¢ przyktadowa jednoforme n = n,dx +n,dy+n.dz, ktorej
pochodne zewnetrzne daja (lokalnie) powyzsze formy.

Wskazéwka: Pomocne moze by¢ zapisanie tych form w zmiennych sferycznych lub in-
nych.

w

Zadanie
Czy forma (f. = 0f/0x, etc.)

0= [(yf. — 2} dy Az + (=f, — ) dz Ao + () — yfL) do A dy]

/I2+y2+22

jest zamknieta? Jedli jest, podac jakas jej forme pierwotna.

Zadanie
Sprawdzi¢, czy podane nizej pola wektorowe maja potencjaly skalarne i/lub wektorowe.
Zmalez¢ przykladowe potencjaly, jesli odpowiedz jest pozytywna.

V=(x+y)e,+(—x+y)e, —2ze,,
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2y ++ (2 4+ 32)e, + 3ye,,

(2% — %) e, +2e, + 22ze,,

(2 +y) (—23:y+z)ey+:czez,

(yze +e¥*)e, + (ze" +xze¥) e, + (ye' +aye¥)e;,

< << <<
I

|r|3’ r=xe;,t+ye,+ze,,

1 1
V:( )ex+—ey+ez,
r+y Tty
1

V = R (yze, —xzlnze, — 2zylnxe,),

V:xzex+y2ey—2z(9:+y)ez,

1
V= are, tyre, (P i), r= Vel b g,

V =yze, + (y2)’e, + (y2)’e.,
1

V:m[(ery—z)(eﬁey)+(x+y+z)ez],

1
V:;[yem_xey"i_pez]u pzvx2+y27

V=(@+yle +(r+2)e,+(y—2)e..

Zadanie
Uzywajac form rozniczkowych wykazaé tozsamogci

div-(rotA) =0,

rot(grade) =0,

div-(9pA) = grade- A 4+ ¢ div-A |
div-(A x B) = (rotA)-B — A-(rotB),
rot(pA) = grade X A + ¢rotA .

Zadanie
Niech funkcja f(z,y) znika na brzegu 9Q, pewnego obszaru Q C R?. Zdefiniujmy dwie
dwu-formy:

2f  02f

wy = f(x,y) (@_I_W) dx N dy,

Wy = — [(gi) +(8ch)]d:c/\dy
/wlz wa .
Q Q

Pokazac, ze



Na tej podstawie uzasadnie¢, ze jesli V2f = 0 w obszarze Q (i f znika na brzegu 0%
tego obszaru), to f(z,y) = 0 w Q. (To jest twierdzenie o jednoznacznosci rozwiazania
rownania Laplace’a (lub Poissona) w dwuwymiarowej elektrostatyce).

Formy: czynniki catkujace i ré6wnania rézniczkowe

Zadanie
Dana jest jedno-forma

w=zdr+zdy+ydz.
Pokazac¢, ze d(fw) = 0 tylko, gdy f =0.

Zadanie
Metoda czynnika catkujacego (lub jaka$ inna) znalez¢ krzywe catkowe réwnan (przecho-
dzacych przez - jesli jest wskazany - punkt plaszczyzny)

o (x+2y)dr+ 2z +y)dy=0,
o (22 —y)dz — (z +sin’y) dy = 0,

o —ydx+ (z+y?) dy =0, przez punkt (0, 1),

2? + 1 +y)dr + (22%y — x) dy = 0, przez punkt (1,0),

ycosx —xsinx)dr + (ysinz + x cosx) dy = 0, przez punkt (7, 0),

ry? —y)dw + 2?ydy = 0,

(z?
(

o (2y%2® —y)dx + (2y%2® — ) dy = 0,
(
(22 4 32%y) dx + (2* — 3y?) dy = 0,
(

yt — dxy) dx + (2zy3 — 32?) dy = 0,

y(1+ay)de —xdy =0,

(323y+y?)dr+ (2 +zy)dy = 0 przez punkt (1, —1), (szukac cz. catk. A = f(x)g(y)),

y +siny

Teosy T % =0, przez punkt (1,%)

W wiekszosci przypadkow chynnik catkujacy A dla formy w = P dz + () dy mozna dobraé
czujnie patrzac na warunek (P, — Q) = \,Q — A\, P

Zadanie
Metoda wykorzystujaca czynnik catkujacy (lub jakakolwiek inna) znalez¢ krzywa catkowa
roOwnania rézniczkowego

(3y — 2y dr + 2 dy = 0,
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przechodzaca przez punkt (1,2).
Wskazéwka: Zbadaé¢, dla jakich wartosci parametrow naturalnych a,b6 € N funkcja
w(x,y) = f(z%°) jest czynnikiem calkujacym powyzszego réwnania.

Formy: catkowanie po krzywych, powierzchniach i objetoSciach

Zadanie
Scatkowaé¢ ponizsze jedno-formy po podanych krzywych. Jesli krzywa jest zamknieta,
sprawdzi¢ wynik za pomocg twierdzenie Stokesa.

o w= (224 y*) Ny dz — 2* dy)
po gornej potowee elipsy (z/a)? + (y/b)? = 1 zaczynajac od punktu (—a, 0).

o w=-—cYcoszdx
po trojkacie ktorego wierzchotkami sa punkty przeciecia sie prostych x =0, y =01
3z + Ty = 21. Trojkat obiegamy przeciwnie do kierunku obrotu wskazéwek zegara.

o w=(2*+2y)da+ (z+siny)dy + (z +sin 2?) dz
po krzywej bedacej przecieciem walca 22 + y? = 4 z plaszczyzng z = v + 4.

o w=23ydr+2yzdy+ 23(x + V1 + 22shz?) dz
po przecigciu elipsoidy 2(x/3)% +2(y/3)? 4 (2/3)* = 1 z powierzchnig 22?2 = 22 + 3,
z > 0.

o w=(22—y?)dr — 2zvydy + evV?cos 2 dz
po krzywej zadanej parametrycznie wzorami x = cosf, y = sinf, z = 8 — cos® —
sind, 6§ € [0, 27].

o w= (22 —y?)dr+ (y* — 2%)dy + (2* — 2?)dz
po brzegu obszaru x +y+z2 =1, x,y,2 > 0

o w=yidr+222dy+2*dz
po krzywej bedacej przecieciem sfery 2% + y* + 2% = R? i walca 22 + y? = Rx (czyli
po Viviance) zawartej w obszarze x,y, z > 0; punktem poczatkowym jest (R,0,0).

o w=(2?—y*+ 2ax)dx — 2zydy
po dolnej potowie okregu o promieniu R i srodku w punkcie (b, b) od mniejszego x
do wiekszego.

o w=(1+22+y*) " V2(xdx + ydy) po éwiartce elipsy (z/a)? + (y/b)* = 1 of punktu
(a,0) do punktu (0,b).

o w=ydr—xdy+dz
po krzywej zadanej wzorami x = (1+cos ) cosf, y = (1+cosf)sinf, z = 14 cosb,
6 € [0, 27].



o w=2x?dr+yidy+2°dz
po krzywej zadanej wzorami r = cosf, y = sinf, zsin?6, § € [0, 27].

o w=(r—9y¥)dr+23dy
po okregu z? + y* = 1 zorientowanym przeciwnie do kierunku ruchu wskazoéwek
zegara.

Zadanie
Obliczy¢ prace wykonana przez pole sity F wzdluz podanej krzywej

e F=FL(ye,—xe,+ze,)
wzdtuz krzywej zadanej wzorami z = acos z, y = bsin z od punktu A = (a,0,0) do
B = (—a,0,7).

o F= m (e, +e,) ((p, ) sa wspotrzednymi biegunowymi)
wzdhuz krzywych: i prostej x = y od punktu (0,0) do nieskonczonosci, i) okregu
o promieniu R i srodku w punkcie (0,0); orientacje krzywych wybra¢ sobie wedlug
uznania.

e F=(Vz+y’)e,+ (2*+/y)ey
po krzywej y = sinz, x € [0, 7).

e F=Fk(ze,+re,+ye,)
wzdtuz krzywej bedacej przecieciem powierzchni zadanych wzorami 22 + y? = 1 i
x4+ 1y + 2z = 1. Orientacja krzywej zgodna z kierunkiem ruchu wskazowek zegara
(patrzac od punktu (0,0,0)).

e F=Fk((1-y)e,+2%e,+ (2zy + 2)e,)
wzdtuz krzywej bedacej przecieciem powierzchni zadanych wzorami z —22 —y? = 0i
z+y = 1 na drodze od punktu (2, —1,5) do (1,0, 1). Orientacja krzywej jest zgodna
z kierunkiem ruchu wskazowek zegara (patrzac od punktu (0,0,0)).

o F = (6222 — 32%yz) e, + 22°z e, + 32’z e,
wzdtuz krzywej bedacej brzegiem powierzchni zadanej wzorami z = xy, 22 +1% < 1,
y > 0.

e F=uve,+(z+yle,+(x+y+2)e,
po krzywej zamknietej bedacej przecieciem walca 22 + y? = 1 i plaszczyzny z = v.
Zadanie

Obliczy¢ calki z dwu-form po podanych powierzchniach

o w =dv ANdy, wy=zdx Ady, ws=2z>dx Ndy
po elipsoidzie (z/a)? + (y/b)? + (z/c)? = 1 zorientowanej na zewnatrz.



w=ydyNdz+xzdx N\dy
po powierzchni zadanej parametrycznie x = s, y =1t, z = 1 + s> + 2, s,t € [0,1]

e w=xdyNdy+ydzNdx+ zdx Ndy
po brzegu obszaru 1 < 22 + y? + 22 < 4 z > 0. Wynik sprawdzi¢ postugujac sie
twierdzeniem Stokesa.

o w=2z(dyANdz+dzNdx+dzAdy)
po zorientowanym na zewnatrz brzegu obszaru % + y? + 22 < R?, x,y,2 > 0.

o w=1ax%YdyAdz— 3z%Ydz A dx
po powierzchni polowki elipsoidy 622 + 2y? + (2 — 1)2 =5, z > 0.

o w=uxdyNdz
po powierzchni zadanego parametrycznie torusa: x = (4 + rcos) cosp, y = (4 +
rcos)sing, z =rsiny, r € [0,1], ¥, ¢ € [0, 27]

o w=yudrNdz+yzduNdz+zudz ANdy + zzdy N du
po powierzchni zanurzonej w R*, zadanej parametrycznie wzorami = cosf, y =
sinf, z = cosp, u=singp, 0, ¢ € [0,7/2]

Zadanie
Obliczy¢ catke z dwu-formy

22 22

dy N\ dz + dz N\ dx,
-1+ 22 ERREE

po tej czesci powierzchni torusa zadanego wzorem (\/x2 + y2 — 4)% + 22 = 9, ktora lezy
w obszarze x,y > 0. Powierzchnia torusa jest zorientowana na zewnatrz.

Zadanie
Obliczy¢ calki z troj-form

o w=2*Sdr Ndy Ndz
po obszarze R? zadanym parametrycznie: x = rv/1 + 2 cos p, x = rv/1 + 12 sin p,
z=ct,r€[0,a], p €10,27], t € [-b,b].

e w=tdxNdyNdz
po powierzchni polowy (tej, na ktorej ¢ > 0) sfery S3 C R* o promieniu R i srodku
w (0,0,0,0). Sprawdzié¢ takze twierdzenie Stokesa.

o w=uxdr NduNdz+2yzdx Ndy N\dz
po zanurzonej w R* trojwymiarowej hiperpowierzchni zadanej parametrycznie wzo-
ramiz=r,y=1t z=su= (2t —s)% rs,tel01].

Zadanie
Obliczy¢ strumien pola wektorowego V przez podang powierzchnie



e V=Ve,
przez gorna (tj. lezaca w obszarze z > 0) polowe elipsoidy (z/a)?+ (y/b)?+(z/c)? =
1 zorientowana na zewnatrz

o V= (e tye, +ze;)
przez zorientowana do wewnatrz powierzchnie zamykajaca (catkowicie) walec opi-
sany nieréwnsciami 22+y? < R?, 0 < z < h, raz bezposrednio i drugi raz korzystajac
z twierdzenia Stokesa.

o V(r,y,2)=(ye, + 2%e, + 1%e,)
przez fragment zorientowanej “do wewnatrz” powierzchni ¥ (zanurzonej w R?) zde-
finiowanej rownaniem 2 + y? — 2?2 = 1 wyciety z ¥ plaszczyznami z = 1 oraz
z=H>1.

o V=yze,t+tzr2e,+aye,,
=00 aQ={(r,y,2): 2(1+22+y?) <2, 42 + 4y* < (1 + 2)%, 2 > 0}. T jest
zorientowana na zewnatrz.

o V=r/r
¥ jest zorientowang na zewnatrz powierzchnig elipsoidy (z/a)?+ (y/b)*+ (z/c)* =1

o F=r/r?
Y. jest zorientowana na zewnatrz powierzchnig powstajaca z przeciecia elipsoidy
(x/a)®+ (y/a)* + (2/c)* =11 sfery

o V=uy’e, +1%ysinze, +1’cosze,,
powierzchnia 3 (jest to torus) jest zadana parametrycznie:

x=(2+sinf)cosy  y(2+sinf)sing 2z =cosd,
gdzie 0 < ¢ < 27, 0 < 6 < 27) i zorientowana na zewnatrz.

o V= —z@®+y}e, + (2 — 2%y —y*) e, + 42(2* + y?) e., po powierzchni zadanej
parametrycznie:

T = pcos = psin 5= (1 — p)arctg(pcos(es"¥))
=pcosp Yy =psing ~ cos(pr/4) In(3 + cos(10¢))ch(p3) ’

gdzie 0 < p <1, 0 < ¢ < 27, a wektor n zadajacy orientacje jest taki, ze n-e, > 0.

Uwaga w tym zadaniu chodzi o obliczenie strumienia; jesli to jest beznadziejnie trudne
bezposrednio, mozna wykorzysta¢ sprytnie twierdzenie Stokesa.

Zadanie
Sprawdzi¢ twierdzenie Stokesa calkujac w po po rozmaitosci OM bedacej brzegiem M i
porownujac wynik z catka z dw po M. Pamieta¢ o uzgodnieniu orientacji



w = (x+y) Hdz + dy)
M={(z,y): 2<2?+y*<4, 0<y <z}

w =y dz + 22 dy,
M={(z,y): 2*+y*+22=1, 2,9y,2 > 0}.

o w=(r+y+2z)deAdy,
M={(z,y,2): 0<2® =20 4+9y> <3, 1 <y<2,0<2< 2}

o w=(z—yH)dyANdz+zyzdz Ndx + 22 dx A dy,
M= {(z,y,2): 2*+9y*<1,0<2<2 >0}

w=xdyNdz+ydz Ndx + zdx N\ dy,
M = {(z,y,2) : 1 <2 +y?>+22 <4, z>0 (lubw wersji trudniejszej, M =
{(z,y,2) 1 1< (x/a)” + (y/a)® + (2/b)* < 4, 2> 0),

w=3x3dy Ndz +2y*dz Ndx + zdx N dy
M jest obszarem ograniczonym walcem z2 + y? < 3, powerzchnia o rownaniu z? +
y? 4+ 1> 2% i, od dotu, przez plaszczyzne z = 0

w=xdyNdz
M jest torusem opisanym parametrycznie: x = (4 + rcosy)cosp, y = (4 +
rcosy)sing, z = rsiny, r € [0,1], ¥, p € [0, 27]

Zadanie
Obliczy¢ caltke z pochodnej zewnetrznej jednoformy
w=y de + 2*dy + xzdz,
po zorientowanej na zewnatrz powierzchni 1/8 elipsoidy 2% + (y/2)%+(2/2)? = 1 lezacej w
obszarze x,y,z > 0. Sprawdzi¢ twierdzenie Stokesa catkujac w po brzegu tej powierzchni.

Dtugosci, pola powierzchni, objetosci

Zadanie
Obliczy¢ pole powierzchni bocznej, objetosé oraz wysokosci wzgledem poszczeg6lnych
$cian bocznych rownolegloécianu rozpietego w R? na trzech wektorach

1 4 7
v=|2|, w=|5|, uU=]|s
3 6 10

Zadanie
Obliczy¢ dtugosé spirali Nielsena (w R?) zadanej parametrycznie wzorami

t t .
x(t):a/dscoss, y(t):a/dssms

00 S 00 S
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(e jest dodatnim parametrem), od punktu o t = 1 do punktu o t =ty > 1.

Zadanie
Obliczy¢ dtugos¢ loksodromy (w R?) zadanej parametrycznie wzorami

cost W) sint
e — x -
it —to) Tt —t)

0 2(t) = th(t — to)

(to jest stata), pomiedzy punktami ot =ty it =1t > 0.

Zadanie
Obliczy¢ dlugoéé spirali Archimedesa zadanej w R? we wspolrzednych cylindrycznych
(p, p) wzorem

r=qQp

(o > 0), pomiedzy punktami ¢ =01 ¢ = 2.

Zadanie
Obliczy¢ catkowite pole powierzchni pseudosfery (traktrysoidy) zadanej w R® parame-
trycznie wzorami

Cos ¢ sin @

z(u, ) =a y(u, ) =a z(u, p) = a(u — thu).

chu ’ chu ’

¢ € 10,27, u € (—00, +00).

Zadanie

Obliczy¢ pole powierzchni placka Vivianiego, tj. tej powierzchni wycinanej ze sfery za-
danej rownoscig x? + y? + 22 — R? = 0 walcem 2% + y? — Rz < 0, ktora znajduje sie w
polprzestrzeni z > 0.
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