MECHANIKA KLASYCZNA R
Wyklad prof. K. Meissnera

? listopada 2025 0 9.00, sala 7 - pierwsze kolokwium
? stycznia 2026 o 9.00, sala 7 - drugie kolokwium
? stycznia 2026 o 9.00, sala 7 - pierwszy egzamin pisemny

termin pisemnego egzaminu poprawkowego zostanie uzgodniony poézniej z osobami
nim (z koniecznodci) zainteresowanymi



ZADANIA Z MECHANIKI!

!Tu zamieszczam wszystkie zadania, takze te, ktére sa przerabiane na zajeciach (rozwiazania tych
zadan sa zamieszczone w dalszej czeéci tego pliku). Symbol £ nie oznacza, ze jest to zadanie “radzieckie”
(choé¢ niektére z nich takie sa) tylko co$ innego.



1 KINEMATYKA

Zadanie 1.1%
Dane sa cztery wektory A, B, C oraz D. Wyrazi¢ wielkosé

(A xB)-(CxD)
przez same iloczyny skalarne tych wektoréow. Przedstawi¢ wektor
(A xB)x(CxD)

w postaci kombinacji liniowej wyrazen, z ktérych wystepuje tylko po jednym iloczynie
wektorowym dwu wektorow.

Zadanie 1.2%
Dany jest tor r = r(\), gdzie A jest jakim$ parametrem. Wiadomo, ze przy dowolnej
wartosci A

dr dr

r-azo oraz rxa:O.

Pokazaé, ze tor taki jest po prostu punktem (tzn. ze r(\) jest stalym wektorem).

Zadanie 1.3%

Dany jest uktad wspéhrzednych (x,y) na plaszezyznie oraz okrag o promieniu R i srodku
w punkcie (0,0). Dana jest tez prosta p styczna do okregu, ktéra toczy sie po nim bez
poslizgu. (Bez poslizgu to znaczy, ze jesli w dwu réznych chwilach czasu zaznaczymy i
na okregu i na prostej punkty stycznosci, to odlegtos¢ miedzy tymi punktami na prostej
bedzie réwna dlugosci tuku pomiedzy punktami stycznosci na okregu). Biegunowy kat «
wyznaczajacy punkt stycznosci prostej p z okregiem zmienia sie z czasem: a = a(t). W
chwili ¢ = 0 prosta ta przechodzi przez punkt (R, 0), tj. «(0) = 0. Punkt A prostej ma w
chwili ¢ = 0 wspétrzedne (R, y4). Znalezé jego wspotrzedne w dowolnej chwili czasu.

Zadanie 1.4%

Wyprowadzi¢ wzory na sktadowe wektorow predkosci i przyspieszania we wspdtrzednych
biegunowych (r, @) na plaszczyznie i we wspélrzednych sferycznych (r, 0, o) w przestrzeni
tréjwymiarowe;.

Zadanie 1.5%

Podaé (tj. wyprowadzi¢) wzory na wszystkie trzy kartezjanskie sktadowe L¢ wektora (or-
bitalnego) momentu pedu czastki o masie m wyrazone przez: a) zmienne (i ich pochodne
po czasie) p, ¢, z cylindrycznego uktadu wspétrzednych, b) zmienne (i ich pochodne) r,
0, ¢ sferycznego uktadu wspéhrzednych. W obu przypadkach podaé takze wzory na L2.
Podac¢ takze sktadowe wektora L w bazach wersoréw e,, e, e, oraz e,, ey, e, zwigzanych
z tymi uktadami wspoélrzednych wyrazone przez zmienne tychze uktadow.



Zadanie 1.6%
W uktadzie kartezjanskim tensor elastycznych odksztalcen ciata ma sktadowe

=5 (5 + )

gdzie u;(x) to skladowe wektora przemieszczen. Rozpatrujac cialo plaskie mogace od-
ksztalcaé sie tylko w plaszczyznie xy = x119 wyprowadzié¢ sktadowe tensora odksztalcen
w uktadzie cylindrycznym wyrazajac je oczywiscie przez pochodne po zmiennych r i ¢
skltadowych wektora przemieszczen w tymze ukladzie.?

Zadanie 1.7%
Wyprowadzi¢ wzory wyrazajace wspotczynniki rozktadu wektora predkosci v, wektora
przyspieszenia a oraz pochodnej po czasie a wektora przyspieszenia na trzy ortonormalne
wektory
dr dt
—, n=p—, n=1, oraz b=txn,
dl P M
(dl v = |v|,jest tu rézniczka dlugosci toru), przez szybkosé v = |v|, promien p (lokalnej)
krzywizny toru, ich pochodne po czasie oraz skrecenie (torsje) 7. Promien p krzywizny i
skrecenie T sg zdefiniowane zwigzkami

dt 1 dn

— = - — =at b.
i pn, dl at+T1

[
Il

Wspétezynnik v w drugim zwiazku nie jest niezalezny od p i 7 i trzeba go wyznaczy¢.?

Zadanie 1.8%

Ptaska kolista tarcza obraca sie wokol prostopadlej do niej osi ze stata predkoscia katowa
w. Od érodka tarczy rusza zuczek* i podaza ku jej brzegowi ze stala predkoécia, vy skiero-
wana wzdhiz promienia tarczy. Jak wyglada ruch zuczka w nieruchomym kartezjanskim

2Wystarczy zajaé sie przypadkiem dwuwymiarowym, zeby zobaczyé, jak to robi¢. Rachunki sa do$é
zmudne, a przypadek trzech wymiaréw nic od strony koncepcyjnej by nie wniést; wzory w trzech wymia-
rach w ukladach cylindrycznym i sferycznym mozna znalezé w Teorii sprezystosci Landaua i Lifszyca (tom
VII ich stawetnego Kursu fizyki teoretycznej). Zauwazmy jeszcze, ze tensor jest obiektem geometrycznym.
Jedli ograniczamy sie do ortogonalnych ukladéw krzywoliniowych i postugujemy unormowanymi wekto-
rami bazowymi zwigzanymi z takim ukladem, mozna tensor odksztalcen U traktowac jak “biwektor”

U:%(?®u+u®V).

V jest tu “wektorem” gradientu, a strzatka nad nim pokazuje, w ktéra strone dziala zwiazane z nim
rézniczkowanie.

3Parametryzacja krzywej jej dlugoécia ! jest dla matematykéw “kanoniczna”. Ich naogél intere-
suje nastepujace zagadnienie: majac zadane p i 7 jako funkcje dlugosci, zrekonstruowaé sama krzywa
(oczywiscie p i 7 wyznaczaja krzywa tylko dokladnoscia do jej dowolnego przesuniecia i dowolnego ob-
rotu jako calosci).

4Zuczek gnojarek z muszka plujka na grzbiecie, zgodnie z posenka “Muszka plujka i zuczek gnojarek//
stanowili doé¢ dobrana pare...”



ukladzie (ktérego poczatek pokrywa sie ze srodkiem tarczy)? ZnaleZé nastepnie w tym
nieruchomym uktadzie:

a) wzory zadajace ruch we wspéhrzednych biegunowych (r, ¢),

b) réwnanie toru, po ktérym porusza sie punkt (zaréwno we we wspéhrzednych bieguno-
wych jak i kartezjanskich),

c) skltadowe radialng i transwersalng wektoréw predkosci (v) i przyspieszenia (a), tzn.
rzuty tych wektoréw na wersory e, i e, ukladu biegunowego,

d) |v| oraz |al,

e) wektory styczny t i normalny n do toru ruchu w kazdym jego punkcie (zob. Zada-
nie 1.1), oraz skladowe a; = a - t i a, = a - n wektora przyspieszenia a,

f) zaleznosé promienia krzywizny toru p od czasu (i sprawdzi¢ tym samym zwiazek
an = v?/p),

g) dtugosé toru zakreslanego przez zuczka w nieruchomym ukladzie w funkeji czasu t.

Zadanie 1.9%

Wiedzac, ze podczas ptaskiego ruchu czastki kat pomiedzy kierunkiem jej wektora wodzacego
r i wektorem jej predkosci v jest staly (i réwny «) znalezé we wspéhrzednych biegunowych:
a) wzér na tor czastki,

b) dlugosé toru w funkeji potozenia czastki.

Przyja¢ jako warunki poczatkowe ©(0) = 0 i 7(0) = ro. Zaleznosé szybkosci |v(t)| od
czasu moze by¢ dowolna.

Zadanie 1.10%

Wyznaczy¢ tor, po jakim powinien z predkoscia wieksza of predkosci dzwieku lecie¢ sa-
molot, by do obserwatora stojacego na ziemi dzwiek silnika samolotu dochodzil z calego
toru w tej samej chwili.

Zadanie 1.11%

Zmalez¢ i przedyskutowaé tor i ruch psa, ktéry goni zajaca uciekajacego z predkoscia v

po prostej. Pies biegnie z predkoscia c taka, ze jest ona stale skierowana w strone zajaca.

Zbada¢ kiedy pies zajaca dogoni i poda¢ punkt i chwile zlapania szaraka.

Wskazowka: Wybrac¢ uktad wspolrzednych kartezjanskich xy tak, by w chwili poczatkowe;j
t = 0 pies byt w poczatku ukltadu, a zajac w punkcie (a,0); prosta po ktérej ucieka zajac

jest wtedy prosta x = a. Wykazac, ze zachodzi zwiazek

@_ 1
dr  a—=x

v [* dy\”
—y+ - / doy[1+ (—y)
cJo dz
i stad, rézniczkujac, uzyska¢ rézniczkowe réwnanie wyznaczajace tor.

Zadanie 1.12%

Lustro wody w studni obniza sie ze stala predkoscia w. W chwili t = 0, gdy lustro wody
znajdowalo sie na pewnej nieznanej glebokosci, do studni upuszczono (tzn. puszczono z
zerowa, predkoscia poczatkowa) kamien. Odglos plusniecia tego kamienia o lustro wody



dotarldo spuszczajacego kamien w chwili ¢;. Po czasie T od upuszczenia pierwszego
kamienia upuszczono drugi kamien, odgtos plusniecia ktorego dotartdo spuszczajacego go
w chwili T+ t5. Przyjmujac, ze (stala) predkosé dzwieku w powietrzu jest réwna v, (i
znana) obliczy¢ na podstawie podanych danych predkosé w opadania lustra wody.

Zadanie 1.13

Nad punktem P na ziemi z samolotu lecacego na stalej wysokosci H z predkoscia v
wyskoczyt spadochroniarz i otworzyt spadochron po czasie t;, na ziemi zas wyladowalpo
czasie ty (od opuszczenia samolotu). Zaktadajac, ze od otwarcia spadochronu spadat on
ze staly predkoscia u znalezé:

1) predkosé samolotu wzgledem skoczka w funkeji czasu

2) odlegtosé samolot-skoczek w funkcji czasu

3) ruch skoczka wzgledem punktu P.

(Wszystkie te wielkosci wygodnie jest przedstawié graficznie).

Zadanie 1.14%

Ustawione na ziemi dzialo moze wystrzeliwa¢ pociski o poczatkowej szybkosci v w pod
dowolnym katem w stosunku do plaszczyzny horyzontu i w dowolnym kierunku azymu-
talnym. Pomijajac wpltyw sily Coriolisa wyznaczy¢ rownanie powierzchni ograniczajacej
obszar, do kazdego punktu ktérego pocisk moze dotrzec.

Zadanie 1.15%

Punkt porusza sie ze stala szybkoscia v po lezacej w plaszczyznie (z, y) krzywej o réwnaniu
y(r) = (2/3)ax®? (a > 0). Podaé zaleznosé od czasu wspéhzednych z i y jego potozenia
przyjmuaé, ze x(0) = 0. Podaé¢ kartezjanskie sktadowe wektora v predkosci i wektora a
przyspieszenia punktu oraz sktadowe przyspieszenia styczna i normalna do toru. Wyzna-
czy¢ takze promien p krzywizny toru punktu jako funkcji jej ditugosci (.

Zadanie 1.16%

Turysta wchodzi na gérke, ktérej zbocze wznosi sie zgodnie ze wzorem z(z) = y/ax, gdzie
a > 0, przy czym skladowa jego predkosci w kierunku pionowym jest stata i réwna wu.
Oblicz czas, po ktérym turysta rozpoczynajac z punktu o x = 0 dotrze do schroniska
znajdujacego sie na zboczu na wysokosci h. Podaj wspétrzedne (z, z) polozenia turysty w
kazdej chwili czasu a takze jego predkos¢ i przyspieszenie. Jaka droge pokona docierajac
do schroniska? Wyznacz takze krzywizne zbocza jako funkcje wysokosci z.



CZESC (CHYBA PRAWIE WSZYSTKO) TEGO, CO BYLO NA CWICZENIACH
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Rysunek 1: Trzy uktady wspotrzednych.

1. KINEMATYKA

Zadanie 1.3

Dany jest uktad wspéhrzednych (z,y) na plaszczyznie oraz okrag o promieniu R i srodku
w punkcie (0,0). Dana jest tez prosta p styczna do okregu, ktéra toczy sie po nim bez
poslizgu. (Bez podlizgu to znaczy, ze jesli w dwu réznych chwilach czasu zaznaczymy i
na okregu i na prostej punkty stycznosci, to odlegtos¢ miedzy tymi punktami na prostej
bedzie réwna dlugoscei tuku pomiedzy punktami stycznosci na okregu). Biegunowy kat o
wyznaczajacy punkt stycznosci prostej p z okregiem zmienia sie z czasem: a = a(t). W
chwili ¢ = 0 prosta ta przechodzi przez punkt (R,0), tj. «(0) = 0. Punkt A prostej ma w
chwili t = 0 wspdhrzedne (R, y4). Znalezé jego wspohrzedne w dowolnej chwili czasu.

Rozwiazanie:

Wyrazmy najpierw wspéhzedne kartezjanskie (z,y) dowolnego punktu na plaszczyzZnie
xy przez jego wspotrzedne (zg, yo) w ukladzie, ktéry ma z nieruchomym uktadem wspélny
poczatek i jest obrécony o kat « przeciwnie do wskazowek zegara:

T = Ty CoSa — 9YgSin v,

Y = xopsina + yocosa.

Poprawnos¢ tego wzoru nietrudno sprawdzi¢: gdy a = 7 powinno by¢ xo = y iy = —x.
Nastepnie wyrazamy wspélrzedne (xg, yo) przez wspohrzedne (2, y') uktadu przesunietego
o R wzdtuz osi zq

r=(2'+ R)cosa —y sina,

y= (24 R)sina+y cosa.

(2',y') jest ukladem o poczatku O’ lezacym na okregu o promieniu R. Prosta p w mo-
mencie, gdy jest do tego okregu styczna w O, pokrywa sie z osia 3. Jesli prosta ta z
polozenia zajmowanego w t = 0 przetoczyla sie bez poslizgu stale pozostajac styczna do
okregu w O’, to punkt A przesunal sie w kierunku punktu stycznosci prostej z okregiem
(lub od niego oddalit - zaleznie od tego, czy y4 > 0, czy ya < 01 od tego, w ktdra strone
po okregu przetacza sie prosta p) o odleglo$¢ Ra. Przyjmujac, ze kat « rosnie przeciwnie
do kierunku ruchu wskazéwek zegara, zauwazamy, ze w ukladzie (2’,y’) punkt A ma po
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przetoczeniu sie wspélrzedne (0, ya — Ra). Stad, w wyjSciowym ukladzie kartezjanskim
xy jego wspolrzednymi beda

z(t) = Reosa(t) — (ya — Ra(t)) sina(t),
y(t) = Rsina(t) + (ya — Ra(t)) cosalt) .

Zaleznosé a(t) moze byé, oczywiscie, dowolna.



Zadanie 1.4

Wyprowadzi¢ wzory na sktadowe wektorow predkosci i przyspieszania we wspotrzednych
biegunowych (r, ¢) na plaszczyznie i we wspéhrzednych sferycznych (r, 0, p) w przestrzeni
tréjwymiarowe;.

Rozwiagzanie:
Ze wspolrzednymi kartezjanskimi x, y i z stowarzyszone sa ustalone jednostkowe wektory
(wersory) e, e,, e,. Wektory polozenia r, predkosci v i przyspieszenia a zapisane jako
kombinacje liniowe tych wersoréw wyrazaja sie oczywistymi wzorami
r=e,r+e,yt+e,z,
v=e,T+e,y+e,z,
a=e,rTte,yte,z.

Uklad wspétrzednych biegunowych na plaszczyznie zadaja wzory

T =TCcosy,
y=rsing.

Ze wspotrzednymi tymi stowarzyszone sa wersory e, i e,, ktére zmieniaja sie od punktu
do punktu. (Nalezaloby wiec pisa¢ e, (z,y) i e,(x,y) lub e,(¢) i e, (y) - w istocie wersory
zaleza tylko od kata ¢.) Sporzadzajac odpowiedni rysunek (i rozpatrujac przypadki ¢ = 0
i p =7Z) latwo jest zobaczy¢, ze’

€. = €,Ccosp+e;siny,

€, = —€,SInyY + e,cosy.
Wzory te latwo odwréci¢ i otrzymacd

€, = €,Co8p —e,sinp,

e, =e,.siny +e,cosp.

Oczywiscie kazdy wektor mozna zapisa¢ albo w bazie wersoréw kartezjanskich e,, e,,
albo w bazie wersoréw e,, e, w odpowiednim punkcie.® Piszemy zatem (wprowadzajac
oczywiste skrétowe oznaczenia)

I =e,7Cosp+e,rsinp

= (e,Ccp — €,5,) TCy + (€,5, + €,C,) TS, = €, 7,

5Dalej zobaczymy, ze wzory takie mozna zawsze otrzymaé bezposrednio ze wzoréw definiujacych krzy-
woliniowe (tu biegunowe) wspélrzedne.

%Na pozér wersory e, e, zdefiniowane w dowolnym punkcie stanowia baze, w ktérej mozna rozlozyé
dowolny wektor, np. wektor predkosci odpowiadajacy innemu polozeniu. Jednak przy bardziej geome-
trycznym spojrzeniu okazuje sie, ze gdyby zajmowadé si¢ ruchem na dowolnej tzw. rozmaitosci, to z
kazdym punktem takiej rozmaitosci stowarzyszona jest naprawde inna przestrzen wektorowa. I to ele-
mentami przestrzeni wektorowej witasciwej dla danego punktu rozmaitosci - tzw. przestrzeni stycznej
do rozmaitosci w tym punkcie - sa wektory predkosci i przyspieszenia zdefiniowane w danym punkcie
rozmaitosci. Wektory te, mo zna zatem rozklada¢ tylko na bazowe wektory przestrzeni stycznej wlasciwej
dla danego punktu rozmaitosci przestrzeni stycznej.
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jak tez mozna sie bylo spodziewaé¢. Analogicznie

vV =€, (rc, — rs,) + ey, (s, + r¢cy,)
= (e,cp, — €,8,) (Tcy, — TPSy,)

+ (ers5, +e,cy) (15, +1¢c,) = e 7 +e,rd.

Sktadowa r-owa predkosci jest oczywista - gdyby ruch odbywat sie wzdtuz promienia tylko,
jego predko$¢ w tym kierunku bylaby w oczywisty sposéb réwna 7. Podobnie oczywista
jest sktadowa p-fowa: r¢ jest po prostu predkoscia liniowa zwiazana z ruchem po okregu
o promieniu r. Wreszcie

a=e, (7';% — 2rps, — 1S, — T¢2C¢)
+e, (fssp + 2rpc, + rpe, — rgb28¢)
= (e,cp, — €,5,) (i‘cw — 21 pSy, — TPSy, — rgbzc@)

+ (ersp + €pcy) (fsso + 27pc, +rpcy, — 7’@23@) =€ (T - T‘p2) +e, (2rp+rg).

Zméw wiekszos¢ wyrazow wystepujacych w koncowym wzorze jest oczywista: 7 jest przy-
spieszeniem ruchu wzdluz promienia, —r@? jest przyspieszeniem dosrodkowym w ruchu
po okregu o promieniu r, a r¢ jest liniowym przyspieszeniem zwiazanym z przyspiesza-
niem ruchu po okregu o promieniu r. Jedynie wyrazu 27¢ nie mozna tatwo otrzymac na
podstawie rozpatrywania takich szczegdlnych postaci ruchu.

Zauwazmy tez, ze powyzsze wzory mozna by bylo otrzymac nieco inaczej, gdyby naj-
pierw znalez¢ pochodne po czasie wersorow e, (¢) i e,(¢). To za$ jest latwe (wersory e,
i e, jako stale, nie podlegaja rézniczkowaniu):

d

pri e (€excp +€ys,) = —Ps, (€0, — €,5,)

+pCp (€r5p + €pCy) = €pp,
d d ;
dt €p = at (—ers, +eycy) = —pc, (e.cp, — €,5,)

— S, (€r5, +€4C,) = —€,.

Mozna (i wlasciwe nalezy) ugdlni¢ te wzory tak, by nie wystepowala w nich zaleznosé
od czasu; nalezy po prostu pytaé¢, jak zmieniaja sie wersory przy przejsciu od punktu o
wspéhrzednych (7, ) do sasiedniego o wspétrzednych (r 4 dr, ¢ + dyp). Zmiany te sa dane
przez

0 e =0 0 e e
o 9p T
0 e, =0 0 e, = —e
or 7 odp ¢
Majac te wzory mozna juz predkos¢ i przyspieszenie znalezé “na piechote”:
d L : .
V= (e,7) =€, 7+ & r=er7r+e,rp,
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i podobnie

d ) i . .. . . .9
a=— (e, +e,r9) =€, 7 +e,7p+e,(rp+rp)—e,re
=e (i —r¢?) +e, (2rp+rd),
tak jak i poprzednim sposobem.
W przypadku ukladu wspétrzednych sferycznych zadnych wzorami
x =rsinf cosp = rspc,,
xr =rsinfsing = rsps,,
x =rcosf =rcy,

trudniej jest graficznie zobaczy¢, ze

€. = €,;59C, + €yS5pS, + €,Cq,
€9 = €;C9C, T €yCyS, — €:5¢,
€, = —€;5, + €yC, .

Wzory te mozna jednak natychmiast dosta¢ wspomnianym juz sposobem, ktéry przed-
stawimy nizej. Aby je odwréci¢, tj. wyrazi¢ e, e,, e, przez wersory e,, €g, €,, MNozZymy
pierwsze z wypisanych wyzej réwnan przez sq (cg), drugie przez ¢y (s), dodajemy (odejmu-
jemy) je do (od) siebie i zestawiamy z trzecim, otrzymujac uktad (ostatnie z poprzednich
réwnan teraz napisane zostato jako srodkowe)

e.Sg+epcy = €,;Cp + €Sy,
e, = —€;S, +€,C,,
€-Cp —€9Sp = €,

ktéry juz latwo rozwiazaé ze wzgledu na e, i e, (e, juz jest). Ostatecznie

€, = €;59C, + €9CeCy, — €4S, ,

€y = €595, + €9CyS, + €,C,

€, =€,.Cp —€9Syp.

Mozna traz standardowym sposobem znalez¢ pochodne wersoréw e, eq, e, po katach

0 i ¢ (jest miej wiecej jasne, ze ich pochodne po r musza znika¢). Obliczymy, zeby byto
sprawniej, pochodne zupelne po czasie (wektory mnozace 7, 6 1 ¢ beda wtedy pochodnymi
rézniczkowanych wersoréw po wspétrzednych r, 6 1 ¢):

d . _ . ' .
7 e =e, (6’09% — g08984p> +e, (909% + @sacgj) + e, (—9$9>
= (e,s9cy, + €gcoCy, — €4,5,) (909% — cps(gs@)
+ (e,505, + €9CoSy, + €4Cy) (9093@ + @secw)
+ (e, cog — €y sp) (—939)
=g 0+ €, Sy,
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d : . . ) .

7 e =e, (—939(:@ - goces¢> + e, (—939% + goc(;c@) + e, (—9@)
= (e,sgc, + €gcocy, — €45,) (—989% — gbcesg;)
+ (ers95, + €9cos, + €,cy) <—9898¢ + gbcec¢>
+ (er Cyp — €y 89) (—éCQ)
= —eré+ewgb09,

1 wreszcie

d . )

E €, =€; (—(pc¢) + €y (_SOSSD)
= (e,50c, + €gcocy, — €,5,) (—pcy,)

+ (€r805, + €aCaS, + €,C,) (—Ps,)

= —€, PSp — €9 PCy .

Stad bezposrednio odczytujemy pochodne wektoréw e, eg i e, po katach

ge—O ge =e€ ie—es

or r — U, 90 r — €6, 84,0 r — Cpob,
ge—O 2e——e ge =e,cC

or 0 — Y, o0 0 — T 8@ 0 — Cp Lo,

0 0 0

Eecp:(), %ecp:(), %e¢:—er89—6969.

Mozna teraz tatwo napisaé¢ wzory na predkosé i przyspieszenie:”

d ) . :
v = %(err) =e. 7 +eyrd+e,rpsg,

d . .
a= 7 (er 7+ eprd + e, rgbsp) =e, (r —ré? — rgbzsg)

+eg <r9 + 270 — rgb23909>
+e, (r¢39 + sy + 2r9gbce> .
Znéw czesé wyrazéw daje sie prosto zintepretowad: czton —r6? w skladowej a, jest

oczywiscie przyspieszeniem dosrodkowym ruchu po wielkim kole (po potudniku), a czton
rf w skladowej ag jest przyspieszeniem liniowym takiego ruchu; ruch po réwnolezniku

"W popularnym u nas (przynajmniej na naszym warszawskim Wydziale Fizyki) podreczniku mechaniki
autorstwa G. Biatkowskiego wzory na sktadowe przyspieszenia (wzér 2.12 s. 44) sa podane z bledami: w
sktadowej a, brak czynnika sz, a w sktadowej ag opuszczony zostal ostatni czlon z (2.
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daje tez przyspieszenie dosrodkowe, ale promien réwnoleznika zalezy od kata 6 i jest
rowny rsg - przyspieszenie to jest jednak skierowane do $rodka lezacego w plaszczyznie
réwnoleznikowej (a nie ku poczatkowi uktadu) i wobec tego rozklada sie z czynnikiem sy na
kierunek e, i z czynnikiem ¢y na kierunek ey - co wyjasnia pochodzenie ostatnich cztonow
sktadowych a, i ap; wreszcie, pierwszy czton sktadowej a,, jest oczywistym przyspieszeniem
liniowym ruchu po réwnolezniku.

Mozna to troche uogdlni¢ i znacznie uprosci¢ znajdywanie skladowych predkosci w
ukladzie krzywoliniowym. Niech &1, €2, €3 beda trzema wspéhrzednymi krzywoliniowego
uktadu. Oznacza to, ze dane sa wzory

z = 1’(51’ 52’ 53) )
y =y e,¢8%),
z=2(6,8,8).

W naturalny sposéb z uktadem takim stowarzyszone sa trzy wektory ij, is, i3, dane

VVZOI"GHI8

a
ij (5) =€, g—z] s
gdzie z' =z, 22 =y, 2° = 2z, a e; = e,, €2 = e,, €3 = e,, sa trzema kartezjaniskimi wer-
sorami tworzacymi uklad ortonormalny: (e,|ey) = €,-€, = 6. Wektory i; sa, jak latwo
zrozumied, styczne do krzywych wytyczanych w trojwymiarowej przestrzeni, gdy zmienia
sie tylko parametr & przy ustalonych pozostatych dwu pozostatych £&. W ogdlnym przy-
padku wektory te nie tworza uktadu ortonormalnego: macierz ich iloczynow skalarnych

ox® Oxb o0x® 0x°

(ij]ix) = €7 Dk (€ales) = D€ DEx
definiuje tensor metryczny g;x(£):
. Ox* Ox*
9i1(§) = (i]ix) = 0—51 (‘3—5’“

Tensor ten jest w ogdélnym przypadku niediagonalny. W trojwymiarowej przestrzeni ist-
nieje jednak 11 uktadéw wspétrzednych krzywoliniowych (wsréd nich cylindryczny, sfe-
ryczny, paraboliczny, etc.), wyrézniajacych sie tym, ze stowarzyszone z nimi wektory iy,
ip, i3 sa (w kazdym punkcie) wzajemnie prostopadle. Tensor metryczny ma wiec w tych
uktadach postac

9ik(€) = h3(€) O -

Wspodlczynniki h; nazywaja sie wspétczynnikami Lamé. W takich ukiadach krzywolinio-
wych mozna stworzy¢ latwo stowarzyszone z nim wektory e;(§), j = 1,2, 3 stanowiace

8Jak zwykle obowiazuje tu konwencja sumacyjna wujka Albercika i po wskazZnikach powtarzajacych
sie na dwu réznych poziomach (na gérze i na dole) jest zawsze domyslne sumowanie.
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w kazdym punkcie uktad ortonormalny (baze ortonormalna). Wystarczy tylko podzieli¢
dane w sposob naturalny wektory i; przez ich dlugosci h;:

i
e, = —.

J hj
Dowolny wektor V (“zaczepiony” w danym punkcie, tzn. nalezacy do przestrzeni stycznej
w tym punkcie) mozna rozlozy¢ albo w bazie tworzonej przez wektory i;, albo w bazie
tworzonej przez wektory e;:

V = i]‘/(Jlk) = ejVék) = ejV] .

(Dwie pierwsze postacie wektora V sa tu zapisane w notacji z mojego stynnego skryptu do
algebry; ostatnia posta¢ jest wzigta z Gravitation and Cosmology S. Weinberga.) Jasne
jest wiec, ze V7 = Vék) = thJik). W przypadku ukladu sferycznego &' = r, €2 = 0,
&3 = ¢, sktadowymi wektoréw i, ip, i, w bazie wersoréw kartezjaiskich (e,, e,, e.) sa

S56Cyp TCpCy —T'SpSyp
895@ s ’/’C@Sw s rSpCyp s
Cy —7Sg 0

skad h, = 1, hg = r, h, = 154 1 wektory e,, ey, e,, sa dane przez unormowanie tych wypi-
sanych wyzej (tj. podzielenie kazdego z nich przez odpowiedni czynnik h), czyli wzorami,
ktore zostaly wypisane juz wezesniej “spod duzego palucha” (a w istocie wykorzystujac
wlagnie podany tu sposéb).

Skladowe wektora predkosci w bazie ortonormalnej’ tworzonej przez wektory e; sto-
warzyszone z jednym z owych 11 ukladéw krzywoliniowych mozna teraz otrzymac bez
zadnych rachunkdw:!°

a Ox® d&7 , d&l d¢i
o :e“@%:‘j%:;ej(hﬂ'ﬁ)'

Tak wiec w ukladzie sferycznym v, = h,7 = 1, vg = hgé =70 i vy, = hop = rsgp. Jak
widac, nie wymaga to odwracania wzoréw wiazacych wersory e; wersorami kartezjanskimi
€,.

Zasadne jest pytanie, czy ta sama metoda upraszcza znalezienie skladowych krzywo-
liniowych wektora przyspieszenia. Niestety nie za bardzo. Zobaczmy:

. wa d or® dé‘] o 821'0‘ i ik or? i
am e =eu (56 ) = (e ¥ 56 €)

9Przypomnijmy jednak, ze to jest tylko takie dazenie do wygody oraz sila przyzwyczajenia, ktére
powoduja, ze w problemach fizycznych jakie rozpatruje sie w mechanice korzysta si¢ na ogél z baz orto-
normalnych - w istocie baza moze byé dowolny uktad liniowo niezaleznych wektorow rozpinajacych cala
przestrzenn wektorowa. Dlatego na zaawansowanym poziomie, np. w Ogdlnej teorii wzglednosci, jako
bazy uzywa sie bardziej “naturalnych” wektoréw ij;.

10Po ostatniej réwnoéci piszemy tu jawnie znak sumy, bo wprowadzenie czynnikéw Lamé zakléca kon-
wencje sumacyjna Einsteina - wskaznik j po ktérym biegnie suma powtarza sie trzykrotnie.
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7 drugiego cztonu w nawiasie daje sie tak jak poprzednio wyciagnaé¢ przed nawias macierz
0x/0¢7, ktéra w polaczeniu z wektorem e, da wektor i;, ale z pierwszego czlonu nie.
Wszystko co mozna zrobi¢, to napisaé

B aé"] 02 Gk 5
a_zejhj <% agzagkgg +§ ) .

Macierz 0¢7 /0x® stojaca w pierwszym czlonie jest odwrotna do macierzy D§ = 0z o0&

o b, et 98
oxe 963 I

Otrzymany wzor na @’ (uzywajac notacji Weinberga) zgadza sie z tym, co juz wiemy
w przypadku ukladu sferycznego: kawalki z druga pochodna & maja tam postaé h;&?
(bez sumowania po j). Widaé tez, ze jesli kartezjanskie wspohrzedne z* polozenia sa
nieliniowymi funkcjami wspélrzednych &7, we wzorach na @’ musza wystapi¢ czlony z
iloczynami pierwszych pochodnych wspétrzednych 7. Jawne ich otrzymanie jest jednak
pracochtonne. Po pierwsze trzeba odwréci¢ macierz D;. To jeszcze daje sie w miare
latwo zrobi¢. Wprawdzie jest to macierz zmiany bazy taczaca baze ortonormalna z baza
nieortonormalna, i; = e, D% (i = €,[R(e,«i,)|"; W notacji z mojego skryptu do algebry)
ale, w przypadku owych 11 specjalnych ukladéw wspétrzednych, baza i; wiaze si¢ prosto
(bo tylko przez wspélczynniki Lamé) z baza ortonormalna e;. Zatem (sumowanie jest tu
po a, ale nie po j!)

ox® 1 ay—
e =e, <8§j h_J) =e, (Djhj 1)>

a stojaca tu w nawiasie macierz zmiany bazy R (lub [Re,e;)|{ W mojej algebraicznej
notacji) jako taczaca ze soba dwie bazy ortonormalne musi by¢ macierza ortogonalna i jej
odwrotnos¢é R~! jest dana po prostu przez transpozycje: R~! = RT. Zatem

TG _ s (-1 pT
e, = ¢[R']; =1; (7' [R']]) .
Stojaca tu w nawiasach okragtych macierz jest wlasnie szukana macierza [D‘l]ia odwrotna
do D?,.
W przypadku ukladu sferycznego macierz R jest macierza stworzona z postawionych

“na sztorc” skladowych (w bazie wersoréw kartezjanskich) wektoréw e,, ey i e,,. Biorac jej
transpozycje i nastepnie przemnazajac j-ty wiersz macierzy R’ przez hj_l otrzymujemy

S9Cy S0Sy Co
D! = CoCy /T Cosp/r  —Sp/T
—sof(rse) cp/(rse) 0

Jak tatwo sprawdzi¢, jest to rzeczywiscie macierz odwrotna do

SCp TCYCp —T'SpSy
D = | sgs, 1TCeS,  TSeC,
Coy —TSg 0
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Mozna teraz sprébowaé otrzymaé sktadowe przyspieszenia w uktadzie sferycznym.

0%z
ar = by (T+S"%agagl55 o *08885155 8&@8@55)

Poniewaz h, = 1 daje to (od razu uwzgledniamy, ze z,. = Y = 2, = 0)

a, =7+ sgc, (2:@97’"9 + 2%, 7 + 2x9¢9¢ + T090? + xw<p2)
+50C, (ergfé 2 + 250,00 + Yool + ngbz)
+cp <2z,,97"6" + 22,70 + 229¢9¢ + 2p96% + ZW<P2> .

Jak wida¢ nie jest to bardzo przyjemne... Ale cierpliwie rézniczkujac mozemy dojsé do
celu:

a, =7 + 54Cy (2090@7‘6’ — 289S,TP — 2r09$¢9gb — rsecqjéz — rsecspng)
+ SpCy (209%7*9 + 2sgc 10 + 2rcac¢9gb — 7’89%92 — rsesspng)
+ o <—2897'”¢9‘ — T09é2> ,
i po poskltadaniu wszystkiego do kupy otrzymac
a, =i —rf* — rsap?.
Otrzymanie ag i a, ta metoda pozostawimy juz czytelnikowi.

Najszybszy jednak sposob otrzymania przyspieszen w dowolnym krzywoliniowm ukta-
dzie wspolrzednych polega na odwotaniu sie do réwnan Lagrange’a II-go rodzaju: po-
niewaz otrzymanie wzoréw na predkosci jest, jak wynika z przeprowadzonych WyZej rozwa-
zan, bardzo proste, wystarczy wyrazi¢ przez nie energie kinetyczng T = —mv i napisac
lagrangian czastki swobodnej L = T'; wyprowadzone z niego rownania Eulera - Lagrange’a
dadza natychmiast szukane wzory na przyspieszenia. Np. w ukladzie sferycznym

1 .
L= g™ (7’"2 + 7267 4 r?p* sin? 9) ,

i rownania Eulera - Lagrange’a maja postac

mit = m(r6* + r$? sin® 0),

m(r?6 + 2ri-f) = mr?¢? sin 6 cos 0

m(r?@sin? 0 + 2ripsin® 0 + 2r’p 0 sinf cos ) = 0.
Poniewaz sa to rownania ruchu czastki swobodnej, ma = 0, sktadowe przyspieszenia musza
by¢ proporcjonalne do wyrazen, ktére sie dostaje po przeniesieniu wszystkich cztonow
na jedna strone i podzieleniu przez m. W ustaleniu czynnikéw proporcjnalnosci mozna
sie poshuzy¢ analiza wymiarowa (przyspieszenia musza mie¢ wymiar [L|[T]72 i pewnym
wyczuciem (fizycznym zdrowym rozsadkiem). Drugie z wypisanych wyzej réwnan daje
ag po podzieleniu przez czynnik r (analiza wymiarowa); trzecie za$ po podzieleniu przez

rsin @ (czlon z ¢ musi dawaé zwiazane ze zmiana ¢ przespieszenie styczne do réwnoleznika
o promieniu 7 sin ).

17



Zadanie 1.9

Wiedzac, ze podczas ptaskiego ruchu czastki kat pomiedzy kierunkiem jej wektora wodzacego
r i wektorem jej predkosci v jest staly (i réwny «) znalezé we wspohrzednych biegunowych:
a) wzor na tor czastki,

b) dlugosé toru w funkcji potozenia czastki.

Przyja¢ jako warunki poczatkowe ©(0) = 0 i 7(0) = 7o. Zaleznosé szybkosci |v(t)| od
czasu moze by¢ dowolna.

Rozwigzanie:
Jesli r = r e, jest wektorem wodzacym (czyli wektorem polozenia), a v = re, +r¢pe,,
wektorem predkosci, to cosinus kata a pomiedzy nimi jest rowny

r-v T

rllvl 222

Stad (pamietajac, ze 7/$ = dr/dp) otrzymujemy natychmiast réwnanie rézniczkowe wy-
znaczajace tor w postaci r = r(p):

cos =

- — = ctga.

r dy &
Warto tu sie zastanowi¢ nad znakiem (po drodze podnosiliSmy co$ do kwadratu i wyciagali
pierwiastek - znak mogt sie zgubic¢). Jest on jednak poprawny: jesli 0 < o < 7, to wektor
predkosci jest tak skierowany, ze odleglos¢ » powinna rosnac ze wzrostem ¢ i rzeczywiscie
kotangens jest wtedy dodatni;'! gdy —5 < a < 0, to r rosnie ale wtedy, gdy ¢ maleje
(kat ¢ jest liczony przeciwnie do kierunku ruchu wskazéwek zegara) i rzeczywiscie ctg jest
wtedy ujemny. 7 kolei, gdy § < a <7, to r maleje, gdy kat rosnie i ctg jest ujemny, tak
jak powinien. Rozwiazaniem uzyskanego réwnania rézniczkowego jest spirala

() = (o) exp { (¢ — wo)ctga} .

Gdy chodzi o dlugos¢ toru, to widaé (patrz przypis nizej) ze wystarczy rozpatrzy¢ tylko
przypadki 0 < a < 7, kiedy to tor jest spirala rozwijajaca sie i jego dlugos¢ rosnie ze
wzrostem  nieograniczenie, oraz przypadek § < a < m, gdy tor jest zaciesniajaca sie
spirala i powinien mie¢ skoniczona dlugosé nawet wtedy, gdy ¢ — co. Przyjmujac wiec,

ze ¢ > 0 obliczmy dlugosé toru s(t) jako funkcje czasu przechodzac po drodze do s(¢(t))

t t t
S(t)Z/dt’\V(t/)\ =/dt’ Ug(t’)+vi(t/):/dt/\/m
0 0 0

(1) dr\ 2 12
:/ ng <—> +T2
¥o d(p

(1) 1/2 1 (t)
= / dy [r2ctg20z + 7‘2} = / dpr(p),
©

1/2

S1n e ©o

A co, gdy —% < a < 0 ? Powinno by¢ tak samo, tzn. odleglo$¢ r tez powinna rosnaé, bo na rysunku
sytuacja wyglada tak samo, ale ctga jest w tm zakresie katow ujemny... No tak, ale wtedy ze wzrostem
r kat ¢ nie rosénie, tylko maleje wiec réwnanie znéw jest poprawne!
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gdzie skorzystalismy ze zwiazku 1 + ctg?a = 1/sin® a i wzoru na dr/dp. Calkujac otrzy-
mujemy

Y

sin « COS & COS (v

e(t) e(t)
s(t) = r(%o) / d elp—vo)ctea r(%o) e(p—vo)ctaa r(¢o) [e(¢(t)—<ﬂo)0tga _ 1}
©0 ®0

Wzo6r mozna uprosci¢ przyjmujac, ze po = 0. ctga jest dodatni, gdy 0 < a < 7 i dlugos¢
toru jest wtedy nieograniczona, gdy kat ¢ rosnie nieograniczenie. Jedli za$ ctga < 0 (czyli,
gdy 7 < a < ), dlugos¢ toru jest skonczona, gdy ¢ — oo:

7“(@0)
cosa’

s(o0) = —

(oczywiscie, gdy § < a < 7 to cosa < 0 i dhugoé¢ toru jest dodatnia). Przypadek oo = §
jest szczegdlny: odleglo$é r pozostaje stala, réwna 7(pp). Dlugosé toru jest oczywiscie
nieskonczona jesli ¢ rosnie nieograniczenie, ale jesli rozpatrzy¢ diugo$é¢ toru od g do
¢ = o + 27, to w granicy a — & uzyskany wzor daje oczywiscie s = 277 (¢):

s(p =2m) = lim rlgo)

1
i osa 1+ 2metga + 5(27Tctga)2 +- =1 =27r(p) .

Wreszcie przypadki o = 0 lub 7 sa szczegdlne w tym znaczeniu, ze wektor predkosci jest
skierowany wzdhuz wektora wodzacego i kat ¢ pozostaje staty.!? Nie mozna wiec w tym
przypadku napisa¢ réwnania toru w postaci r = r(p). Mozliwy jest tylko parametryczny
opis toru (naturalnym parametrem jest tu czas) r = r(t), ¢ = @(t) = const = y.

2Dobrze jest przepisaé uzyskane réwnanie rézniczkowe w (zalecanej przeze mnie na Matmie IT) postaci
drtga =rdp. Wtedy widaé, ze gdy o = 0 lub 7, zmiana r nie pociaga za soba zmiany kata .
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