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ZADANIA Z MECHANIKI1

1Tu zamieszczam wszystkie zadania, także te, które sa֒ przerabiane na zaje֒ciach (rozwia֒zania tych
zadań sa֒ zamieszczone w dalszej cze֒ści tego pliku). Symbol R nie oznacza, że jest to zadanie “radzieckie”
(choć niektóre z nich takie sa֒) tylko coś innego.
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1 KINEMATYKA

Zadanie 1.1R

Dane sa֒ cztery wektory A, B, C oraz D. Wyrazić wielkość

(A × B) · (C × D)

przez same iloczyny skalarne tych wektorów. Przedstawić wektor

(A × B) × (C × D)

w postaci kombinacji liniowej wyrażeń, z których wyste֒puje tylko po jednym iloczynie
wektorowym dwu wektorów.

Zadanie 1.2R

Dany jest tor r = r(λ), gdzie λ jest jakimś parametrem. Wiadomo, że przy dowolnej
wartości λ

r· dr
dλ

= 0 oraz r× dr

dλ
= 0 .

Pokazać, że tor taki jest po prostu punktem (tzn. że r(λ) jest sta lym wektorem).

Zadanie 1.3R

Dany jest uk lad wspó lrze֒dnych (x, y) na p laszczyźnie oraz okra֒g o promieniu R i środku
w punkcie (0, 0). Dana jest też prosta p styczna do okre֒gu, która toczy sie֒ po nim bez
poślizgu. (Bez poślizgu to znaczy, że jeśli w dwu różnych chwilach czasu zaznaczymy i
na okre֒gu i na prostej punkty styczności, to odleg lość mie֒dzy tymi punktami na prostej
be֒dzie równa d lugości  luku pomie֒dzy punktami styczności na okre֒gu). Biegunowy ka֒t α
wyznaczaja֒cy punkt styczności prostej p z okre֒giem zmienia sie֒ z czasem: α = α(t). W
chwili t = 0 prosta ta przechodzi przez punkt (R, 0), tj. α(0) = 0. Punkt A prostej ma w
chwili t = 0 wspó lrze֒dne (R, yA). Znaleźć jego wspó lrze֒dne w dowolnej chwili czasu.

Zadanie 1.4R

Wyprowadzić wzory na sk ladowe wektorów pre֒dkości i przyspieszania we wspó lrze֒dnych
biegunowych (r, ϕ) na p laszczyźnie i we wspó lrze֒dnych sferycznych (r, θ, ϕ) w przestrzeni
trójwymiarowej.

Zadanie 1.5R

Podać (tj. wyprowadzić) wzory na wszystkie trzy kartezjańskie sk ladowe Li wektora (or-
bitalnego) momentu pe֒du cza֒stki o masie m wyrażone przez: a) zmienne (i ich pochodne
po czasie) ρ, φ, z cylindrycznego uk ladu wspó lrze֒dnych, b) zmienne (i ich pochodne) r,
θ, φ sferycznego uk ladu wspó lrze֒dnych. W obu przypadkach podać także wzory na L2.
Podać także sk ladowe wektora L w bazach wersorów er, eϕ, ez oraz er, eθ, eϕ zwia֒zanych
z tymi uk ladami wspó lrze֒dnych wyrażone przez zmienne tychże uk ladów.
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Zadanie 1.6R

W uk ladzie kartezjańskim tensor elastycznych odkszta lceń cia la ma sk ladowe

Uij(x) =
1

2

(

∂ui(x)

∂xj
+

∂uj(x)

∂xi

)

,

gdzie ui(x) to sk ladowe wektora przemieszczeń. Rozpatruja֒c cia lo p laskie moga֒ce od-
kszta lcać sie֒ tylko w p laszczyźnie xy ≡ x1x2 wyprowadzić sk ladowe tensora odkszta lceń
w uk ladzie cylindrycznym wyrażaja֒c je oczywíscie przez pochodne po zmiennych r i ϕ
sk ladowych wektora przemieszczeń w tymże uk ladzie.2

Zadanie 1.7R

Wyprowadzić wzory wyrażaja֒ce wspó lczynniki rozk ladu wektora pre֒dkości v, wektora
przyspieszenia a oraz pochodnej po czasie ȧ wektora przyspieszenia na trzy ortonormalne
wektory

t ≡ dr

dl
, n ≡ ρ

dt

dl
, |n| = 1 , oraz b ≡ t × n ,

(dl v = |v|,jest tu różniczka֒ d lugości toru), przez szybkość v = |v|, promień ρ (lokalnej)
krzywizny toru, ich pochodne po czasie oraz skre֒cenie (torsje֒) τ . Promień ρ krzywizny i
skre֒cenie τ sa֒ zdefiniowane zwia֒zkami

dt

dl
=

1

ρ
n ,

dn

dl
= α t + τ b .

Wspó lczynnik γ w drugim zwia֒zku nie jest niezależny od ρ i τ i trzeba go wyznaczyć.3

Zadanie 1.8R

P laska kolista tarcza obraca sie֒ wokó l prostopad lej do niej osi ze sta la֒ pre֒dkościa֒ ka֒towa֒
ω. Od środka tarczy rusza żuczek4 i poda֒ża ku jej brzegowi ze sta la֒ pre֒dkościa֒ v0 skiero-
wana֒ wzd luż promienia tarczy. Jak wygla֒da ruch żuczka w nieruchomym kartezjańskim

2Wystarczy zaja֒ć sie֒ przypadkiem dwuwymiarowym, żeby zobaczyć, jak to robić. Rachunki sa֒ dość
żmudne, a przypadek trzech wymiarów nic od strony koncepcyjnej by nie wniós l; wzory w trzech wymia-
rach w uk ladach cylindrycznym i sferycznym można znaleźć w Teorii spre֒żystości Landaua i Lifszyca (tom
VII ich s lawetnego Kursu fizyki teoretycznej). Zauważmy jeszcze, że tensor jest obiektem geometrycznym.
Jeśli ograniczamy sie֒ do ortogonalnych uk ladów krzywoliniowych i pos lugujemy unormowanymi wekto-
rami bazowymi zwia֒zanymi z takim uk ladem, można tensor odkszta lceń U traktować jak “biwektor”

U =
1

2

(→

∇⊗ u + u⊗ ←

∇
)

.

∇ jest tu “wektorem” gradientu, a strza lka nad nim pokazuje, w która֒ strone֒ dzia la zwia֒zane z nim
różniczkowanie.

3Parametryzacja krzywej jej d lugościa֒ l jest dla matematyków “kanoniczna”. Ich naogó l intere-
suje naste֒puja֒ce zagadnienie: maja֒c zadane ρ i τ jako funkcje d lugości, zrekonstruować sama֒ krzywa֒
(oczywíscie ρ i τ wyznaczaja֒ krzywa֒ tylko dok ladnościa֒ do jej dowolnego przesunie֒cia i dowolnego ob-
rotu jako ca lości).

4Żuczek gnojarek z muszka֒ plujka֒ na grzbiecie, zgodnie z posenka֒ “Muszka plujka i żuczek gnojarek//
stanowili dość dobrana֒ pare֒...”
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uk ladzie (którego pocza֒tek pokrywa sie֒ ze środkiem tarczy)? Znaleźć nastepnie w tym
nieruchomym uk ladzie:
a) wzory zadaja֒ce ruch we wspó lrze֒dnych biegunowych (r, ϕ),
b) równanie toru, po którym porusza sie֒ punkt (zarówno we we wspó lrze֒dnych bieguno-
wych jak i kartezjańskich),
c) sk ladowe radialna֒ i transwersalna֒ wektorów pre֒dkości (v) i przyspieszenia (a), tzn.
rzuty tych wektorów na wersory er i eϕ uk ladu biegunowego,
d) |v| oraz |a|,
e) wektory styczny t i normalny n do toru ruchu w każdym jego punkcie (zob. Zada-
nie 1.1), oraz sk ladowe at ≡ a · t i an ≡ a · n wektora przyspieszenia a,
f) zależność promienia krzywizny toru ρ od czasu (i sprawdzić tym samym zwia֒zek
an = v2/ρ),
g) d lugość toru zakreślanego przez żuczka w nieruchomym uk ladzie w funkcji czasu t.

Zadanie 1.9R

Wiedza֒c, że podczas p laskiego ruchu cza֒stki ka֒t pomie֒dzy kierunkiem jej wektora wodza֒cego
r i wektorem jej pre֒dkości v jest sta ly (i równy α) znaleźć we wspó lrze֒dnych biegunowych:
a) wzór na tor cza֒stki,
b) d lugość toru w funkcji po lożenia cza֒stki.
Przyja֒ć jako warunki pocza֒tkowe ϕ(0) = 0 i r(0) = r0. Zależność szybkości |v(t)| od
czasu może być dowolna.

Zadanie 1.10R

Wyznaczyć tor, po jakim powinien z pre֒dkościa֒ wie֒ksza֒ of pre֒dkości dźwie֒ku lecieć sa-
molot, by do obserwatora stoja֒cego na ziemi dźwie֒k silnika samolotu dochodzi l z ca lego
toru w tej samej chwili.

Zadanie 1.11R

Znaleźć i przedyskutować tor i ruch psa, który goni zaja֒ca uciekaja֒cego z pre֒dkościa֒ v
po prostej. Pies biegnie z pre֒dkościa֒ c taka֒, że jest ona stale skierowana w strone֒ zaja֒ca.
Zbadać kiedy pies zaja֒ca dogoni i podać punkt i chwile֒ z lapania szaraka.
Wskazówka: Wybrać uk lad wspó lrze֒dnych kartezjańskich xy tak, by w chwili pocza֒tkowej
t = 0 pies by l w pocza֒tku uk ladu, a zaja֒c w punkcie (a, 0); prosta po której ucieka zaja֒c
jest wtedy prosta֒ x = a. Wykazać, że zachodzi zwia֒zek

dy

dx
=

1

a− x







−y +
v

c

∫ x

0

dx

√

1 +

(

dy

dx

)2







,

i sta֒d, różniczkuja֒c, uzyskać różniczkowe równanie wyznaczaja֒ce tor.

Zadanie 1.12R

Lustro wody w studni obniża sie֒ ze sta la֒ pre֒dkościa֒ w. W chwili t = 0, gdy lustro wody
znajdowa lo sie֒ na pewnej nieznanej g le֒bokości, do studni upuszczono (tzn. puszczono z
zerowa֒ pre֒dkościa֒ pocza֒tkowa֒) kamień. Odg los pluśnie֒cia tego kamienia o lustro wody
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dotar ldo spuszczaja֒cego kamień w chwili t1. Po czasie T od upuszczenia pierwszego
kamienia upuszczono drugi kamień, odg los pluśnie֒cia którego dotar ldo spuszczaja֒cego go
w chwili T + t2. Przyjmuja֒c, że (sta la) pre֒dkość dźwie֒ku w powietrzu jest równa vs (i
znana) obliczyć na podstawie podanych danych pre֒dkość w opadania lustra wody.

Zadanie 1.13

Nad punktem P na ziemi z samolotu leca֒cego na sta lej wysokości H z pre֒dkościa֒ v

wyskoczy l spadochroniarz i otworzy l spadochron po czasie t1, na ziemi zaś wyla֒dowa lpo
czasie t2 (od opuszczenia samolotu). Zak ladaja֒c, że od otwarcia spadochronu spada l on
ze sta la֒ pre֒dkościa֒ u znaleźć:
1) pre֒dkość samolotu wzgle֒dem skoczka w funkcji czasu
2) odleg lość samolot-skoczek w funkcji czasu
3) ruch skoczka wzgle֒dem punktu P .
(Wszystkie te wielkości wygodnie jest przedstawić graficznie).

Zadanie 1.14R

Ustawione na ziemi dzia lo może wystrzeliwać pociski o pocza֒tkowej szybkości v w pod
dowolnym katem w stosunku do p laszczyzny horyzontu i w dowolnym kierunku azymu-
talnym. Pomijajac wp lyw si ly Coriolisa wyznaczyć równanie powierzchni ograniczaja֒cej
obszar, do każdego punktu którego pocisk może dotrzeć.

Zadanie 1.15R

Punkt porusza sie֒ ze sta la֒ szybkościa֒ v po leża֒cej w p laszczyźnie (x, y) krzywej o równaniu
y(x) = (2/3)ax3/2 (a > 0). Podać zależność od czasu wspó lrze֒dnych x i y jego po lożenia
przyjmua֒ć, że x(0) = 0. Podać kartezjańskie sk ladowe wektora v pre֒dkości i wektora a

przyspieszenia punktu oraz sk ladowe przyspieszenia styczna֒ i normalna֒ do toru. Wyzna-
czyć także promień ρ krzywizny toru punktu jako funkcji jej d lugości l.

Zadanie 1.16R

Turysta wchodzi na górke֒, której zbocze wznosi sie֒ zgodnie ze wzorem z(x) =
√
ax, gdzie

a > 0, przy czym sk ladowa jego pre֒dkości w kierunku pionowym jest sta la i równa u.
Oblicz czas, po którym turysta rozpoczynaja֒c z punktu o x = 0 dotrze do schroniska
znajduja֒cego sie֒ na zboczu na wysokości h. Podaj wspó lrze֒dne (x, z) po lożenia turysty w
każdej chwili czasu a także jego pre֒dkość i przyspieszenie. Jaka֒ droge֒ pokona docieraja֒c
do schroniska? Wyznacz także krzywizne֒ zbocza jako funkcje֒ wysokości z.
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CZE֒ŚĆ (CHYBA PRAWIE WSZYSTKO) TEGO, CO BY LO NA ĆWICZENIACH
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Rysunek 1: Trzy uk lady wspó lrze֒dnych.

1. KINEMATYKA

Zadanie 1.3

Dany jest uk lad wspó lrze֒dnych (x, y) na p laszczyźnie oraz okra֒g o promieniu R i środku
w punkcie (0, 0). Dana jest też prosta p styczna do okre֒gu, która toczy sie֒ po nim bez
poślizgu. (Bez poślizgu to znaczy, że jeśli w dwu różnych chwilach czasu zaznaczymy i
na okre֒gu i na prostej punkty styczności, to odleg lość mie֒dzy tymi punktami na prostej
be֒dzie równa d lugości  luku pomie֒dzy punktami styczności na okre֒gu). Biegunowy ka֒t α
wyznaczaja֒cy punkt styczności prostej p z okre֒giem zmienia sie֒ z czasem: α = α(t). W
chwili t = 0 prosta ta przechodzi przez punkt (R, 0), tj. α(0) = 0. Punkt A prostej ma w
chwili t = 0 wspó lrze֒dne (R, yA). Znaleźć jego wspó lrze֒dne w dowolnej chwili czasu.

Rozwia֒zanie:

Wyraźmy najpierw wspó lrze֒dne kartezjańskie (x, y) dowolnego punktu na p laszczyźnie
xy przez jego wspó lrze֒dne (x0, y0) w uk ladzie, który ma z nieruchomym uk ladem wspólny
pocza֒tek i jest obrócony o ka֒t α przeciwnie do wskazówek zegara:

x = x0 cosα− y0 sinα ,

y = x0 sinα + y0 cosα .

Poprawność tego wzoru nietrudno sprawdzić: gdy α = π
2

powinno być x0 = y i y0 = −x.
Naste֒pnie wyrażamy wspó lrze֒dne (x0, y0) przez wspó lrze֒dne (x′, y′) uk ladu przesunie֒tego
o R wzd luż osi x0

x = (x′ + R) cosα− y′ sinα ,

y = (x′ + R) sinα + y′ cosα .

(x′, y′) jest uk ladem o pocza֒tku O′ leża֒cym na okre֒gu o promieniu R. Prosta p w mo-
mencie, gdy jest do tego okre֒gu styczna w O′, pokrywa sie֒ z osia֒ y′. Jeśli prosta ta z
po lożenia zajmowanego w t = 0 przetoczy la sie֒ bez poślizgu stale pozostaja֒c styczna֒ do
okre֒gu w O′, to punkt A przesuna֒ l sie֒ w kierunku punktu styczności prostej z okre֒giem
(lub od niego oddali l - zależnie od tego, czy yA > 0, czy yA < 0 i od tego, w która֒ strone֒
po okre֒gu przetacza sie֒ prosta p) o odleg lość Rα. Przyjmuja֒c, że ka֒t α rośnie przeciwnie
do kierunku ruchu wskazówek zegara, zauważamy, że w uk ladzie (x′, y′) punkt A ma po
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przetoczeniu sie֒ wspó lrze֒dne (0, yA − Rα). Sta֒d, w wyj́sciowym uk ladzie kartezjańskim
xy jego wspó lrze֒dnymi be֒da֒

x(t) = R cosα(t) − (yA − Rα(t)) sinα(t) ,

y(t) = R sinα(t) + (yA −Rα(t)) cosα(t) .

Zależność α(t) może być, oczywíscie, dowolna.
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Zadanie 1.4

Wyprowadzić wzory na sk ladowe wektorów pre֒dkości i przyspieszania we wspó lrze֒dnych
biegunowych (r, ϕ) na p laszczyźnie i we wspó lrze֒dnych sferycznych (r, θ, ϕ) w przestrzeni
trójwymiarowej.

Rozwia֒zanie:

Ze wspó lrze֒dnymi kartezjańskimi x, y i z stowarzyszone sa֒ ustalone jednostkowe wektory
(wersory) ex, ey, ez. Wektory po lożenia r, pre֒dkości v i przyspieszenia a zapisane jako
kombinacje liniowe tych wersorów wyrażaja֒ sie֒ oczywistymi wzorami

r = ex x + ey y + ez z ,

v = ex ẋ + ey ẏ + ez ż ,

a = ex ẍ + ey ÿ + ez z̈ .

Uk lad wspó lrze֒dnych biegunowych na p laszczyźnie zadaja֒ wzory

x = r cosϕ ,

y = r sinϕ .

Ze wspó lrze֒dnymi tymi stowarzyszone sa֒ wersory er i eϕ, które zmieniaja֒ sie֒ od punktu
do punktu. (Należa loby wie֒c pisać er(x, y) i eϕ(x, y) lub er(ϕ) i eϕ(ϕ) - w istocie wersory
zależa֒ tylko od ka֒ta ϕ.) Sporza֒dzaja֒c odpowiedni rysunek (i rozpatruja֒c przypadki ϕ = 0
i ϕ = π

2
)  latwo jest zobaczyć, że5

er = ex cosϕ + ey sinϕ ,

eϕ = −ex sinϕ + ey cosϕ .

Wzory te  latwo odwrócić i otrzymać

ex = er cosϕ− eϕ sinϕ ,

ey = er sinϕ + eϕ cosϕ .

Oczywíscie każdy wektor można zapisać albo w bazie wersorów kartezjańskich ex, ey,
albo w bazie wersorów er, eϕ w odpowiednim punkcie.6 Piszemy zatem (wprowadzaja֒c
oczywiste skrótowe oznaczenia)

r = ex r cosϕ + ey r sinϕ

= (ercϕ − eϕsϕ) rcϕ + (ersϕ + eϕcϕ) rsϕ = er r ,

5Dalej zobaczymy, że wzory takie można zawsze otrzymać bezpośrednio ze wzorów definiuja֒cych krzy-
woliniowe (tu biegunowe) wspó lrze֒dne.

6Na pozór wersory er, eϕ zdefiniowane w dowolnym punkcie stanowia֒ baze֒, w której można roz lożyć
dowolny wektor, np. wektor pre֒dkości odpowiadaja֒cy innemu po lożeniu. Jednak przy bardziej geome-
trycznym spojrzeniu okazuje sie֒, że gdyby zajmować sie֒ ruchem na dowolnej tzw. rozmaitości, to z
każdym punktem takiej rozmaitości stowarzyszona jest naprawde֒ inna przestrzeń wektorowa. I to ele-
mentami przestrzeni wektorowej w laściwej dla danego punktu rozmaitości - tzw. przestrzeni stycznej
do rozmaitości w tym punkcie - sa֒ wektory pre֒dkości i przyspieszenia zdefiniowane w danym punkcie
rozmaitości. Wektory te, mo żna zatem rozk ladać tylko na bazowe wektory przestrzeni stycznej w laściwej
dla danego punktu rozmaitości przestrzeni stycznej.
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jak też można sie֒ by lo spodziewać. Analogicznie

v = ex (ṙcϕ − rϕ̇sϕ) + ey (ṙsϕ + rϕ̇cϕ)

= (ercϕ − eϕsϕ) (ṙcϕ − rϕ̇sϕ)

+ (ersϕ + eϕcϕ) (ṙsϕ + rϕ̇cϕ) = er ṙ + eϕ rϕ̇ .

Sk ladowa r-owa pre֒dkości jest oczywista - gdyby ruch odbywa l sie֒ wzd luż promienia tylko,
jego pre֒dkość w tym kierunku by laby w oczywisty sposób równa ṙ. Podobnie oczywista
jest sk ladowa ϕ-fowa: rϕ̇ jest po prostu pre֒dkościa֒ liniowa֒ zwia֒zana֒ z ruchem po okre֒gu
o promieniu r. Wreszcie

a = ex

(

r̈cϕ − 2ṙϕ̇sϕ − rϕ̈sϕ − rϕ̇2cϕ
)

+ ey

(

r̈sϕ + 2ṙϕ̇cϕ + rϕ̈cϕ − rϕ̇2sϕ
)

= (ercϕ − eϕsϕ)
(

r̈cϕ − 2ṙϕ̇sϕ − rϕ̈sϕ − rϕ̇2cϕ
)

+ (ersϕ + eϕcϕ)
(

r̈sϕ + 2ṙϕ̇cϕ + rϕ̈cϕ − rϕ̇2sϕ
)

= er

(

ṙ̇ − rϕ̇2
)

+ eϕ (2ṙϕ̇ + rϕ̈) .

Znów wie֒kszość wyrazów wyste֒puja֒cych w końcowym wzorze jest oczywista: r̈ jest przy-
spieszeniem ruchu wzd luż promienia, −rϕ̇2 jest przyspieszeniem dośrodkowym w ruchu
po okre֒gu o promieniu r, a rϕ̈ jest liniowym przyspieszeniem zwia֒zanym z przyspiesza-
niem ruchu po okre֒gu o promieniu r. Jedynie wyrazu 2ṙϕ̇ nie można  latwo otrzymać na
podstawie rozpatrywania takich szczególnych postaci ruchu.

Zauważmy też, że powyższe wzory można by by lo otrzymać nieco inaczej, gdyby naj-
pierw znaleźć pochodne po czasie wersorów er(ϕ) i eϕ(ϕ). To zaś jest  latwe (wersory ex

i ey jako sta le, nie podlegaja֒ różniczkowaniu):

d

dt
er =

d

dt
(excϕ + eysϕ) = −ϕ̇sϕ (ercϕ − eϕsϕ)

+ϕ̇cϕ (ersϕ + eϕcϕ) = eϕϕ̇ ,

d

dt
eϕ =

d

dt
(−exsϕ + eycϕ) = −ϕ̇cϕ (ercϕ − eϕsϕ)

−ϕ̇sϕ (ersϕ + eϕcϕ) = −erϕ̇ .

Można (i w laściwe należy) ugólnić te wzory tak, by nie wyste֒powa la w nich zależność
od czasu; należy po prostu pytać, jak zmieniaja֒ sie֒ wersory przy przej́sciu od punktu o
wspó lrze֒dnych (r, ϕ) do sa֒siedniego o wspó lrze֒dnych (r + dr, ϕ+ dϕ). Zmiany te sa֒ dane
przez

∂

∂r
er = 0 ,

∂

∂ϕ
er = eϕ ,

∂

∂r
eϕ = 0 ,

∂

∂ϕ
eϕ = −er .

Maja֒c te wzory można już pre֒dkość i przyspieszenie znaleźć “na piechote֒”:

v =
d

dt
(er r) = er ṙ + ėr r = er ṙ + eϕ rϕ̇ ,
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i podobnie

a =
d

dt
(er ṙ + eϕ rϕ̇) = er ṙ̇ + eϕ ṙϕ̇ + eϕ (ṙϕ̇ + rϕ̇̇ ) − eϕ rϕ̇

2

= er

(

ṙ̇ − rϕ̇2
)

+ eϕ (2ṙϕ̇ + rϕ̇̇ ) ,

tak jak i poprzednim sposobem.

W przypadku uk ladu wspó lrze֒dnych sferycznych zadnych wzorami

x = r sin θ cosϕ ≡ rsθcϕ ,

x = r sin θ sinϕ ≡ rsθsϕ ,

x = r cos θ ≡ rcθ ,

trudniej jest graficznie zobaczyć, że

er = exsθcϕ + eysθsϕ + ezcθ ,

eθ = excθcϕ + eycθsϕ − ezsθ ,

eϕ = −exsϕ + eycϕ .

Wzory te można jednak natychmiast dostać wspomnianym już sposobem, który przed-
stawimy niżej. Aby je odwrócić, tj. wyrazić ex, ey, ez przez wersory er, eθ, eϕ, mnożymy
pierwsze z wypisanych wyżej równań przez sθ (cθ), drugie przez cθ (sθ), dodajemy (odejmu-
jemy) je do (od) siebie i zestawiamy z trzecim, otrzymuja֒c uk lad (ostatnie z poprzednich
równań teraz napisane zosta lo jako środkowe)

er sθ + eθ cθ = excϕ + eysϕ ,

eϕ = −exsϕ + eycϕ ,

er cθ − eθ sθ = ez ,

który już  latwo rozwiazać ze wzgledu na ex i ey (ez już jest). Ostatecznie

ex = ersθcϕ + eθcθcϕ − eϕsϕ ,

ey = ersθsϕ + eθcθsϕ + eϕcϕ ,

ez = er cθ − eθ sθ .

Można traz standardowym sposobem znaleźć pochodne wersorów er, eθ, eϕ po ka֒tach
θ i ϕ (jest miej wie֒cej jasne, że ich pochodne po r musza֒ znikać). Obliczymy, żeby by lo
sprawniej, pochodne zupe lne po czasie (wektory mnoża֒ce ṙ, θ̇ i ϕ̇ be֒da֒ wtedy pochodnymi
różniczkowanych wersorów po wspó lrzednych r, θ i ϕ):

d

dt
er = ex

(

θ̇cθcϕ − ϕ̇sθsϕ

)

+ ey

(

θ̇cθsϕ + ϕ̇sθcϕ

)

+ ez

(

−θ̇sθ

)

= (ersθcϕ + eθcθcϕ − eϕsϕ)
(

θ̇cθcϕ − ϕ̇sθsϕ

)

+ (ersθsϕ + eθcθsϕ + eϕcϕ)
(

θ̇cθsϕ + ϕ̇sθcϕ

)

+ (er cθ − eθ sθ)
(

−θ̇sθ

)

= eθ θ̇ + eϕ ϕ̇sθ ,
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d

dt
eθ = ex

(

−θ̇sθcϕ − ϕ̇cθsϕ

)

+ ey

(

−θ̇sθsϕ + ϕ̇cθcϕ

)

+ ez

(

−θ̇cθ

)

= (ersθcϕ + eθcθcϕ − eϕsϕ)
(

−θ̇sθcϕ − ϕ̇cθsϕ

)

+ (ersθsϕ + eθcθsϕ + eϕcϕ)
(

−θ̇sθsϕ + ϕ̇cθcϕ

)

+ (er cθ − eθ sθ)
(

−θ̇cθ

)

= −er θ̇ + eϕ ϕ̇cθ ,

i wreszcie

d

dt
eϕ = ex (−ϕ̇cϕ) + ey (−ϕ̇sϕ)

= (ersθcϕ + eθcθcϕ − eϕsϕ) (−ϕ̇cϕ)

+ (ersθsϕ + eθcθsϕ + eϕcϕ) (−ϕ̇sϕ)

= −er ϕ̇sθ − eθ ϕ̇cθ .

Sta֒d bezpośrednio odczytujemy pochodne wektorów er, eθ i eϕ po ka֒tach

∂

∂r
er = 0 ,

∂

∂θ
er = eθ ,

∂

∂ϕ
er = eϕ sθ ,

∂

∂r
eθ = 0 ,

∂

∂θ
eθ = −er ,

∂

∂ϕ
eθ = eϕ cθ ,

∂

∂r
eϕ = 0 ,

∂

∂θ
eϕ = 0 ,

∂

∂ϕ
eϕ = −er sθ − eθ cθ .

Można teraz  latwo napisać wzory na pre֒dkość i przyspieszenie:7

v =
d

dt
(er r) = er ṙ + eθ rθ̇ + eϕ rϕ̇sθ ,

a =
d

dt

(

er ṙ + eθ rθ̇ + eϕ rϕ̇sθ

)

= er

(

r̈ − rθ̇2 − rϕ̇2s2θ

)

+ eθ

(

rθ̈ + 2ṙθ̇ − rϕ̇2sθcθ

)

+ eϕ

(

rϕ̈sθ + 2ṙϕ̇sθ + 2rθ̇ϕ̇cθ

)

.

Znów cze֒ść wyrazów daje sie֒ prosto zintepretować: cz lon −rθ̇2 w sk ladowej ar jest
oczywíscie przyspieszeniem dośrodkowym ruchu po wielkim kole (po po ludniku), a cz lon
rθ̈ w sk ladowej aθ jest przyspieszeniem liniowym takiego ruchu; ruch po równoleżniku

7W popularnym u nas (przynajmniej na naszym warszawskim Wydziale Fizyki) podre֒czniku mechaniki
autorstwa G. Bia lkowskiego wzory na sk ladowe przyspieszenia (wzór 2.12 s. 44) sa֒ podane z b ledami: w
sk ladowej ar brak czynnika s2θ, a w sk ladowej aθ opuszczony zosta l ostatni cz lon z ϕ̇2.
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daje też przyspieszenie dośrodkowe, ale promień równoleżnika zależy od ka֒ta θ i jest
równy rsθ - przyspieszenie to jest jednak skierowane do środka leża֒cego w p laszczyźnie
równoleżnikowej (a nie ku pocza֒tkowi uk ladu) i wobec tego rozk lada sie֒ z czynnikiem sθ na
kierunek er i z czynnikiem cθ na kierunek eθ - co wyjaśnia pochodzenie ostatnich cz lonów
sk ladowych ar i aθ; wreszcie, pierwszy cz lon sk ladowej aϕ jest oczywistym przyspieszeniem
liniowym ruchu po równoleżniku.

Można to troche֒ uogólnić i znacznie uprościć znajdywanie sk ladowych pre֒dkości w
uk ladzie krzywoliniowym. Niech ξ1, ξ2, ξ3 be֒da֒ trzema wspó lrze֒dnymi krzywoliniowego
uk ladu. Oznacza to, że dane sa֒ wzory

x = x(ξ1, ξ2, ξ3) ,

y = y(ξ1, ξ2, ξ3) ,

z = z(ξ1, ξ2, ξ3) .

W naturalny sposób z uk ladem takim stowarzyszone sa֒ trzy wektory i1, i2, i3, dane
wzorem8

ij(ξ) = ea
∂xa

∂ξj
,

gdzie x1 ≡ x, x2 ≡ y, x3 ≡ z, a e1 ≡ ex, e2 ≡ ey, e3 ≡ ez, sa֒ trzema kartezjańskimi wer-
sorami tworza֒cymi uk lad ortonormalny: (ea|eb) ≡ ea ·eb = δab. Wektory ij sa֒, jak  latwo
zrozumieć, styczne do krzywych wytyczanych w trójwymiarowej przestrzeni, gdy zmienia
sie֒ tylko parametr ξj przy ustalonych pozosta lych dwu pozosta lych ξ. W ogólnym przy-
padku wektory te nie tworza֒ uk ladu ortonormalnego: macierz ich iloczynów skalarnych

(ij|ik) =
∂xa

∂ξj
∂xb

∂ξk
(ea|eb) =

∂xa

∂ξj
∂xa

∂ξk
,

definiuje tensor metryczny gjk(ξ):

gjk(ξ) ≡ (ij |ik) =
∂xa

∂ξj
∂xa

∂ξk
.

Tensor ten jest w ogólnym przypadku niediagonalny. W trójwymiarowej przestrzeni ist-
nieje jednak 11 uk ladów wspó lrze֒dnych krzywoliniowych (wśród nich cylindryczny, sfe-
ryczny, paraboliczny, etc.), wyróżniaja֒cych sie֒ tym, że stowarzyszone z nimi wektory i1,
i2, i3 sa֒ (w każdym punkcie) wzajemnie prostopad le. Tensor metryczny ma wie֒c w tych
uk ladach postać

gjk(ξ) = h2
j (ξ) δjk .

Wspó lczynniki hi nazywaja֒ sie֒ wspó lczynnikami Lamé. W takich uk ladach krzywolinio-
wych można stworzyć  latwo stowarzyszone z nim wektory ej(ξ), j = 1, 2, 3 stanowia֒ce

8Jak zwykle obowia֒zuje tu konwencja sumacyjna wujka Albercika i po wskaźnikach powtarzaja֒cych
sie֒ na dwu różnych poziomach (na górze i na dole) jest zawsze domyślne sumowanie.
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w każdym punkcie uk lad ortonormalny (baze֒ ortonormalna֒). Wystarczy tylko podzielić
dane w sposób naturalny wektory ij przez ich d lugości hj:

ej =
ij

hj
.

Dowolny wektor V (“zaczepiony” w danym punkcie, tzn. należa֒cy do przestrzeni stycznej
w tym punkcie) można roz lożyć albo w bazie tworzonej przez wektory ij, albo w bazie
tworzonej przez wektory ej:

V = ijV
j
(ik)

= ejV
j
(ek)

≡ ejV̄
j .

(Dwie pierwsze postacie wektora V sa֒ tu zapisane w notacji z mojego s lynnego skryptu do
algebry; ostatnia postać jest wzie֒ta z Gravitation and Cosmology S. Weinberga.) Jasne
jest wiec, że V̄ j ≡ V j

(ek)
= hjV

j
(ik)

. W przypadku uk ladu sferycznego ξ1 = r, ξ2 = θ,

ξ3 = ϕ, sk ladowymi wektorów ir, iθ, iϕ w bazie wersorów kartezjańskich (ex, ey, ez) sa֒




sθcϕ
sθsϕ
cθ



 ,





rcθcϕ
rcθsϕ
−rsθ



 ,





−rsθsϕ
rsθcϕ

0



 ,

ska֒d hr = 1, hθ = r, hϕ = rsθ i wektory er, eθ, eϕ, sa֒ dane przez unormowanie tych wypi-
sanych wyżej (tj. podzielenie każdego z nich przez odpowiedni czynnik h), czyli wzorami,
które zosta ly wypisane już wcześniej “spod dużego palucha” (a w istocie wykorzystuja֒c
w laśnie podany tu sposób).

Sk ladowe wektora pre֒dkości w bazie ortonormalnej9 tworzonej przez wektory ej sto-
warzyszone z jednym z owych 11 uk ladów krzywoliniowych można teraz otrzymać bez
żadnych rachunków:10

v = eaẋ
a = ea

∂xa

∂ξj
dξj

dt
= ij

dξj

dt
=

∑

j

ej

(

hj
dξj

dt

)

.

Tak wie֒c w uk ladzie sferycznym vr = hrṙ = ṙ, vθ = hθθ̇ = rθ̇ i vϕ = hϕϕ̇ = rsθϕ̇. Jak
widać, nie wymaga to odwracania wzorów wia֒ża֒cych wersory ej wersorami kartezjańskimi
ea.

Zasadne jest pytanie, czy ta sama metoda upraszcza znalezienie sk ladowych krzywo-
liniowych wektora przyspieszenia. Niestety nie za bardzo. Zobaczmy:

a = eaẍ
a = ea

d

dt

(

∂xa

∂ξj
dξj

dt

)

= ea

(

∂2xa

∂ξj∂ξk
ξ̇j ξ̇k +

∂xa

∂ξj
ξ̈j
)

.

9Przypomnijmy jednak, że to jest tylko takie da֒żenie do wygody oraz si la przyzwyczajenia, które
powoduja֒, że w problemach fizycznych jakie rozpatruje sie֒ w mechanice korzysta sie֒ na ogó l z baz orto-
normalnych - w istocie baza֒ może być dowolny uk lad liniowo niezależnych wektorów rozpinaja֒cych ca la֒
przestrzeń wektorowa֒. Dlatego na zaawansowanym poziomie, np. w Ogólnej teorii wzgle֒dności, jako
bazy używa sie֒ bardziej “naturalnych” wektorów ij .

10Po ostatniej równości piszemy tu jawnie znak sumy, bo wprowadzenie czynników Lamé zak lóca kon-
wencje֒ sumacyjna֒ Einsteina - wskaźnik j po którym biegnie suma powtarza sie֒ trzykrotnie.
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Z drugiego cz lonu w nawiasie daje sie֒ tak jak poprzednio wycia֒gna֒ć przed nawias macierz
∂xa/∂ξj , która w po la֒czeniu z wektorem ea da wektor ij , ale z pierwszego cz lonu nie.
Wszystko co można zrobić, to napisać

a =
∑

j

ejhj

(

∂ξj

∂xa

∂2xa

∂ξi∂ξk
ξ̇iξ̇k + ξ̈j

)

.

Macierz ∂ξj/∂xa stoja֒ca w pierwszym cz lonie jest odwrotna do macierzy Da
j ≡ ∂xa/∂ξj :

∂ξj

∂xa

∂xb

∂ξj
= δba ,

∂xa

∂ξi
∂ξj

∂xa
= δji .

Otrzymany wzór na āj (używaja֒c notacji Weinberga) zgadza sie֒ z tym, co już wiemy
w przypadku uk ladu sferycznego: kawa lki z druga֒ pochodna֒ ξj maja֒ tam postać hj ξ̈

j

(bez sumowania po j). Widać też, że jeśli kartezjańskie wspó lrze֒dne xa po lożenia sa֒
nieliniowymi funkcjami wspó lrze֒dnych ξj, we wzorach na āj musza֒ wysta֒pić cz lony z
iloczynami pierwszych pochodnych wspó lrze֒dnych ξj. Jawne ich otrzymanie jest jednak
pracoch lonne. Po pierwsze trzeba odwrócić macierz Da

j . To jeszcze daje sie֒ w miare֒
 latwo zrobić. Wprawdzie jest to macierz zmiany bazy  la֒cza֒ca baze֒ ortonormalna֒ z baza֒
nieortonormalna֒, ij = eaD

a
j (ij = ea[R(ea←ij)]

a
j w notacji z mojego skryptu do algebry)

ale, w przypadku owych 11 specjalnych uk ladów wspó lrze֒dnych, baza ij wia֒że sie֒ prosto
(bo tylko przez wspó lczynniki Lamé) z baza֒ ortonormalna֒ ej. Zatem (sumowanie jest tu
po a, ale nie po j!)

ej = ea

(

∂xa

∂ξj
1

hj

)

≡ ea

(

Da
jh
−1
j

)

,

a stoja֒ca tu w nawiasie macierz zmiany bazy R (lub [R(ea←ej)]
a
j w mojej algebraicznej

notacji) jako  la֒cza֒ca ze soba֒ dwie bazy ortonormalne musi być macierza֒ ortogonalna֒ i jej
odwrotność R−1 jest dana po prostu przez transpozycje֒: R−1 = RT . Zatem

ea = ej[R
T ]ja = ij

(

h−1j [RT ]ja
)

.

Stoja֒ca tu w nawiasach okra֒g lych macierz jest w laśnie szukana֒ macierza֒ [D−1]i a odwrotna֒
do Da

i.
W przypadku uk ladu sferycznego macierz R jest macierza֒ stworzona֒ z postawionych

“na sztorc” sk ladowych (w bazie wersorów kartezjańskich) wektorów er, eθ i eϕ. Biora֒c jej
transpozycje֒ i naste֒pnie przemnażaja֒c j-ty wiersz macierzy RT przez h−1j otrzymujemy

D−1 =





sθcϕ sθsϕ cθ
cθcϕ/r cθsϕ/r −sθ/r

−sϕ/(rsθ) cϕ/(rsθ) 0



 .

Jak  latwo sprawdzić, jest to rzeczywíscie macierz odwrotna do

D =





sθcϕ rcθcϕ −rsθsϕ
sθsϕ rcθsϕ rsθcϕ
cθ −rsθ 0



 .
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Można teraz spróbować otrzymać sk ladowe przyspieszenia w uk ladzie sferycznym.

ar = hr

(

r̈ + sθcϕ
∂2x

∂ξi∂ξl
ξ̇iξ̇l + sθsϕ

∂2y

∂ξi∂ξl
ξ̇iξ̇l + cθ

∂2z

∂ξi∂ξl
ξ̇iξ̇l

)

.

Ponieważ hr = 1 daje to (od razu uwzgle֒dniamy, że xrr = yrr = zrr = 0)

ar = r̈ + sθcϕ

(

2xrθṙθ̇ + 2xrϕṙϕ̇ + 2xθϕθ̇ϕ̇ + xθθ θ̇
2 + xϕϕϕ̇

2
)

+sθcϕ

(

2yrθṙθ̇ + 2yrϕṙϕ̇ + 2yθϕθ̇ϕ̇ + yθθθ̇
2 + yϕϕϕ̇

2
)

+cθ

(

2zrθṙθ̇ + 2zrϕṙϕ̇ + 2zθϕθ̇ϕ̇ + zθθθ̇
2 + zϕϕϕ̇

2
)

.

Jak widać nie jest to bardzo przyjemne... Ale cierpliwie różniczkuja֒c możemy doj́sć do
celu:

ar = r̈ + sθcϕ

(

2cθcϕṙθ̇ − 2sθsϕṙϕ̇− 2rcθsϕθ̇ϕ̇− rsθcϕθ̇
2 − rsθcϕϕ̇

2
)

+ sθcϕ

(

2cθsϕṙθ̇ + 2sθcϕṙϕ̇ + 2rcθcϕθ̇ϕ̇− rsθsϕθ̇
2 − rsθsϕϕ̇

2
)

+ cθ

(

−2sθ ṙθ̇ − rcθθ̇
2
)

,

i po posk ladaniu wszystkiego do kupy otrzymać

ar = r̈ − rθ̇2 − rs2θϕ̇
2 .

Otrzymanie aθ i aϕ ta metoda֒ pozostawimy już czytelnikowi.

Najszybszy jednak sposób otrzymania przyspieszeń w dowolnym krzywoliniowm uk la-
dzie wspó lrze֒dnych polega na odwo laniu sie֒ do równań Lagrange’a II-go rodzaju: po-
nieważ otrzymanie wzorów na pre֒dkości jest, jak wynika z przeprowadzonych wyżej rozwa-
żań, bardzo proste, wystarczy wyrazić przez nie energie֒ kinetyczna֒ T = 1

2
mv2 i napisać

lagrangian cza֒stki swobodnej L = T ; wyprowadzone z niego równania Eulera - Lagrange’a
dadza֒ natychmiast szukane wzory na przyspieszenia. Np. w uk ladzie sferycznym

L =
1

2
m

(

ṙ2 + r2θ̇2 + r2ϕ̇2 sin2 θ
)

,

i równania Eulera - Lagrange’a maja֒ postać

mr̈ = m(rθ̇2 + rϕ̇2 sin2 θ),

m(r2θ̈ + 2rṙθ̇) = mr2ϕ̇2 sin θ cos θ

m(r2ϕ̈ sin2 θ + 2rṙϕ̇ sin2 θ + 2r2ϕ̇ θ̇ sin θ cos θ) = 0 .

Ponieważ sa֒ to równania ruchu cza֒stki swobodnej, ma = 0, sk ladowe przyspieszenia musza֒
być proporcjonalne do wyrażeń, które sie֒ dostaje po przeniesieniu wszystkich cz lonów
na jedna֒ strone֒ i podzieleniu przez m. W ustaleniu czynników proporcjnalności można
sie֒ pos lużyć analiza֒ wymiarowa֒ (przyspieszenia musza֒ mieć wymiar [L][T ]−2 i pewnym
wyczuciem (fizycznym zdrowym rozsa֒dkiem). Drugie z wypisanych wyżej równań daje
aθ po podzieleniu przez czynnik r (analiza wymiarowa); trzecie zaś po podzieleniu przez
r sin θ (cz lon z ϕ̈ musi dawać zwia֒zane ze zmiana ϕ̇ przespieszenie styczne do równoleżnika
o promieniu r sin θ).
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Zadanie 1.9

Wiedza֒c, że podczas p laskiego ruchu cza֒stki ka֒t pomie֒dzy kierunkiem jej wektora wodza֒cego
r i wektorem jej pre֒dkości v jest sta ly (i równy α) znaleźć we wspó lrze֒dnych biegunowych:
a) wzór na tor cza֒stki,
b) d lugość toru w funkcji po lożenia cza֒stki.
Przyja֒ć jako warunki pocza֒tkowe ϕ(0) = 0 i r(0) = r0. Zależność szybkości |v(t)| od
czasu może być dowolna.

Rozwia֒zanie:

Jeśli r = r er jest wektorem wodza֒cym (czyli wektorem po lożenia), a v = ṙ er + rϕ̇ eϕ,
wektorem pre֒dkości, to cosinus ka֒ta α pomie֒dzy nimi jest równy

cosα =
r·v
|r||v| =

ṙ
√

ṙ2 + r2ϕ̇2
.

Sta֒d (pamie֒taja֒c, że ṙ/ϕ̇ = dr/dϕ) otrzymujemy natychmiast równanie różniczkowe wy-
znaczaja֒ce tor w postaci r = r(ϕ):

1

r

dr

dϕ
= ctgα .

Warto tu sie֒ zastanowić nad znakiem (po drodze podnosilísmy coś do kwadratu i wycia֒gali
pierwiastek - znak móg l sie֒ zgubić). Jest on jednak poprawny: jeśli 0 < α < π

2
, to wektor

pre֒dkości jest tak skierowany, że odleg lość r powinna rosna֒ć ze wzrostem ϕ i rzeczywíscie
kotangens jest wtedy dodatni;11 gdy −π

2
< α < 0, to r rośnie ale wtedy, gdy ϕ maleje

(ka֒t ϕ jest liczony przeciwnie do kierunku ruchu wskazówek zegara) i rzeczywíscie ctg jest
wtedy ujemny. Z kolei, gdy π

2
< α < π, to r maleje, gdy ka֒t rośnie i ctg jest ujemny, tak

jak powinien. Rozwia֒zaniem uzyskanego równania różniczkowego jest spirala

r(ϕ) = r(ϕ0) exp {(ϕ− ϕ0)ctgα} .
Gdy chodzi o d lugość toru, to widać (patrz przypis niżej) że wystarczy rozpatrzyć tylko
przypadki 0 < α < π

2
, kiedy to tor jest spirala֒ rozwijaja֒ca֒ sie֒ i jego d lugość rośnie ze

wzrostem ϕ nieograniczenie, oraz przypadek π
2
< α < π, gdy tor jest zacieśniaja֒ca֒ sie֒

spirala֒ i powinien mieć skończona֒ d lugość nawet wtedy, gdy ϕ → ∞. Przyjmuja֒c wie֒c,
że ϕ̇ > 0 obliczmy d lugość toru s(t) jako funkcje֒ czasu przechodza֒c po drodze do s(ϕ(t))

s(t) =

∫ t

0

dt′|v(t′)| =

∫ t

0

dt′
√

v2r (t′) + v2ϕ(t′) =

∫ t

0

dt′
√

ṙ2 + r2ϕ̇2

=

∫ t

0

dt′ ϕ̇

[

(

dr

dϕ

)2

+ r2

]1/2

=

∫ ϕ(t)

ϕ0

dϕ

[

(

dr

dϕ

)2

+ r2

]1/2

=

∫ ϕ(t)

ϕ0

dϕ
[

r2ctg2α + r2
]1/2

=
1

sinα

∫ ϕ(t)

ϕ0

dϕ r(ϕ) ,

11A co, gdy −π
2
< α < 0 ? Powinno być tak samo, tzn. odleg lość r też powinna rosna֒ć, bo na rysunku

sytuacja wygla֒da tak samo, ale ctgα jest w tm zakresie ka֒tów ujemny... No tak, ale wtedy ze wzrostem
r ka֒t ϕ nie rośnie, tylko maleje wie֒c równanie znów jest poprawne!
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gdzie skorzystalísmy ze zwia֒zku 1 + ctg2α = 1/ sin2 α i wzoru na dr/dϕ. Ca lkuja֒c otrzy-
mujemy

s(t) =
r(ϕ0)

sinα

∫ ϕ(t)

ϕ0

dϕ e(ϕ−ϕ0)ctgα =
r(ϕ0)

cosα
e(ϕ−ϕ0)ctgα

∣

∣

∣

∣

ϕ(t)

ϕ0

=
r(ϕ0)

cosα

[

e(ϕ(t)−ϕ0)ctgα − 1
]

,

Wzór można uprościć przyjmuja֒c, że ϕ0 = 0. ctgα jest dodatni, gdy 0 < α < π
2

i d lugość
toru jest wtedy nieograniczona, gdy ka֒t ϕ rośnie nieograniczenie. Jeśli zaś ctgα < 0 (czyli,
gdy π

2
< α < π), d lugość toru jest skończona, gdy ϕ → ∞:

s(∞) = −r(ϕ0)

cosα
,

(oczywíscie, gdy π
2
< α < π to cosα < 0 i d lugość toru jest dodatnia). Przypadek α = π

2

jest szczególny: odleg lość r pozostaje sta la, równa r(ϕ0). D lugość toru jest oczywíscie
nieskończona jeśli ϕ rośnie nieograniczenie, ale jeśli rozpatrzyć d lugość toru od ϕ0 do
ϕ = ϕ0 + 2π, to w granicy α → π

2
uzyskany wzór daje oczywíscie s = 2πr(ϕ0):

s(ϕ = 2π) = lim
α→π/2

r(ϕ0)

cosα

[

1 + 2πctgα +
1

2
(2πctgα)2 + · · · − 1

]

= 2πr(ϕ0) .

Wreszcie przypadki α = 0 lub π sa֒ szczególne w tym znaczeniu, że wektor pre֒dkości jest
skierowany wzd luż wektora wodza֒cego i ka֒t ϕ pozostaje sta ly.12 Nie można wie֒c w tym
przypadku napisać równania toru w postaci r = r(ϕ). Możliwy jest tylko parametryczny
opis toru (naturalnym parametrem jest tu czas) r = r(t), ϕ = ϕ(t) = const = ϕ0.

12Dobrze jest przepisać uzyskane równanie różniczkowe w (zalecanej przeze mnie na Matmie II) postaci
dr tgα = r dϕ. Wtedy widać, że gdy α = 0 lub π, zmiana r nie pocia֒ga za soba֒ zmiany ka֒ta ϕ.
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