Szeregi

Przypomnienie: Gdy chodzi o szeregi nieskoriczone

o o
E Ay , lub E Ay ,
n=1 n=0

zasadniczym pytaniem, jakie sobie stawiamy (albo nam na kolokwium stawiaja...) jest
zwane z niemiecka die Entscheidungsfrage, czyli pytanie: czy szereg jest zbiezny?, na ktore
odpowiedz moze by¢ tylko TAK lub NIE.

Niby pytanie jest oczywiste, ale zeby nie bylo zadnych niejasnosci, zostato przez spryt-
nych matematykow sprowadzone do pytania o zbieznosé¢ odpowiedniego ciagu (a zbieznosé
lub niezbieznosé¢ ciagu jest czyms, co do czego nie moze juz by¢ watpliwosci - zbieznosé
ciagow jest ujeta $cista definicja). Mianowicie kazdemu szeregowi odpowiada ciag s, (a)
jego sum czastkowych tworzony wedtug przepisu (tu dla ustalenia uwagi przyjmujemy, ze
szereg jest sumowany od jedynki)

sn(a):a1+a2+...+an52ak.
k=1

Poniewaz kazdy z wyrazow tego ciagu jest dany skorczong suma, sa one zawsze dobrze
zdefiniowane.! Majac nieskonczony ciag s,(a), mozna badaé jego zbieznosé metodami, o
ktorych zapewne bylo w pierwszym semestrze. Z definicji nieskoniczony szereg » . a,, jest
zbiezny (co krotko bedziemy pisa¢: ZB), gdy zbiezny jest ciag s, (a) jego sum czastkowych.
Granice g(a) ciagu s,(a) sum czastkowych nieskoriczonego szeregu ) | a, utozsamiamy z
suma tego szeregu:

Sai=gla). gy lim s,(a) = gla).

n=1
Jesli zas ciag s, (a) sum czastkowych nieskoriczonego szeregu ) . a, nie jest zbiezny (nie
istnieje jego granica w sensie granicy ciagu), wtedy uznajemy, ze z definicji szereg tez nie
jest zbiezny, co krotko zaznaczamy literkami NZB.

W przypadku szeregow, ktorych wyrazy nie sa wszystkie dodatnie (Scislej: ktorych
wyrazy dodatnie i ujemne tworza przeliczalnie, ale nieskoniczone zbiory), odpowiedz TAK
(czyli ze szereg jest zbiezny) mozna troche zniuansowaé i wyrdznié szeregi bezwzglednie
zbiezne (oznaczamy je BZB)? i szeregi tylko warunkowo zbiezne (WZB). Mianowicie,
szereg zbiezny ) a, jest BZB, gdy zbiezny jest tez szereg > |a,| (z modutami); gdy
szereg z modutami nie jest zbiezny (ale szereg bez moduléw jest ZB), méwimy, ze ) a,

'Rozpatrujac szeregi czyni sie zawsze ukryte zalozenie, ze zaden z wyrazéw aj, szeregu nie jest sam z
siebie nieskoniczony.

2Qczywiscie jesli wyrazy - wszystkie, lub prawie wszystkie - szeregu nieskoiiczonego sa nieujemne,
an > 0, wtedy taki szereg, jesli jest ZB, to jest i BZB - w tym przypadku podziat na BZB i WZB nie jest
potrzebny.



jest WZB. Rozroznienie nie jest tylko kwestiag dzielenia przez matematykéow wlosa na
czworo: tylko szeregi BZB sa grzeczne i nie robia zadnych hopsztoséw. Z tymi drugimi
trzeba uwazac!

Z definicji zbieznosci szeregu wynika natychmiast warunek konieczny (zwany przez
mnie z tacinska SQN - sine qua non) zbieznosci: aby szereg mogt by¢ zbiezny (co nie
znaczy jeszcze, ze jest!) musi zachodzié

lim a, =0,

n—oo
(czyli, stowami, wyraz ogdlny a,, szeregu musi zbiega¢ do zera). Dowod koniecznosci tego
warunku jest oczywisty;

an = Sp(a) — sp—1(a),

a zeby szereg byl zbiezny, musi byé zbiezny ciag sum czastkowych tego szeregu, co ozna-
cza, 7e S, — g oraz S,_1 — ¢, wiec |s, — S,—1] — 0. Nalezy wyrobi¢ sobie odruch
sprawdzania w kazdym przypadku, czy rozpatrywany szereg spelnia warunek SQN; moze
to nam oszczedzi¢ bezsensownej szamotaniny.

Wazna obserwacja jest tez to, ze dla kwestii ZB/NZB wazne jest zachowanie tylko
prawie wszystkich wyrazéow szeregu. Przekladajac to na ludzkie, chodzi o to, ze jedli z
jakichs powodow przy analizie zbieznosci danego szeregu bruzdzi nam skoriczona (choc¢by
nie wiem jak wielka) liczba jego wyrazow, to mozna sie tymi wyrazami nie zajmowac.
Niech bowiem wyrazy szeregu zachowujg sie jakos “grzecznie” poczynajac od pewnego ng
(ktére moze by¢ réwne liczbie ziaren piasku na Saharze). Mozemy wtedy napisac

00 no—1 00 no—1 o0
)RTTE SPRNE o P (z)zb
n=1 n=1 k=1

n=ng n=1

gdzie by = apyn,—1. Suma w nawiasie jest skonczona i jest jasne,® ze nieskonczony szereg

po lewej jest zbiezny, jesli zbiezny jest nieskonczony szereg > b, po prawej stronie.

Jednym z podstawowych sposobéw decydowania, czy rozpatrywany szereg o wyrazach
nieujemnych jest ZB, czy NZB, jest kryterium poréwnawcze, mowiace, ze jesli mamy
dwa nieskoriczone szeregi: > a, i) b, idla kazdego n zachodzi nier6wnosé a,, < b, to

o jesli szereg > b, jest ZB, to szereg ) a, tez jest ZB,
o jesli szereg > a, jest NZB, to szereg > b, tez jest NZB.

W pierwszym przypadku (gdy oba szeregi sa ZB) mozna jeszcze powiedzieé, ze g(a) <
g(b). W kryterium tym warunek a, < b, dla kazdego n mozna ostabié¢ i zadac tylko, by,
nieré6wno$¢ ta zachodzita dla wszystkich n ale dopiero poczynajac od pewnego ng; podane

30czywiscie zawodowy matematyk by ten argument jeszcze usciglil formutujac go przez ciagi sum
czastkowych, ale my jestesmy fizykami.



wyzej wnioski co do zbieznosci pozostaja przy tym niezmienione, ale w oczywisty sposdb
nie mozna wtedy kategorycznie twierdzi¢, ze gdy oba szeregi sa ZB, to g(a) < g(b).

Kryterium to jest tym uzyteczniejsze, im wiecej mamy szeregéw, o ktorych na bank
wiemy, ze sa ZB lub ze sa NZB. Dlatego pierwszym krokiem naszego zajmowania sie
szeregami jest rozstrzygniecie die Entscheidungsfrage w przypadku kilku szeregéw, ktore
odtad beda “etatonnymi”, znaczy si¢ wzorcowymi.

Szereg o a, = 1/n, tj.

o0

1
2

zwany gdzieniegdzie szeregiem harmonicznym,* jest niezbiezny.

Pokazemy to na dwa sposoby. Sposob pierwszy (wprawdzie szereg ten byt na wykltadzie
- pamietam, ze siedzial w pierwszej tawce - ale nie wszyscy studenci byli...). Obliczamy
roznice wyrazow 2n-tego i n-tego jego ciagu sum czastkowych i szacujemy ja od dotu
(roznica ta ma n sktadnikow):

1 1 1 1 1 1
oot —> 4. =0 =

san(a) = sn(a) = =5 4k oo > o8 on o 2

Gdyby jednak ciag sum czastkowych byl (jako ciag) zbiezny, zachodzitoby ss,(a) — g i
sp(a) — g iroznica po lewej stronie zbiegataby do zera. Tu jednak tak nie moze by¢, bo
roznica ta jest zawsze wieksza od 1/2. Ergo, szereg harmoniczny jest NZB.

Inny dowdd niezbieznosci szeregu harmonicznego polega na zauwazeniu, ze®

e*>14x, czyli x> In(1+x).

Stosujemy druga forme tej nieréwnosci do kazdego z n sktadnikow n-tego wyrazu s, (a)
ciggu sum czastkowych szeregu harmonicznego

1 3 4 1
+—>mn2+nh-+h-+...+1In n +lnn+ .

n 2 3 n—1 n

1 1
s“@:1+§+§+.“+n_1

Wida¢, ze po prawej stronie po zastapieniu (skonczonej) sumy logarytmow logarytmem
iloczynu czynnikow podlogarytmowych dostanie si¢ In(n + 1). Zatem s,(a) > In(n + 1),

4Jakby sie kto$ pytal czemu (“Emu, tak nazywa si¢ pewien gatunek strusi. Czemu? Widocznie musi.”
- St, Baraiiczak), to nazywa si¢ on tak dlatego, ze wyraz a, jest srednia harmoniczng wyrazow a,—i i
ap+1 (8 nawet Wyrazow dpn_g, ..., Ap—1 1 Gnt1, - .- Anik). Srednia harmoniczna b liczb by, ..., b, jest

zdeﬁniowana wzorem
1 1 1+ +1
b n\b b))

5Nieré6wnosé ta jest w o = 0 réwnoscia, ale pochodna 1 + x jest stala i réwna 1, a pochodna e® jest
rowna e” wiec jest stale wieksza niz 1 i ro$nie; z tego wynika, ze lewa strona jako funkcja x rosnie zawsze
szybciej niz prawa strona.



wiec w oczywisty sposob ciag s, (a) sum czatskowych szeregu harmonicznego rozbiega do
nieskonczonosci, bo

lim In(n +1) = co.

n—o0

Tymi samymi sposobami mozna wykazaé¢ ze niezbiezny jest szereg ) (a/n) z dowolng
stalg a # 0.

Zbadajmy, czy zbiezny jest nieskonczony szereg

i(\/nQJrl—\/nQ—l).

n=1

Wida¢, ze a, — 0, bo przy n > 1 pierwiastki sie w duzej mierze kasuja i ich réznica
staje sie maciuciuciuperika, czyli warunek SQN jest spelniony. Ale to jest tylko warunek
konieczny. Mozemy przeksztalci¢ a, uciekajac sie do starej sztuczki /a — Vb = (a —
b)/(/a + /b), by zobaczy¢, ze

B 2
" VP l4+VRr -1
Teraz juz nic sie nie kasuje. Na “czuja” mianownik przy n > 1 zachowuje sie jak an z

jakims® o > 0, wicc szereg jest podobny do niezbieznego szeregu harmonicznego i sam
zatem tez jest NZB.

a

Inny przyklad: nieskonczony szereg o a, = (—1)", czyli

D) =14 (=) + 14 (1) +1+(-1)+...,

n=0

Jest niezbiezny. Po pierwsze - i to zatatwia sprawe - nie spelnia on warunku SQN: wyraz
ogolny a,, = (—1)" nie zbiega do zera. Jakby komus tego byto mato, to kolejnymi wyrazami
ciagu s,(a) sum czastkowych tego szeregu sa

so=1, s1=0, s9o=1, s3=0, etc.
Jest jasne, ze ciag s,(a) nie zbiega do zadnej granicy.
Jeszcze inny przykltad: szereg
- 1
nz::l nn+1)’

jest ZB. Mozna to wykazac znajdujac jawnie wzor na n-ty wyraz ciagu s,, sum czastkowych
tego szeregu.

u 1 " /1 1 "1 &1
:Zmzz<rk—+1)zzrzm

67 “grubej rury walac” mozna potozyé¢ o = 3, tzn. vn? + 1++v/n? — 1 < 3n wiec a,, > 2/3n. Jak kto$
chce by¢ bardziej subtelny, to moze sprawdzi¢, ze szacowanie jest stuszne nawet z a = 2.

4



Roztozylismy tu wyraz ay szeregu na utamki proste (wzgledem zmiennej k), a nastepnie
rozdzieliliSmy sume na dwie sumy; ta ostatnia operacja jest dozwolona, bo suma jest skon-
czona (na tym wtasnie polega chytra mysl matematykow z tym ciagiem sum czastkowych
- takich operacji, polegajacych na sumowaniu osobno parzystych i osobno nieparzystych
wyrazoéw szeregu, nie wolno robi¢ na nieskonczonych sumach dopoéki nie wiadomo, czy
suma jest zbiezna). Idziemy dalej: z pierwszej sumy wydzielamy jawnie pierwszy wyraz
(rowny 1), a w jej pozostatych wyrazach podstawiamy k = k' + 1; suma po k' biegnie wiec
od 1 don—1. Z kolei z drugiej sumy wydzielamy jawnie ostatni wyraz (rowny 1/(n+1)).
W ten sposéb otrzymujemy

1 1 1
=1 N .
iy +Zk’+1 ;k+1 n+1

Zauwazamy wreszcie, ze dwie (skoriczone) sumy: ta po k' i ta po k sa sobie rowne (w
konicu to niewazne jakiej literki uzywamy do zapisu, k', czy k !). Tak wiec udalo sie
jawnie obliczy¢ n-ty wyraz ciggu sum czastkowych:

1
Sp=1——.
n

Jest jasne teraz ze ciag sum czastkowych jest zbiezny

lim s, =1,
n—oo

czyli, zgodnie z definicja, badany szereg jest ZB i

= 1
Zn(n—i—l):l'

n=1

Szereg
= 1
>
n=1

jest ZB. Aby to wykaza¢ odwotujemy sie do kryterium poréwnawczego podanego wyzej.
Jest bowiem oczywiste, ze



Poniewaz wyzej juz wykazalismy, iz szereg > b, jest ZB, wiec na mocy kryterium po-
rOwnawczego zbiezny jest tez szereg

>
2 )

n=2 n

a wiec ZB jest tez szereg
=1
>
n=1

rozniacy sie od tego wyzej o jeden wyraz (réwny 1).

Mozemy teraz jeszcze raz odwotaé sie do kryterium poréwnawczego i korzystajac z
oczywistych nieréwnosci

1 1
n® n
1 1
—_ Z ] gdy « S ]-7
ne n
powiedzieé¢, ze nieskonczony szereg
1
ne’
n=1

jest ZB, gdy o > 2 1 NZB, jesli a < 1. Na razie jednak na podstawie kryterium porow-
nawczego nie umiemy jeszcze powiedzie¢, jaki ma charakter taki szereg, gdy 1 < a < 2.

Innym waznym “etatonnym” szeregiem, o ktérym wiemy wszystko jest znany ze szkoty
szereg geometryczny

>

n=0
Wiemy o nim wszystko, bo umiemy (kiedys to bylo w szkole) obliczyé¢ n-ty wyraz ciagu
s, sum czgstkowych tego szeregu. Istotnie, dowodzi sie,”

1— n+1
a—4

sn:Zaqk:a(1+q+q2+...+q"): 1~ q
k=0

"Oczywiscie indukcyjnie: prawdziwosé wzoru
Q- +g+¢+...+¢")=1-¢"",

latwo sprawdzié¢ dla n = 0 (obie strony réwne 1—q), n = 1: (1—¢)(1+q) = 1—¢*,n = 2: (1—q)(1+q+¢>) =
1 — ¢3. Indukcja:

1-q)l+qg+...¢" +¢")=1-q)(1+qg+...¢")+ (1 —q)g""
:lfqn+1+(17q)qn+1:17qn+2-

Watpliwosci co do potegi ¢ w prawej stronie wzoru najtatwiej rozwiaé zauwazajac, ze lewa strona jest w
q wielomianem stopnia ¢" wiec taka powinna by¢ najwyzsza potega g po prawej stronie.

6



Jest wiec jasne, ze gdy |q| < 1, ciag s, jest zbiezny (bo ¢"*' — 0), i niezbiezny, gdy
lg| > 1. Zatem, gdy |q| < 1 szereg geometryczny jest ZB (i to BZB, bo |a¢"| = |a||q|™) i

[e.e]

ool

n=0

i NZB, gdy [q| > 1.
Wykazemy jeszcze réznymi sposobami zbieznosé szeregu

[e.e]

d(n+1)g", gl <1.

n=0

Jeden polega na napisaniu
n+1
Sns1 = n = (1 +2)g
1 zauwazeniu, ze

Spp1 =1+2¢+ 3¢ +...+ (n+2)" ™
=1+qg+...+¢" " +q(1+2¢+3¢ +...+ (n+1)q")

Razem mamy wiec uktad dwoch liniowych rownan na s,41 1 sp:

Swet = $a= (042"
1_qn+2
Sp4+1 — 4 Sp = 17 .
- q

Rozwiazujac je ze wzgledu na s,, znajdujemy jawnie ogélng postac

_ 1— qn+2 (TL + 2) qn+1

Sp = —
(1—q)? l—gq
ciagu sum czastkowych badanego szeregu. Jesli udowodnimy, co zaraz zrobimy, ze drugi
wyraz dazy do zera, gdy |g| < 1, wykazemy, Ze przy tym samym zaltozeniu, s, — 1/(1—q)?,
czyli ze rozpatrywany szereg jest ZB i

[e.9]

1
Z(n—l—l)q 7(1 —2

n=0
Drugi sposob wykazania, ze rozpatrywany szereg jest zbiezny opiera si¢ na sztuczce:
- 4—q
=D 1) = <qzq> (17_(1)

7



Po zrézniczkowaniu otrzymujemy, ze
I CR U RN I )
1-gq (1—gq)?
co jest oczywiscie tym samym wzorem, co uzyskany wyzej w wyniku rozwigzania uktadu

rownan.
Pozostaje tylko pokazac, ze

Sn

8

lim (¢,) = lim (n¢") =0, gdy ¢l <1.

n—oo n—oo

Sprawdzamy, ze

n—o0

1
= lim <1+—> lal,
n—oo n

czyli, jesli tylko |q| < 1, zawsze istnieje jakie§ ng, poczynajac od ktorego |c,i1/cn| < 1,
i od tego ng ciag |c,| jest juz ciagiem malejacym. Ciag ten jest jednak ograniczony od
dotu zerem i z tego powodu jest zbiezny. Gdyby jednak zbiegatl do g > 0, to iloraz %
musiatby byl zbiega¢ do g/¢g = 1 a nie do |q| < 1 (tylko, gdy g = 0 iloraz g/g moze dac
cos roznego od 1). Ergo, ciag |c,|, wiec i ciag c,, zbiega do zera.” W analogiczny sposob
dowodzimy, ze k*¢™ — 0, jesli tylko |q| < 1, a « jest skoriczong liczba.

Oczywiscie jesli juz wiemy, albosmy sie skades dowiedzieli, ze szereg jest zbiezny (albo
w ogoble nie przejmujemy sie geganiami matematykow), to sume szeregu znajdujemy piszac
po prostu

Cn

- d - d gq d 1 1
n+1)¢d"=—1\1q) q" :——:—(—1+ ): .
2( ) dq(% ) dgl—q dq l-q) (1-9¢)

Zajmiemy si¢ teraz zatkaniem dziury pomiedzy o > 1, a @ < 2 w naszej wiedzy o
szeregach ) (1/n%). Pokazemy, ze w calej tej dziurze szereg jest zbiezny. Zaczynamy od
oczywistej nieréwnosci'”

n+1<2ntt

"+2 § rozne podobne kawalki

8Jesli to pokazemy, to oczywiscie tym samym pokazemy, ze i (n + 1)q
daza do zera.

9Bardziej fizyczny sposéb pokazania tego polega na napisaniu

1 1
|en| = exp(nln|g| +Inn) = exp{n <lnﬂ - —lnn> } .
qg n

Wyrazenie w wewnetrznym nawiasie jest dodatnie, jesli |¢| < 11 dazy do In(1/|g|). Wtedy czynnik —n
dusi eksponens do zera w granicy n — oco. Nie jest to dla matematyka Sciste rozumowanie, ale fizykowi
wystarcza.

10Jak zwykle indukcja. Nieréwnosé n < 2™ jest stuszna, gdy n = 0, n = 1 itd. Ponadto, n+1 < 2" +1

(po oszacowaniu n z zalozenia indykcyjnego) < 2" + 2" = 2"t Mozna tez poréwnaé rosniecie funkcji
27 1 x.



ktora napiszemy sobie w formie n < 2"*! — 1. Poniewaz cigg s,, sum czastkowych szeregu
>-.(1/n%) jest na bank rosnacy, zachodzi zgodnie z tym co wyzej, nieréwnosé

< (e DY (e e D (e
Sn Son+1_1 = e e e .
2ntl—1 Qa 3 Jo Ta e (2n+1 _ ]_)oz

Kolejne nawiasy zawieraja 2, 22, ... 2" skladnikéw. Szacujac z gory kazdy sktadnik przez
najwiekszy w danym nawiasie, czyli pierwszy, mamy

1 1 1 1 1 1
32"“1<1+(2—a+2—a)+(27a+...+27a)+...+<2m+...+2m)
e (2)+ (2) +o+ (22)

20: 22a 2na
1+ () + (s ) o+ () = y (5 )k
2a-1 22(a—1) 2n(a—1) P 2a-1

Staje sie wiec jasne, ze (szereg geometryczny!)

Son+1_1 < Zq =g gdzie ¢q = =
k=0

q

Jesli a > 1, czyli gdy ¢ < 1, prawa strona dazy przy n — oo do skoniczonej granicy.
Zatem wyraz sgn+1_1 jest ograniczony od gory, ograniczajac tym samym takze od gory
wyraz s,, ktory przeciez byt mniejszy. A ze ciag s, jest, jak juz powiedzieliSmy, rosnacy,
to bedac ograniczonym z géry, musi by¢ zbiezny. Stad mamy wreszcie kompletny wynik
(wykorzystujac to, co juz wezesniej ustalilismy)

ii_{ZB, gdy a>1

= no NZB, gdy a<1°

To co tu zrobiliémy bylo w gruncie rzeczy zastosowaniem techniki zageszczania, ktora sobie
dalej sformalizujemy formutujac tzw. kryterium zageszczeniowe (Cauchy’ego oczywiscie).

Zbadajmy zbieznosé szeregu
—sin| — |,
ne n
n=1

w zaleznosci od wartosci parametru «. Najpierw analiza “fizyczna”: kazdy wie (wiedzie¢
powinien!), ze sin(d) ~ ¢, gdy |d] < 1. Jesli n > 1, to 6 = 1/n jest wlasnie malutka i
zatem widzimy, ze



czyli rokowania sa takie, ze szereg jest ZB, gdy a > 01 NZB, gdy a < 0. Ale ten argument
trzeba uscidlié. Mozna to osiggna¢ tak: wiadomo, ze!!

sin
i =1.
513(1) 1)

W hieroglificznym jezyku matematykow wyraza sie to moéwiae, ze dla kazdego!? e > 0
istnieje taka dy > 0, ze jesli |d] < do, to
sin &

o

— 1’ < e,
lub, réwnowaznie,
sin 0
l—e< 5 <l+e.

Wykorzystamy prawa strone tej nieréwnosci, by dowies¢, ze nasz szereg jest zbiezny, gdy

a > 0 (gdybysmy chcieli dowodzi¢, ze jest niezbiezny przy a < 0, uzylibySmy lewej nie-

rownosci). Ktadac np. (nie bedziemy zbyt subtelni) € = 1/2 i § = 1/n mamy nier6wnos¢
1 1+4e 3

sin — < = —,
n n 2n

zachodzaca od jakiegos ng. Mamy wiec od tegoz ng poczynajac (ng przy ustalonym ¢ jest
skoniczone, a skoriczona liczba wyrazow szeregu - te co odpowiadaja n-om mniejszym od
no - jest nieistotna dla jego zbieznosci - o tym juz bylo) szacowanie a,, < 3/2n*T! = b,,
a szereg » . b, jest zgodnie z tym, co ustaliliSmy wyzej jest zbiezny, gdy oo + 1 > 1, czyli
gdy a > 0, tak jak to nam podpowiadato proste oszacowanie. Tu oczywiscie zamiast
bawié¢ si¢ w te ciupciania epsilonikowe mozna byto z mety napisa¢ sin(1/n) < 1/n (bo
sinz < z, gdy * > 0), i przeprowadzi¢ to samo oszacowanie, ale chcieliémy pokazaé
technike epsilonikowa, ktéra w innych przypadkach moze by¢ uzyteczniejsza. Np. jesli
chcemy pokazaé, ze nasz szereg nie jest zbiezny, gdy a < 0, nie mozemy wykorzystac¢
powyzszej oczywistej nieréwnosci, bo daje ona oszacowanie w ztg strone (dowiedzielibysmy
si¢ z niej, ze zawsze a, < b, = 2/n*"!, ale przy « < 0 szereg Y b, jest NZB i z tego, ze
a, < by nic nie wynika dla zbieznosci szeregu ) a,). Za to korzystajac z lewej strony
naszego oszacowania mamny
1 1 1-c¢
Ay = e smn > prs

poczynajac od pewnego ng i teraz juz mozemy odwotac si¢ do kryterium poréwnawczego,
by orzec, ze przy a < 0 badany szereg jest NZB.

Dla rozrywki rozpatrzmy szereg

= 1
2 Ty

n=2

1 Jak by ktos nie pamietal dlaczego, to dowdd jest np. u Lejka.
12Na szczescie nie umiem robié¢ kwantyfikatorow w LaTeXie!
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Aby zbadaé jego zbieznosé stosujemy standardows sztuczke a’ = exp(blna):
(In n)“‘" =exp{(Inn) - In(lnn)} = [exp(In n)]ln(lnn) _ pln(nn)

Teraz juz tatwo oszacowaé (nawet z grubej rury): zawsze istnieje takie'® ngy, poczynajac
od ktorego In(Inn) > 2. Zatem poczynajac od jakiegos ng

1 - 1 b
Ap = — — Un,
(ln n)lnn ’I’L2

a ze szereg » b, jest zbiezny, w kryterium poréwnawczego mamy, ze badany szereg tez

jest ZB.

Zbadajmy tez zbieznos$é¢ szeregu

0o 0o 1
Z n = Z (hl n)ln(lnn) ’

n=ngo n=ng

(nop dostatecznie duze, zeby pod zadnym logarytmem nie wyszta liczba ujemna). Tu juz
po zastosowaniu standardowej sztuczki dostaniemy

1 1
exp[ln(Inn) - In(Inn)  elnn)*

No i co teraz? Ano mozemy uzy¢ nierownosci
[In(Inn)]* < Inn,

ktora wynika z tego, ze In(Inn) < vInn, czyli Inn < exp(vInn ). To zas wynika z tego,
ze x < exp(y/7 ), albo ze y? < exp(y), co juz jest mniej wiccej oczywiste (interesuja nas
oczywiscie x = y* > 1). Zatem

1 1 1

- elln(inn)]2 > elnn o E ’

Qn

Poniewaz szereg » (1/n) jest niezbiezny, badany szereg, jako majacy wieksze wyrazy, tez
jest NZB.

Bardzo uzyteczne jest kryterium poréwnawcze ilorazowe zbieznosci szeregow (sto-
sowalne do szeregow o wyrazach dodatnich). Glosi ono, ze jezeli
a’n

Jim e =9

13To ng jest bardzo duuuze: slynne twierdzenia Szymachy - zmarlego nie tak dawno profesora naszego
Instytutu Fizyki Teoretycznej - glosi, ze logarytm logarytmu kazdej liczby x jest zerem. Jest to oczywiscie
twierdzenie fizyczne: np. z = liczba protonéw we Wszchswiecie; to jest jakies 10'°° powiedzmy; ale
Inln(10'%) = In(1001n(10)), a to juz jest liczba mniejsza od setki, ktéra w poréwnaniu z x jest wlasciwie
niczym, niemal zerem. (Jesli sie to komus kojarzy z pewnym ministrem, to nie moja wina).
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to jesli tylko g > 0 (przy czym moze by¢ tu takze g = 00), to jesli szereg > b, jest NZB,
to szereg > ay jest tez NZB. Jedli za§ g < oo (przy czym tu moze by¢ g = 0), to gdy
szereg » b, jest ZB, to szereg ) a, jest tez ZB. Inaczej: jesli 0 < g < oo, szeregi si¢
zachowuja tak samo: (nie)zbieznosé jednego pociaga za soba (nie)zbieznosé drugiego. Jesli
jednak g = 0, to wprawdzie zbieznosé¢ ) b, oznacza tez zbieznos¢ ) | a,,, ale niezbieznosé
> b, nie implikuje juz niezbieznosci ) a,. I podobnie: jesli ¢ = oo, to niezbieznosé
>, b, implikuje niezbieznos¢ ) a,, ale zbieznos¢ ), b, juz nie oznacza zbieznosci ) a,,.
(Przeczytac 5 razy i pomysle¢ dlaczego tak musi by¢! - to sie daje zrozumie¢ na zdrowy
chlopski rozum). Dowodzik szkicowalem na wyktadzie; z grubsza sprowadza sie on do
zastosowania przedstawionej tu juz techniki epsilonikowej. Kazdy moze, przynajmniej
przypadek 0 < g < oo sam sobie ta technika udowodni¢. (Przypadki szczegolne g = 0 i
g = oo tez z tej techniki wynikaja, lub raczej wtasnie odpowiednie oszacowania nie daja
sie w tych przypadkach zastosowaé i stad nie otrzymuje si¢ implikacji).

Kryterium powyzsze sprowadza np. sprawdzanie zbiezno$ci wszystkich szeregéw o
wyrazach a,, postaci
Wp(n)
Ws(n)’

a, = R(n) =

gdzie R(x) jest funkcja wymierna czyli, jak zaznaczone, typu wielomian wzgledem n
stopnia p przez wielomian wzgledem n stopnia s, do problemu zbieznosci szeregu » b,
0 b, = const./n* P czyli sprawdzanie takich przypadkow trywializuje.

Zastosujemy tytutem przyktadu kryterium poréwnawcze ilorazowe do zbadania zbiez-
nosci szeregu

Za _ lnn

n=1

Jako szereg poréwnawczy wezmiemy szereg » . b, o b, =1/ n®. Mamy wtedy

ay, Inn
lim — = lim =g.
n—00 Oy, n—00 'n,a_ﬁ
Oczywiscie g =0, gdy a — > 0, bo (¢ = 1/n)
e Plnn=—e*"lne >0,

(logarytm rosnie z n wolniej niz dowolna, nawet maciupenka dodatnia potega n-a). Z
kolei gdy o — 8 < 0, g = o0, bo

" lnn — .

Jesli zatem o > 1, co zawsze sie da zapisa¢ jako a = 1+ § z jakim§ § > 0, bierzemy [ =
1+6/2 > 1imamy g = 0. Wtedy z wykazanej juz zbieznosei szeregu Y, (1/n'+%/2) wynika
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zbieznos¢ badanego szeregu. Jesli za§ o < 1, to niezbiezno$¢ badanego szeregu wynika juz
w sposOb natychmiastowy z warunku SQN. Moral z tego jest taki, ze naogot (ale tylko
naogo6l, a nie zawsze!) Inn mozna, rozpatrujac zbieznosé szeregow, uwazaé za rownowazny
n® (n do zerowej potegi, czyli wlasciwie 1). Trzeba jednak zachowaé pewna czujnos$é bo
czasem jednak to tak nie dziata. Beda przyktady.

Inny, trudniejszy przyktad zastosowania kryterium ilorazowego poréwnawczego. Sze-
reg do zbadania to

gl 007

Aby zbadaé jego zbiezno$é poréwnamy go ilorazowo z szeregiem

> b=>_f(1/n),

n=1

z jakas odpowiednio dobrang funkcja f(x) dazaca do 0, gdy = dazy do 0. Badamy wiec
iloraz a,, /b, zastepujac 1/n zmienna x dazaca do zera:

Poniewaz jest to granica 0/0, uzyjemy metody Szpitalnika (de I’'Hospitala znaczy sie) i
zbadamy granice

1 — erln(1—2) ern(l—2) [z 4 |15(]1 — ¢
) [0 e g2 In(l - )]
z—0 f/(,’jj) z—0 f/(,’jj)
To wciaz moze by¢ granica 0/0 jesli f/(0) = 0 (bo wyrazenie w nawiasie kwadratowym w

liczniku dazy do zera, gdy x — 0) wiec sobie rozwiniemy licznik w Taylora, zeby zobaczy¢,
jak on dazy do zera:

emln(lfm) |:_ + 11’1(1 . .T):|

1—=x

1 1
= [14—:5111(1—x)+§x2ln2(1—x)+...] {—x(1+x+x2+...)—x—51’2—...

Golym okiem widaé, ze pierwszy nawias kanciaty dazy do 1, a istotny jest tylko drugi
nawias kanciaty i w nim pierwszy wyraz to —2z (a potem sa jakies wyzsze potegi x-a).
Lacznie z tym minusem, co byl przed wszystkim wida¢, ze gdy x — 0, czyli, gdy n — oo,

. a, . 22+ 0(2?)
lim — =lim ——~.
n—o00 bn z—0 f/(,’jj)
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Wida¢ wiec, ze gdy wezmiemy f(x) = 22, czyli

to szereg ten bedzie zbiezny, a

i zgodnie z kryterium poréwnawczym ilorazowym szereg » - a,, jest ZB. Zauwazmy jeszcze,
ze gdyby wzia¢ f(x) = x, to granica ilorazu a, /b, by byto g = 0, szereg > b, by nie
byt zbiezny, ale (wlasnie!) jesli g = 0, to z niezbieznosci ) b, nie wynika niezbieznosé

>, an.

Z kryteriow poréwnawczych mozna jeszcze przytoczyé nastepujace (jak zwykle doty-
czace szeregow o wyrazach dodatnich): jesli poczynajac od pewnego ng zachodza nierow-
nosci

anJrl
an — by’

to jesli szereg > b, jest zbiezny, zbiezny jest tez szereg ) ay, jezeli zas szereg ) a,
jest niezbiezny, to niezbiezny jest takze szereg ) b,.
Dowd6d tego jest bardzo prosty. Niech powyzsze nieréwnosci zachodza juz od ng =
1 (skoro o zbieznosci decyduja tylko prawie wszystkie wyrazy szeregu, to mozna sobie
wyobrazié, ze szeregi Y a, i) b, “obcielismy” od przodu, usuwajac z kazdego skoriczong
liczbe wyrazow, ktore nie spelniaty zadanej nieréwnosci, a potem pozostawione wyrazy
obu szeregow przenumerowalismy tak, ze nieréwnosci zachodza juz od nowego ng = 1).
Piszemy wiec
a2 b2 as < b3 Qp bn

- S 7 =73 ce. S )
a1 by a2 by An—1 br—1

a nastepnie wymnazamy te nieréwnosci stronami, otrzymujac

a b ) a

< czyli  a, < 1 by, .
aq bl bl

7 ostatniej nieréwnosci i z kryterium poréwnawczego ilorazowego wynika juz to co trzeba.

Teraz dwa wazne kryteria (juz nie poréwnawcze!? tylko opierajace si¢ wylacznie na
wewnetrznych wlasciwosciach badanego szeregu) “mistrzow francuskich” (wciaz dotyczace

1 No, to oczywiscie tylko tak powierzchownie: dowod (zob. np. Lejek), ze szereg spetniajacy te kryteria
jest zbiezny, a niespelniajacy - rozbiezny, wykorzystuje oczywiscie jego poréwnanie z jakim$ etatonnym
szeregiem; tu chodzi jednak o to, ze juz nie musimy sie tym sami zajmowacé - nie musimy wiedzie¢ co tam
ten samochod ma pod maska, zeby nim jezdzi¢.
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tylko szeregéw o wyrazach nieujemnych): kryterium Cauchy’ego, w ktorym obliczamy
granice g ze wzoru

g = lim (an)l/" , (Cauchy),

n—o0

oraz kryterium d’Alemberta, w ktérym obliczamy granice g ze wzoru

g = lim 2*1 (d’Alembert) .

n—00  (y,

W obu przypadkach jesli g < 1, szereg nieskoriczony » . a, jest ZB, jesli g > 1 to jest NZB,
a jesli g = 1 (czesto tak wychodzi...), to na dwoje babka wrozyta, czyli niema konkluzji.
Oba kryteria istnieja w wersji z lim sup!® zamiast lim,, ., (gdy ciag jest normalnie zbiezny,
to lim sup = lim inf = lim,, ,+,) i1 z ciagu nieréwnosci

An1 Ant1

Y

< lim inf (a,)"" < lim sup (a,,)"/™ < lim sup
a’n an

lim inf

wykazanej przez zdolnych matematykéw, wynika, ze Cauchy bije d’Alemberta, tzn. ze

kryterium Cauchy’ego jest silniejsze: jesli d’Alembert da g < 1, to i Cauchy tak da, ale

moga by¢ szeregi, do ktorych zastosowany d’Alembercik da g =lim sup(a,y1/a,) > 1,

ale Cuchy da g < 1 (wazne: gdy g > 1 jest otrzymane jako lim sup, a nie jako uczciwy

lim,,_, ., nie pociaga to za soba niezbieznosci! tylko lim sup < 1 oznacza wtedy zbieznosé).
Zeby to bicie d’Alemberta przez Cauchy’ego zilustrowaé, zbadamy szereg

3 1 3 1 3 n
5

n=0

Otoz, ciag ¢, = a,41/a, ma dwa podciagi: jeden biegnie do granicy wiekszej od 1, a drugi
do granicy mniejszej od 1. No bo rzeczywiscie:

A1 B 3/22n+1 3 Aont2 1/22n+2 1

agn  1/220 27 Aony1  3/227F1 6

Lim sup daje zatem te granice wicksza od 1, czyli d’Alembert nie rozstrzyga sprawy
zbieznosci tego szeregu. Ale

=1, 31 L\ e
Cn = \n T 90 97 o\ 9o 7 9(2n+1)/(2n+1) 0

15 Formalnie:
lim supc, = lim |supcy |,

lim infe, = lim (inf ck) .
n—00 n—oo \ k>n
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i widaé, ze lim sup ¢, = 1/2, czyli szereg jednak jest zbiezny. Cauchy pobil d’Alemberta.
No, to byl przyktad troche na wyrost. Naogot stosowanie tych kryteriow jest przyjemne
bo liczy sie zwykta granice ciagu. Kryteria te sa szczegdlnie uzyteczne przy szeregach
potegowych, bo z a,x™ daja one zawsze co$ razy = i mozna dobraé¢ x tak, by g bylo
mniejsze od 1. W ten sposob stuzg one do wyznaczania promienia zbieznosci szeregu
potegowego.
Jeszcze tylko ilustracja, ze jesli ¢ = 1 to na dwoje babka wrozyla: wezmy szereg

o o 1
SIS

n=1 n=1

Oba kryteria zgodnie daja tu g = 1:

n . ¢ . n . ]- ¢
lim 2L = Jim | — =1, lim(a,)"" =lim =1,
n— G n— \n-+1 n—s — (n)l/n

(w drugim przypadku, bo wiemy, ze (n)/™ — 1 - potega 1/n dziala jak walec i wszystko
splaszcza). Wiemy jednak ze jesli o > 1, to szereg jest zbiezny, a rozbiezny, jesli a < 1.
Jako typowy przyktad zastosowania wezmy szereg

Sa -3
nn
n=1 n=1
i “zd’Alembercijmy” go:
. Qpi . (n+DIn" , n \" . 1 1
lim — = lim ————— = lim =lm ——=—.

Granica g jest wiec mniejsza niz 1 i szereg jest zbiezny. Odwrotny szereg, b, = n"/n! by
byt oczywiscie niezbiezny.

Inny typowy przyktad to szereg

Y-y
2n
n=0 n=1
Tu mozna albo “sKosi¢” albo zd’Alembercié¢:
3\ 1/n nl/n 3 13 1
R R T
. 1 1\* 1
lim 27— im - (n+ ) = —,  (d'Alembercenie).
n—o00  (Qy, n—o0 n 2

Obaj mistrzowie francuscy méwia zgodnie, ze szereg jest zbiezny.
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Dosé skuteczne bywa tez kryterium Raabego.'® W tym przypadku badajac szereg
>, Gy tworzymy ciag

(uwaga! tu jest odwrotny iloraz niz u d’Alembertal!) i pytamy o lim sup tego 7, (albo,
jesli to przyzwoity ciag, o granice tego przy n — oo. Jesli (uwaga: znoéw odwrotnie niz u
mistrzow francuskich!) lim sup 7, = g > 1, to szereg jest zbiezny, a jesli prawie wszystkie
wyrazy ciagu r, (tj. wszystkie poczynajac od jakiegos ng) sa < 1, to szereg jest niezbiezny.

Dowéd (jedna z jego wersji) daje sie zrozumieé, wiec go dla rozrywki przytoczymy!”
za Fichtenholtzem, na ktorym wychowato sie kilka pokolen radzieckich matematykow i
fizykow (ci wychowywali sie tez na wielotomowym dziele Smirnowa). Jesli 7, dazy do
g > 1 to, pomiedzy 1, a g da sie wcisng¢ pewna liczbe r taka, ze poczynajac od jakiegos
no (niechby i baaardzo duzego)

a , a r
n( = —1)>r, czyli > 14—,
An+1 An+1 n

Teraz bierzemy jakie$ s wcisniete pomiedzy 1, a r (znéow da sie) i wykorzystujemy naste-
pujacy wynik

1+ 1/n) —1
i LT 1/7)

n—00 1/n =5

ktory jest prostym wnioskiem z zastosowania Szpitalnika do obliczenia granicy typu 0/0:

1 f—1
lim 7( +2) .
x—0 x
Zatem przy dostatecznie duzych n mamy zawsze (bo s bylo wziete mniejsze od r)

1+1/n)—1 1\° .
lim (1+1/n) <r, czyli (1 + —) <1+ r < a ,
n—00 1/n n n o Gpg1

(bo z kolei r jest zawsze mniejsze od wyrazow ciagu r,, przynajmniej od jakiegos nyg).
Dalej juz z gorki (teraz odwracamy iloraz do gory nogami wiec znak nieréwnosci tez sie
przekreca):

Qn+1 ( : )S s b
< = = .
ap, n+1

6Tego od Ene due Raaaaabe, zjadl Tadeusz zabe. Zlotousty (po grecku Chryzostom) ale nie Jan
(stawny kaznodzieja, $wiety Jan Chryzostom byt jakis czas (IV/V w.) patriarcha Konstantynopola) tylko
wlasnie Tadeusz posel Cymanski ostatnio co$ o zjadaniu zab (w spelunce przy Nowogrodzkiej) mowit...

17Czasem zrozumienie dowodu pomaga, w razie jakich§ watpliwosci co tego, jak stosowaé kryterium (a
ogolnie, co do sensu twierdzenia).
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i ze zbieznosci szeregu > b, = > (1/n®), gdy s > 1 wynika zbieznos¢ szeregu ) ay,.
Kryterium Raabego zastosowane do szeregu

[ o0
1

E Qp = ﬁgu

n=1

n=1

n(a‘:ilq):n{(ui)a—l} :n[%—i—}

ijesli a > 1, to szereg jest zbiezny. Oczywiscie to jest zjadanie wlasnego ogona: w
przytoczonym dowodzie kryterium Raabego wykorzystaliémy przeciez wiedze o tym, ze
szereg > (1/n%) jest zbiezny, gdy a > 1! Ale moze jest jaki§ inny dwod kryterium
Raabego. (Zapewne jest, bo Lejek tez stosuje Raabego do powyzszego szeregu). W
kazdym razie, warto je mie¢ w swoim arsenale.

daje

Dotarlismy wreszcie do kryterium zageszczeniowego (oczywiscie Cauchy’ego). Mowi
ono, ze szeregi

o o
E Gy 1 szereg zageszczony E 2" agn |
n=1 n=1

sa albo oba zbiezne, albo oba rozbiezne. (W zasadzie zamiast liczby 2 mozna uzy¢ dowolnej
liczby naturalnej p.)

Kryterium to formalizuje ten trick (po naszemu chwyt), ktéry nam postuzyt do zba-
dania szeregu ) (1/n®). Przezyjmy to jeszcze raz: szereg zageszczony w tym przypadku
to

i <22nn>“ - i (2&1—1)n ’

czyli jest to szereg geometryczny o g = 1/2°71,

Kryterium to jest bardzo wygodne przy badaniu szeregéw, w ktérych wystepuja loga-
rytmy. WeZzmy np. szereg

1
z;nlnn'

Szereg ten pewnie nie jest zbiezny, bo juz byto o tym, ze naogdl Inn jest rownowazny
n®, czyli szereg ten powinien sie zachowywaé podobnie do szeregu > (1/n'*0), ktory jest
NZB. Aby to sprawdzi¢ wykorzystujemy kryterium zageszczeniowe: szereg zageszczony w
tym przypadku to

o0 oo

2" 1
Z 27 In(2n) - Z nln2’

n=2 n=2
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Istotnie, jest on NZB, wiec badany szereg tez jest NZB.
Zobaczmy, czy da sie to uogélni¢: zbadajmy szereg

= 1
; n(lnn)e’

Szereg zageszczony w tym przypadku to

n

ZQ” [In(27)] nzna In 2)«

n=2

No i tu wtasnie regulka, ze Inn dziala jak n® sie zalamuje, bo gdyby tak bylo, to szereg
by byt niezbiezny niezaleznie od wartosci a. Widaé¢ jednak, ze potegi Inn cos z niego
potrafia “wycisnac”.

Dotad bylo w zasadzie o szeregach o wyrazach dodatnich, a, > 0. Przynajmniej
wszystkie kryteria zbieznodci, jakie tu zostaly przytoczone, stosuja sie w zasadzie tylko
do takich wtasnie szeregow. W przypadku szeregéw, ktorych nie wszystkie wyrazy sa
dodatnie,'® kryteriow jest, jak zaraz zobaczymy, niewiele. OczywiScie w mocy pozostaje
definicja zbieznosci szeregu oparta na zbieznosci ciagu jego sum czastkowych i reguta
“ogony nic nie wnoszg’, jesli szereg jest zbiezny. W mocy pozostaje oczywiscie takze
warunek SQN. Jedli jednak szereg sktada si¢ z wyrazow i dodatnich i ujemnych, to nawet
jesli jest zbiezny (ZB), moze nie by¢ bezwzglednie zbiezny (BZB), tzn. mimo iz szereg

D> bn
jest zbiezny (z tym sensie, ze ciag s,(b) = by + ...+ b, jest ciagiem zbieznym), szereg

> lbal .

n

nie jest juz zbiezny. Oznacza to, ze szereg . b, jest zbiezny dzigki temu, Ze nastepuja w
nim pewne kasowania wyrazoéw dodatnich i ujemnych. Szeregi takie sg zbiezne warunkowo
(WZB). Jesli szereg jest WZB, ale nie BZB, to kolejnos¢ sumowania jego wyrazow jest
bardzo istotna. Definicja zbieznosci przez ciag sum czastkowych ustala Scisle kolejnosé
sumowania wyrazow szeregu. Jesli chcemy wyrazy szeregu, ktory jest tylko WZB posu-
mowaé¢ w innej kolejnosci, musimy zmienié¢ konstrukcje ciagu jego sum czastkowych. W
istocie rzeczy, B. Riemann wykazal (twierdzonko takie), ze jesli dopuscimy zmiany kolej-
noéci sumowania wyrazow szeregu WZB, to mozemy jako jego granice otrzymac¢ dowolna,

8Qczywiscie chodzi o sytuacje, w ktérej zaréwno liczba wyrazéw dodatnich, jak tez i liczba wyrazow
ujemnych szeregu sa nieskonczone. Gdyby liczba jednych albo drugich byta skoriczona, mozna by byto,
zgodnie z regula, ze o zbieznosci decyduje to, jak sie zachowuja prawie wszystkie wyrazy szeregu (czyli
wszystkie z wyjatkiem dowolnej ale skoriczonej ich liczby), obciaé szereg od przodu tak, by juz wszystkie
jego pozostawione wyrazy bylty badz dodatnie, badz ujemne.
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zaplanowang z gory, liczbe. Nawet nie wgtebiajac sie w dowod tego twierdzonka mozna
zrozumieé, jak mozna dosta¢ dowolna granice g: jesli g > 0, to sumujemy najpierw tylko
kolejne wyrazy dodatnie szeregu az ich suma przekroczy g. Wtedy zaczynamy dodawaé
kolejne (liczac od poczatku szeregu) wyrazy ujemne i robimy to dotad, az suma spad-
nie ponizej g. Wtedy znéw podejmujemy porzucone dodawanie wyrazéow dodatnich, az
znéw przeskoczymy g i tak w kolo Wojtek (to nie jest aluzja do nawiska wyktadowcy).
Jesli g < 0, to zaczynamy od sumowania ujemnych wyrazéow. Warunek SQN gwaran-
tuje, ze oscylacje wyniku wokoét zaplanowanej granicy g beda “gasnac¢” i rzeczywiscie tak
sumowany szereg zbiegnie do g.

Jesli szereg jest BZB, to takie siupy nie sa mozliwe i granica szeregu jest jedna i ta
sama, niezaleznie od kolejnosci sumowania jego wyrazow.

Wsérod szeregow, ktorych wyrazy niekoniecznie sg jednego znaku, wyrdznionag klase
szeregdw, o ktorych mozna cos$ ogélnie powiedzie¢, stanowia tzw. szeregi naprzemienne,
ktore maja postaé

Sobu=d(an.  sdde  ay=laf, b a,=—a].

W przypadku takich szeregéw bardzo silnym narzedziem oceniania ich zbieznosci jest kry-
terium Leibnitza: jesli w szeregu naprzemiennym, takim jak wyzej, liczby a,, = +|a,|
(jesli a,, sa ujemne, modyfikacja jest oczywista) tworza ciag nierosnacy, tj. (poczynajac
od jakiego$ skonczonego ng) a, > ani1 > Gpie > ... 1 spelniony jest warunek SQN (tj.
a, — 0), to wtedy szereg naprzemienny taki jak wyzej jest zbiezny (naogot tylko WZB)
i jego suma (jesli jest sumowany “po bozemu”, tj. po kolei) lezy pomiedzy a; — as, a a.

Twierdzenie to jest dos¢ zdumiewajace: zgodnie z nim zbiezne s bowiem nawet tak
“stabo zbiegajace” szeregi, jak

(—1)" (=1)" (=1)"
2 et 2 )

Oczywiscie wszystkie one sa jedynie WZB. Kryteria sformutowane wcze$niej zastosowane
do odpowiadajacych im szeregéw »  |b,| pozwalaja tatwo dowies¢, ze nie sa one BZB.

W kryterium Leibnitza warunek monotonicznosci dazenia a, do zera jest niezwykle
istotny: rozpatrzmy bowiem szereg naprzemienny:

= 1 1
Z b, , w ktorym by, = —, by, = —— .
— n AL

Bez watpienia b, — 0, czyli warunek SQN jest spelniony. Nie jest jednak spelniony
warunek monotonicznosci tego zbiegania: jak tatwo zobaczy¢,

Aop—1 > Q2p < A2py1 > A2p42,  €tC.

Szereg ten nie jest zbiezny:

1 1 1 1 1
32n(b):1‘|‘§+...+g— §+?+...+27n ,
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(konstruujac wyraz s, ciagu sum czastkowych wolno grupowaé¢ wyrazy jak sie chce, bo
Son, jest dany suma skonczonej liczby wyrazow) i widaé, ze wyrazenie w nawiasie, ktore
jest po prostu skoriczonym szeregiem geometrycznym o ¢ = 1/2, ma granice, ale pierwsza
suma n wyrazow granicy nie ma (to juz wiemy). Zatem ciag sum czastkowych badanegu
szeregu nie zbiega.

Drugim, analogicznym przyktadem jest szereg

> 1
Z b, , w ktorym by, = — by, = —— .
— n 2n

Tu tez warunek SQN jest spelniony, a warunek monotonicznosci nie jest:

Qop—1 > A2y < Q2p41 > Q2pt2,  €tc.,

(np. 1/2° < 1/6% > 1/27, itd.) Ten szereg jednak jest zbiezny bo jego ciag sum czast-
kowych jest zbiezny. Moral zatem jest taki, ze kryterium Leibnitza dziala tylko w jedna
strone: jesli szereg spetnia jego warunki, to jest zbiezny, ale jesli kryteriéw tych nie spetnia,
to nic nie wiadomo - moze by¢ zbiezny, albo niezbiezny.

Aby na cho¢ jednym przyktadzie zilustrowaé, ze mozna, zmieniajac kolejnosé sumowa-

nia wyrazow szeregu, ktory jest tylko WZB, dosta¢ cos innego, rozpatrzmy naprzemienny
szereg harmoniczny sumowany na dwa sposoby:

Zan:1_14_1_1_'_1_14_1—14—...55
: 2 3 4 5 6 7 8 ’
LTSI S SR S S S SV N

. 3 2 5 7 49 11

W drugim przypadku sumujemy te same wyrazy, tylko dodatnie ida parami poprzekta-
danymi kolejnymi wyrazami ujemnymi. Szereg pierwszy (sumowany “po bozemu”) mozna
zapisa¢ na dwa réwnowazne sposoby

> 1 1
Yo (i m) =8

n=1
= 1 1 1 1
n = — —-— ] =5.
zn:a ;(471—3 4n—2+4n—1 4n)

(jak sie wypisze kilka par pierwszej linii i kilka czworek drugiej, to widac, ze to to samo
i w tej samej kolejnosci.) Teraz robimy myk: pierwsza linie (tam gdzie sa pary) dzielimy
przez 2:

> 1 1 1
2(471_2‘@):55’
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i dodajemy do drugiej linii (w ktorej sa czworki). W rezultacie skasuje sie tam drugi
wyraz z kazdej czworki, a ostatni podwoi i bedziemy mie¢:

> 1 1 1 1 3
Z<4n—3+4n—1_%)_5+55_55'

n=1

Jesli jednak wypiszemy jawnie kilka takich trojek liczb, jakie sa teraz w nawiasach, zoba-
czymy, ze to jest szereg Y by, czyli ten, w ktorym wyrazy ujemne przeplataja po dwa
dodatnie, ktory mial niby by¢ tym samym, co szereg ) a, (bo niby te same wyrazy,
tylko w innej kolejnosci sumowane). No ale teraz widzimy, ze to nie jest S, tylko 35/2.
Wszystko to mozna bardziej skrupulatnie zapisa¢ postugujac sie ciagami sum czastkowych:

1
S30 (D) = S4n(a) + 3 Son(a) .
Tu juz operujemy na skoriczonych sumach i zadnych watpliwosci co do legalno$ci manipu-
lacji by¢ nie moze: jesli sy,(a) — S 1 s9p(a) — S (bo to ten sam ciag), to s3,(b) — 35/2
(to juz jest inny ciag).

Przyktad. Zbadajmy szereg

N v )

—1)"— a”#0.

D (NS #
n=0

Szereg ten nie jest BZB, bo |b,| ~ 1/4/n, a wiemy, ze to oznacza gruba niezbieznosc.

Ale warunek SQN jest spelniony i mozemy sie odwota¢ do Leibnitza. Musimy zatem

sprawdzi¢, czy a, = |b,| zbiega do zera monotonicznie. Pytanie, czy a,, > a,.1 przektada

sie na sprawdzenie, nieréwnosci

Voo Vntl

n+a? " n+1+a?’

czyli pytanie, czy
n(n+1+a?)?> (n+1)(n+ad?)?.
Po wymnozeniu i zredukowaniu wyrazow mamy pytanie, czy
on®+n>n?+a', czyli, czy n*+n>at.

Jest to rzeczywiscie prawda, poczynajac od jakiegos ng. (zalezy to od tego, jak duze jest
a?). Zatem kryterium Leibnitza mowi, ze szereg jest WZB.

Uogolnieniem kryterium Leibnitza na szeregi o mniej regularnie zmiennym znaku wy-
razow jest kryterium Abela-Dirichleta. Mowi ono, ze jesli ogélny wyraz ¢, szeregu da
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sie przedstawi¢ jako ¢, = a,b, i wyrazy a, daza do zera monotonicznie (jak u Leibnitza),
a clag sum czastkowych

sn(b) = i by ,
k=1

jest ograniczony (nie musi by¢ zbiezny, moze skakac), to szereg > c, = >, anby, jest
zbiezny (naogol tylko WZB). Oczywiscie kryterium Leibnitza jest szczegolnym przypad-
kiem tego: odpowiada ono b, = (—1)".

Nieskoniczone szeregi, ktore sa BZB mozna bezpiecznie mnozy¢:

(i an> <§: bn> = i Cn s gdzie ¢, = agb, + a1b,_1 + ...+ aybg .
n=0

n=0 n=0
Szereg > ¢, jest wtedy tez BZB. Przyklad (oczywisty): a, = a™/n!, b, = 0" /n!. Wtedy

pr N prl o gl N 2 g2 N N a”
nl o (n=111  (n=2)20 " " nl

1 b)"™
=— [b”+ (n)b"1a+ (n)b”2a2+...+ (n)a”} CRAS
n! 1 2 n n!

Jesli szeregi Y a, 1) by, nie sa BZB, a tylko WZB, to szereg ) ¢, moze by¢ NZB.
Np. a, =b, = (=1)"/v/n+ 1 daje

Cp =

1 1 1
(n+1)~1+\/7ﬁ+'”+ V1-(n+1)

i, poniewaz w nawiasie kwadratowym jest n + 1 wyrazow, z ktérych najmniejszy (Srod-
kowy) jest rowny albo 2/(n+2), gdy n jest parzyste, albo 2/+/(n + 3)(n + 1) (dwa réwne
sobie srodkowe), gdy n jest nieparzyste, to |c,| nie dazy do zera i warunek SQN zbiez-
nosci szeregu y ¢, nie jest spetniony. (Oczywiscie w takich przypadkach mozemy - jesli
umiemy - najpierw obliczy¢ sumy ) a, i) b, i wyniki (granice) wymnozy¢).

Podobno - Lejek robi taki “tonkij namiok na tolstoje obstojatielstwo” (prawda, jaki
Sliczny ten jezyk sasiadow? Na wszelki wypadek radze sobie przyswaja¢ - moze sie w
przymusowej podrozy na potnocny wschod przydac...), ze jezeli jeden z wymnazanych
szeregow jest BZB, a drugi WZB, to szereg > ¢, jest zbiezny (zapewne - tego Lejek nie
mowi - tylko WZB).

= (=1)"

9

Wyrazy szeregu ) b, moga zaleze¢ od zmiennej z, b, = b,(x) i wtedy szereg moze
zbiega¢ do pewnej funkcji. Doktadniej, ciag

su(z) = bilx),
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sum czastkowych szeregu ) by(x) jest ciagiem funkcyjnym i moze zbiega¢ do jakiejs
funkcji s(x). Pamietamy, ze ciagi funkcyjne moga zbiega¢ do funkcji na jakims zbiorze
albo punktowo albo jednostajnie (jednostajnie znaczy lepiej). Oczywiscie zbieznosé ciagu
Sp(2), a tym samym zbieznosé szeregu » b, (x) moze zaleze¢ od wartosci x - dla jednych
x-6w szereg zbiega (bezwzglednie lub warunkowo), a dla innych nie zbiega. To wlasnie
bedziemy teraz ustalac.

Szczegodlna klase szeregéw funkcyjnych stanowia szeregi potegowe, tj. takie, w ktorych
by(x) = aa™

E " = ag + a1x + asx® + azx® + ...

Jesli szereg taki jest zbiezny przy jakims zy # 0, to, jak sie dowodzi (patrz np. Lejek),
jest BZB wewnatrz otwartego przedzialu (—R, +R), gdzie R = |x¢| i jego ciag sum czast-
kowych jako ciag funkcyjny zbiega jednostajnie do pewnej funkcji na kazdym przedziale
domknietym [—Rf, +R0], gdzie 0 < 0 < 1.

Trzeba wiec wyznaczyé¢ maksymalnie duze zp, a tym samym to, co sie nazywa promie-
niem zbieznosci szeregu potegowego. R = 0, gdy szereg zbiega tylko, gdy x = 0 (kazdy
szereg potegowy zbiega przy x = 0, bo niezerowy jest wtedy tylko jeden wyraz szeregu) i
R = oo, gdy szereg zbiega niezaleznie od tego jaka jest wartos¢ x-a. Oczywiscie promien
zbieznodci szeregu zalezy od tego, jak sie zachowuja wspotczynniki a,,, gdy n — oc.

Jak juz to byto wspomniane (tj. zrobitem byl tonkij namiok na eto tolstoje obstoja~
tielstwo), szczegdlnie wygodne do wyznaczania promienia zbieznosci szeregu sa kryteria

mistrzow francuskich, Cauchy’ego i d’Alemberta. Poniewaz zastosowane do |b,| = |a,||z"|
daja one jako granice g cos razy |z|, a szereg > b, jest zbiezny, gdy g < 1, wiec
1 1
R=- -, b R=- .
limy, o0 (|an)) limy o0 (|@nt1]/lan)

(Zamiast uczciwego lim moze tez by¢ lim sup). Zgodnie z podanym wyzej twierdzeniem,
szereg potegowy jest wtedy BZB w otwartym przedziale (—R,+R). Czy jest on zbiezny
- i jak zbiezny - w x = R i w © = —R wymaga osobnego zbadania. Czasem na jednym
krancu przedziatu jest zbiezny (BZB, czesciej WZB), a na drugim nie itd.

Poniewaz na kazdym przedziale domknietym zawartym w otwartym przedziale zbiez-
nosci, szereg > a,xz" jest zbiezny do pewnej funkcji f(x) jednostajnie, mozna go wyraz
po wyrazie rozniczkowaé (lub catkowac) i to co wyjdzie jest szeregiem zbieznym do f'(x)
(do [dz f(z)) i ma ten sam promien zbieznosci, co szereg rézniczkowany (catkowany):

e}

nz%anx":f(x), to Zan = f'(z),
oraz Zan/dyy /dyf()

dla z € [a,b] C (=R, +R).
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Trywialnymi przyktadami szeregéw potegowych sa

o0 o0
n 1 n
E x", oraz g — ™.
n!
n=0 n=0

W pierwszym przypadku, a, = 1 i z Cauchy’ego, czy z d’Alemberta dostajemy natych-
miast R = 1. Na obu krancach przedzialu zbieznosci, czyli przy x = 1 badz z = —1
szereg ten jest niezbiezny (o niezbieznosci szeregu ) (—1)" bylo na samym poczatku
tych notatek). Wiemy tez, ze gdy |z| < 1,

n=0

To ujawnia, dlaczego R = 1: funkcja f(x) = 1/(1 — z) do ktorej szereg ten zbiega (w
przedziale swojej zbieznosci) ma w = = 1 osobliwo$¢ (biegun prosty, powiedza Paristwo
po kursie analizy zespolonej). A co gdybySmy wzieli szereg tez o R =1 (tj. as, = (—1)",
Aop+1 = 0)

1
2\n __

n=0

Funkcja do ktérej on zbiega w z = £R = +1 jest zupelnie przyzwoita dla wszystkich
rzeczywistych x. To nic, funkcja ta potraktowana jak funkcja f(z) = 1/(1 + 2?) zmiennej
zespolonej z ma osobliwoéci w z = +i¢. [ to wladnie odlegtos¢ od z = 0 do najblizszej
osobliwosci na plaszezyznie zespolonej wyznacza promien zbieznosci szeregu (mimo, ze my
chcemy go traktowaé jak wyznaczajacy funkcje zmiennej rzeczywistej). Taka jest wlasnie
prawda o ukrytym zyciu szeregéw potegowych.

Drugi przyklad jest jeszcze bardziej trywialny: poniewaz a, = 1/n! to Kosi¢ jest
trudniej’ wiec d’Alembercimy i dostajemy lim, o0 @py1/a, = lim, oo(1/n) = 0 czyli
R = oo: szereg jest zbiezny dla kazdej wartosci z-a (nawet x = 1010100!). Wiemy tez,
ze zbiega on do funkcji e, ktora nawet potraktowana jak funkcja e* zmiennej zespolonej
z nie ma nigdzie osobliwosci (no, poza z = oo, ale tym sie tu nie przejmujemy) i stad
R = 0.

Jako mniej trywialny przyktad wyznaczania zbieznoSci szeregu potegowego rozpa-
trzymy szereg

n=0 n=0
Stosujemy kryterium d’Alemberta:

nl nn
= lim Mn = lim <
n—oo

. An+1
lim T
n—co (@, n—oo (n + 1)7+1 nl

19Chyba, ze sie zna wzorek Stirlinga.
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Zatem promienn zbieznosci szeregu R = e. Jesli |z| < e, szereg jest BZB. Pozostaje
sprawdzi¢, jak szereg zachowuje sie na krancach przedziatu zbieznoéci, tj. czy jest zbiezny
gdy x = e i gdy x = —e. Jest z mety jasne, ze skoro promien R zostal wyznaczony
z kryterium d’Alemberta, lub Cauchy’ego, to ich ponowne zastosowanie do szeregu (dla
x = e, bo zeby takie kryteria mozna byto stosowaé, wyrazy szeregu musza by¢ dodatnie)

da g = 1, a to jak wiemy, jest sytuacja, z ktérej nic nie wynika. Zatem trzeba inaczej.
Wyciagamy wiec z arsenalu grubsza armate, czyli kryterium Raabego i obliczamy

. 1 1\"
IMn{a —@zhmn?(l%) —q.
n—00 Apt1 n—00 e n

To jest rownowazne znajdywaniu granicy

ktora jest granica typu 0/0, wiec stosujemy Szpitalnika

1(1 la _ 1 d

lim —
z—0 e €T e =0 dx
1. d 1 1 1
=~ lim — Z — 2 /x| _ — - -
el}i% = exp{x 1n(1+x)} eilir(l)(l+l‘) [ p ln(1+x)+x(1+x)
Czynnik (1 + 2)Y/* dazy oczywiscie do e. W drugim rozwijamy
1 1 1 1 1 1
I Y S (PR s S I R i e WU
x? ( +x)+x(1+x) x? <:p 2x+3x+ )+x( vt —a )

Wida¢, ze w granicy dostaje sie (1/2) — 1 = —1/2. Zatem szereg jest niezbiezny. Ale, tu
nalezy sie stukna¢ w gltowe: jesli kryterium Raabego daje liczbe ujemna, to oznacza, ze
Gpy1 > ap, czyli ze ciag a, jest rosnacy! Rzeczywiscie:

ay, 1 1\"
=—|1+-) <1,
(pt1 € n

bo granica e jest przez (1 4+ 1/n)" osiagana od dolu (za moich czaséw takich rzeczy sie
dowodzilo w trzeciej klasie liceum - a w czwartej byto to, czym bedziemy ten kurs konczy¢,
czyli rowanania rozniczkowe...). Zatem szereg a, = n!(e/n)" nie spelia warunku SQN i
wobec tego nie jest zbiezny. Stad wynika, ze badany szereg potegowy Y (n!/n™)z™ na obu
krancach przedziatu zbieznosci jest niezbiezny (bo tam warunek SQN nie jest spelniony).

Wykorzystujac jednostajna zbieznos¢ szeregdéw potegowych w przedziale ich zbieznosci
mozna czasem zsumowac szereg albo go wyraz po wyrazie rozniczkujac, albo catkujac, tak
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by uzyska¢ nowy szereg, ktory nam juz co$ przypomina bo wiemy, ze jest to rozwiniecie
w szereg Taylora jakiej$ funkcji. A jak juz te funkcje mamy, to mozemy na niej odwrocié
operacje wykonang na szeregu.

Przyktad. Zsumujemy szereg

oo n+1

Z<_1)n+1 nn+1)"

n=1

Zamiast robi¢ doktadnie to, co napisatem wyzej (cho¢ mozna) zapiszemy ten szereg inaczej
1 od razu zobaczymy, co wychodzi:

i(—l)"“ S i(—l)"“ L /xdy y" .
— nn+1) 4 n Jo

Teraz odwotujac sie do tej jednostajnej zbieznosci przestawiamy sumowanie z catkowaniem
i w szeregu, ktory dostajemy pod catka rozpoznajemy logarytm:

00 ( ) " SL’n+1 /a: 00 ( ) " yn T ( ) 1+z
E )" — = dyg -1)" —:/dyln1+y :/ dzInz.
ot nn+1) Jo 7 = n 0 1
Zatem
o0 n+1
nyl L _ I+
nil(—l) Y 2 (—14+Inz); ™ =1+ 1 +2)[~1+In(l +2)].

Gdyby$my wyjsciowy szereg zroézniczkowali, dostaliby$my

4 5 1)+ LRI - T i
%Z(— ) W—Z(— ) o n(l+z),
n=1 n=1
1 teraz po odcatkowaniu powiedzieliby$my, ze
d 0 1 pntl
n=1

Stala C' trzebaby teraz dobrac tak, by f(0) = 0, tak jak szereg po lewej stronie. Wyszlaby
oczywiscia ta sama funkcja f(z) (jak w dowcipie wykladowcy: “masé na szczury!, masé
na szczury!”)
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Zadanie 1. (Szeregi, o ktorych mozemy wiedzie¢ wszystko.)

Znalez¢ jawne wzory na ciagi sum czastkowych s,(a) = >7;_ ax (ng = 01lub 1). Zbadac¢
istnienie granic otrzymanych ciagéow s,(a) i poda¢ wynik sumowania odpowiadajacych im
szeregdw nieskonczonych (jesli sa one zbiezne).

[e.e]

1
2 ; (Bn—2)(3n+1)’
= 2n+1
d 2 1

oo

1
c) Z<a+n)<a+n+1), a#—1,-2,-3,...,

n=1

d) > L a#—1,-2,-3,...,

n=1
9) > ng",
n=1
h) > n’q,
n=0
—~2n—1
Z) Z n ’
n=1
Zadanie 2.
Przerobi¢ na utamek dziesietny liczbe (utamek okresowy) 0.0(123) = 0,0123123123. ..
Zadanie 3.
Zbada¢ zbieznosé nastepujacych szeregow:2°
- n
3.1 O S —
) % nd+2n+7’
= /3 —2n\"
3.2
G

20Uwaga: nie wszystkie te szeregi sa szeregami o wyrazach nieujemnych. Jesli w ktoryms wystepuje
jakis parametr, to w zalezno$ci od wartosci tego parametru. W przykladzie 3.14 E(x) = czes¢ calkowita
liczby rzeczywistej x
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[e.e]

3.3) Z (\/712—1—1 \/n2—1>,
3.3) g (Vn+1- \/n -1)’
3.4) = nd —n? —l—n—l’

nt*—n2+1
n=0

C 1
3.5 i —
) ;&n(cos n) :

NE

3.6) (n—1) (\/n2—2n+2—\/n2—2n) ,
n=2
3.7) D [n? =20+ 2)% — (n? — 2n))'/3]
n=2
o0 efl/n
3.8) > —,
n=1
=1 1
3.9) Z—tg(—) ,
—~n Vn
- 1
3.10) Z\/ﬁln2<1 + —) ,
n
n=1
= /1+cosn\"
3.11 —
) ; (2 + Cosn) ’
= /(1+2cosn\"
3.12 -_—
) nZ:O (8 — 3cosn>
3.13 —_—
) nZ [In(lnn)nn’
“nd—n?4+n-—1
3.14) > T
3.15) i#
“~nE(yn)
3.16) i !
n=1 n<n)1/n

3.17) i r



. ont+1
1 _
3.18) nzn(n+1)n,

1
3.19) — sER,
n:ZM (3n — 100)®
= (1 1
3.20) Z(——ln (1+—)) :
—~\n n
- 1
3.21) > nth’~, a€R,
n
n=1
o0 t n
3.21) Z % :
n=1
> (n!)22"
3.22) > G
n=0
o 1 n
3.23) Zl1—<1——) } :
n
n=1
3.24) i !
. 2 )
~(n+1)In"(n+1)
— 1
3.25) > oo
n=2
3.26) i ! seR
' — n Inn(In(lnn))s ’
= (2n — 1!
3.27) > REOTRE
n=1
0 n(m—1)
n—1
3.28
o x0m)
3.29) i L
' = 1+an’
= 1
3.30) > o a>0.
n=1
Zadanie 4.
Zbada¢ zbieznos¢ szeregdw naprzemiennych i innych o niekoniecznie dodatnich wyrazach.
(D"
a) > (n+1)1/10°
n=1
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(=D
) Z In(Inn)’

(D"

C) ;m, pER, a#1,2,3,...,
= . (2n+1\"

o Yer(Es)
n=1

o0

€) (=D (9" —1),

) DI
m) 2 T
. cos(mn?)
0) i (=) /Inn.

Zadanie 5.
Pokaza¢ mnozac bezposrednio szeregi, ktérymi wyrazaja sie sin « i cos a, ze

2sin o cos @ = sin 2av.

Mozna takze sie zabawi¢ pokazaniem bezposrednio na szeregach, ze sin? x + cos®z = 1.
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Zadanie 6.
Poda¢ promienn R zbieznosci szeregéw potegowych. Zbadaé zbieznosé szeregdéw na kran-
cach przedziatu ich zbieznosci, (tj. dla v = —R oraz © = +R).

[e.e] n

a) >

n=1

n=0

i) Z(arctgn)":p" ,

Zadanie 7.

Wykorzystujac mozliwos¢ przestawiania kolejnosci sumowania i catkowania (lub sumowa-
nia i rézniczkowania) zsumowaé nastepujace szeregi potegowe uprzednio wyznaczywszy
ich przedzialty zbieznosci:

o XEE

n=1
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S (2)'

Z(an +b)x",
;<_1)n on+ 1’
> (1) (2n+1)(22)™",

1
Z g(n +1)(n+2)(n+ 3)a",
n=0
:L,3n+1

s 3n+1’
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Odpowiedzi i podpowiedzi

NZB ! = niezbiezny, ZB = zbiezny, BZB = zbiezny bezwzglednie, WZB = zbiezny warun-
kowo. (BZB i WZB dotycza szeregéw o wyrazach niekoniecznie dodatnich).

Zadanie 1.

W przyktadach a) — d) nalezy roztozy¢ wyrazenie pod suma na utamki proste (wzgledem
zmiennej n) i obliczy¢ n-ty wyraz ciagu sum czastkowych szeregu rozdzielajac go na dwie
lub wiecej skoniczonych sum i w kazdej z nich przesuwajac odpowiednio zmienne, po
ktorych jest sumowanie tak, by po wydzieleniu z tych sum (z przodu lub z tytu) jakichs
wyrazéw, pozostate sumy si¢ catkowicie zredukowaly.

1 1 1 = 1
n — =35 35 ) ] tZBu n = 5
a) s ;ak 3 33,01 SLeres jes ;a 3
n 1 oo
b) Sp = ap, =1 — ————, szereg jest ZB, a, =1,
2= 2
c Sp= Y ap= — ,  szereg jes , a, = ,
k:lk a+l a+n+1 &) vt a+1
- 1/ 1 1 1 1 1 1
d n — = — —_ — = —
) i ;a’“ 2(a+1 a+2) Yatntl 2atn+o
- 1
szereg jest ZB, a, = ,
&) nzl 2a+ D(a+2)
e) Sp = Zak =—In2+1In(n+2), szereg jest NZB,
f) sn:Zak:—ln2+lnk—12, szereg jest ZB, Zan:—an,
q_qn+1 nqn
o1l = kq" = kq" = :
9) Sno1 = Zq Zq quq 0-aF 1-q
. q
szereg jest ZB (nawet BZB), gdy |q| < 1 ay = ,
% (I—q)°
d n—1
k
) snl_zk_q (dq)Zq
_q+q —n%q" — (1+2n —2n2)¢" " — (1 — 2n + n?)g" ">
(1-¢q)? ’
S ¢+
szereg jest ZB (nawet BZB), gdy |q| < 1 Zan = 1= q7
—q
n=0
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n—1 n—1 n—1 n—1
I ) SLTA S L) T S
k=1 k=1 k=0 k=0
1 — qn nqn—l) 1 — qn
(1-¢?* 1-—g¢ 1—q

- 2
szereg jest ZB (nawet BZB) bo ¢ =1/7, i Zan =3
n=1

Uwaga: ostatni szereg byl dla zmytki sumowany nie od zera, a od 1.

Zadanie 2.
123/9990 bo 0.0(123) = (1/10) - 0.123 - (1 4+ ¢ + @+ .. )zq= 1073,

Zadanie 3.

3.1) Szereg ZB, bo a, ~ 1/n? gdy n > 1. Scidlej: a, < n/n® = 1/n? (bo w a, dzielimy
przez wiecej, czyli dostajemy mniej), przy dowolnym n, wiec kryterium poréwnawcze z
szeregiem . (1/n?) dziala tu bezposrednio.

3.2) Szereg NZB, bo a, 4 0. Doktadniej,

an = (—1)" (1 — ;)n [(1 + %)n] h — (—1)"e 32 [63/2]’1 = (=1)"e73.

n

3.3) Szereg NZB, bo a, # 0. Dokladniej, skorzysta¢ ze starej sztuczki \/a — Vb =
(a—b)/(v/a+ vb), by pokazaé, ze a, — 1.

3.37) Szereg NZB; sztuczka jak wyzej.

3.4) NZB, bo a,, ~ 1/n; uscisli¢ ten argument np. odwolujac sie do kryterium ilorazowego
poréwnawczego.

3.5) Szereg NZB, bo a,, /4 0, czyli warunek SQN niespetniony.

3.6) Szereg NZB, bo a,, — 1, czyli warunek SQN niespelniony.

3.7) Szereg ZB, bo a, ~ (2/3)n"%3. Aby to zobaczy¢ uzy¢ sztuczki A3 — B3 = (A —
B)(A? + AB + B?) przeksztalconej po podstawieniu A = a'/3, B = b'/3 do postaci

Ql/3 _ pl/s — a—b
a2/3 L gl /3pl/3 1 p2/3

Dalej juz dziala kryterium ilorazowe poréwnawcze ze zbieznym szeregiem Y (1/n*/?).
3.8) Szereg NZB, bo a, ~ 1/n, gdy n > 1. Doktadniej, z wykresu funkcji widaé, ze
e >1/e, gdy 0 <x < 1. Stad a, > 1/(en).

3.9) Szereg ZB, bo a, ~ n~3/2. Zastosowaé technike epsilonikowa do tg(1/y/n) — 1//n.
3.10) Szereg ZB, bo a,, ~ n~*/2. Zastosowaé technike epsilonikowa do [In(1+1/n)/(1/n)]* —
1.

3.11) Szereg ZB. Mozna tatwo oszacowaé¢ (po paru probach sie na to wpada; pierwsza
obserwacja jest, ze czynnik w nawiasie pewnie jest < 1), ze (14 cosn)/(2+ cosn) < 2/3.
Zatem szereg szacuje si¢ z gory przez ZB szereg geometryczny o ¢ = 2/3.

3.12) Szereg ZB (wyrazenie w nawiasie zawsze < 1).
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3.13) Szereg ZB: a, = 1/n0)] i 6d pewnego daaaaleeeeckiceeeego (astronomicznie!)
no mamy a, < 1/n?.

3.14) Szereg NZB: a,, ~ 1/n, tzn. a,/(1/n) — 11z kryterium ilorazowego poréwnawczego
(z g = 1) z niezbieznosci ) (1/n) wynika to, co ma wynikac.

3.15) Szereg ZB. Trzeba wpas¢ na to, ze E(y/n) > /n—1 wiec a, < 1/(n(y/n—1)) = cp;
dalej szereg Y ¢, mozna poréwnaé z Y. b, o b, = 1/n*?%; z kryterium poréwnawczego
ilorazowego mamy wtedy podang konkluzje.

3.16) Szereg NZB. Porownac¢ ilorazowo z szeregiem » . b, = > (1/n).

3.17) Szereg ZB. “SKoszenie” daje lim(a,)"/" = =5 lim(2n* +n® + 2n2)1/2n % < 1.
3.18) Szereg NZB. Kryterium poréwnawcze ilorazowe z ) | b, = > (1/n) dajelim(a, /b,) =
1/e, a szereg b, jest NZB.

3.19) Szereg ZB, jesli s > 1. Skorzysta¢ z 3n — 100 > 3(n — 34) i przesuna¢ zmienna,
sumowania.

3.20) Szereg ZB. Pokaza¢, ze a,, zbiega do 1/2n? i zastosowaé technike epsilonikowa (albo
odwota¢ sie wprost do kryterium poréwnawczego ilorazowego).

3.21) Szereg ZB, gdy a < 1 i rozbiezny jesli a > 1.

3.21") Szereg ZB. SKosi¢ i wyjdzie.

3.22) Szereg ZB. ZdAlemberci¢ i wyjdzie.

3.23) Szereg NZB. Warunek SQN niespelniony.

3.24) Szereg ZB. Przesuna¢ zmienng sumowania i zagescic.

3.25) Szereg ZB. Nie zageszczamy, tylko zauwazamy, ze Inn > 2 od pewnego n i szacujemy
geometrycznym.

3.26) Szereg ZB, gdy s > 1. Zagesci¢ i oszacowaé ilorazowo przez 1/(nln’n).

3.27) Szereg NZB. d’Alembercik daje g = 1, ale Raabe daje lim,, ,oo{n[(a,/ans1) — 1]} =
1<

§.28) Szereg ZB. SKosi¢ (tzn. Cauchym go). Zobaczy¢, ze granica jest rowna 1/e? < 1.
3.29) Szereg ZB, gdy a > 1 bo wtedy mozna go oszacowaé z gory przez zbiezny geome-
tryczny; NZB, gdy a < 1 - warunek SQN niespetniony.

3.30) Szereg ZB, jesli a > e. Sztuczka: mianownik a, mozna napisaé¢ jako n'®.

Zadanie 4.

a) WZB (Leibnitz), b) WZB (Leibnitz), ¢) Jesli 0 < p < 1, to szereg BZB; jesli p > 1,
to szereg WZB (Leibnitz); gdy p < 0, szereg NZB, d) szereg BZB: dla n — oo, |a,| —
e3/14 (2/7)™, czyli mozna zastosowaé¢ kryterium poréwnawcze ilorazowe z geometrycznym o
q=2/7,e) WZB (Leibnitz), f) BZB, jesli |¢| < 11 NZB w przeciwny razie, g) NZB (|a,| nie
dazy do zera, warunek SQN niespelniony), h) NZB (jest to suma szeregu naprzemiennego
zbieznego “pa Leibnitzu” i szeregu rozbieznego - zeby to rozumowanie zalegalizowaé, trzeba
je sformutowaé przez ciag sum czastkowych; Leibnitz do calosci sie nie stosuje, bo jako
calos¢ nie jest to szereg naprzemienny!), i) BZB oczywiscie, j) Niewatpliwie |a,| — 01 od
jakiegos my juz monotonicznie, wiec szereg WZB “pa Leibnitzu”; oczywiscie nie BZB, k)
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WZB (kryt. Abela- Dirichleta: ciag s, = >_,_, cos k jest ogranicznony?' przez 1/sin(1/2),
bo |cos[(n + 1)/2] sin(n/2)| < 1, 1) WZB (Leibnitz, a, — 0 monotonicznie od ny =
3), m) Jesli p > 1, to szereg BZB (dwakro¢ zagesci¢ pomiedzy jednym zgeszczeniem,
a drugim skorzysta¢ z ilorazowego poroéwnawczego); gdy 0 > p < 1, szereg WZB “pa
Leibnitzu” (|a,| — 0 monotonicznie); wreszcie gdy p < 0 to tez WZB “pa Leibnitzu”,
tylko ng, od ktorego |a,| — 0 monotonicznie przesuwa sie coraz dalej im bardziej p jest
ujemne i troche trudniej to zobaczyé (wsk. badaé¢ zmiennosé funkeji [In(Inx)]P/zInx),
n) WZB, bo cos(mn?) = (—1)" - kwadraty kolejnych liczb naturalnych sa naprzemian
nieparzyste i parzyste; dalej Leibnitz, o) WZB “pa Abelu-Dirichlecie” bo czesé caltkowita
n/3 to ciag 0,0,1,1,0,0,1,1... wige ciag > p_,(—1)F*/? jest ograniczony; ale gdyby tam
byto E(n?/3) np., to by juz nie bylo to takie oczywiste, czy Abel z Dirichletem daja rade...

Zadanie 6.

a) R = 1; na obu kranicach BZB - ten szereg byl oméwiony w notatkach prof. Bednorza
zwija sie on do funkcji dilogarytm zwanej tez funkcja Spence’a. b) R = 1; dla x = —R
BZB, gdy a > 1, WZB, gdy 1 < a > 01i NZB, gdy a < 0; dla x = +R BZB, gdy a > 1
i NZB, gdy a < 1. ¢) R = a; na obu kraicach NZB. d) R = o0, e¢) R =0, f) R = 1;
dla z = —R WZB (Leibnitz), NZB w x = R. g) R = 1/e, co latwo dosta¢ d’Alembercac;
w 2 = R NZB - kryt. Raabego: lim, oo{n[(an/ans1) — 1]} = 5 < 1, z kolei w 2 = —R
sam nie wiem: ciag a, jest wprawdzie malejacy (bo a,y1/a, = (1/e)(1 4+ 1/n)" < 1) i
ograniczony od dotu (przez zero), ale czy zbiezny do zera? Chyba nie, wiec warunek SQN
nie bytby spelniony. h) R = 2; na obu kraricach NZB, i) R = 2/7; na obu kraricach NZB
j) R = 00, k) R = oco. 1) D’Alembercimy: a,1/a, = (n+1)/a®"™ = a(n + 1)/(a*)";
granica tego, przy n 4+ 1 — oo jest tym samym, co lim,_, e_(ln‘f)/x/x; do Szpitala z tym:
lim,_,q h;—”f e~ ma?)/z zalezy od a?: jesli a2 > 1, to granica jest 01 R = oo, jesli a® < 1, to
granica jest oo, czyli R = 0. Golym okiem wida¢ ponadto, ze gdy a = 1, R = 0 takze.

Zadanie 7.

) —In(1 — 3x); szereg ZB, jesli || < 1/3, w o = 1/3 NZB, w ¢ = —1/3 WZB. b)
(1 — x/2)72%; szereg 7B, jesli |x| < 2, na kraticach NZB. c) (b+ (a — b)x)/(1 — z)?, ZB,
jesli |x| < 1 o NZB na krancach. d) arctgz, szereg ZB, gdy |z| < 1; w o = 1 NZB,
w o =—1 WZB. ¢) (1 —4a?)/(1 + 42?)?, szereg ZB dla |z| < 3; na krancach NZB. f)
(1 —2)™*, szereg ZB dla |z| < 1; niezbiezny na kranicach. g) —3In(1 —z) + £ In(1 +z +

z?) + %arctg (2%1> - %arctg%, szereg ZB dla |z| < 1, w x = 1 NZB, w x = —1 WZB.

21Sumujemy (c.c. oznacza complex conjugation):

n n—1 ]
1, ik 1 e -1
Zcosk—§e (e") +C-C—2€ pra— +c.c
k=1 k=0
1 . ein/2 _ p—in/2 1 . sin(n/2) sin(n/2)
_ L i(n+1)/2 o= —eint)/2 223 2) 4 1)/2 .
B e ei/z — eii/2 + c.c 9 € Sln(1/2) +c.c COS[(” =+ )/ ] Sln(1/2)
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