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Zadanie 1. Niech A bedzie algebra z jedynka nad cialem k, a a € A elementem odwracalnym w A.
Udowodnij ze A € specy(a) & A € specy(a™?!) (Oczywiscie zaktadamy, ze A jest rézny od zera.
Inaczej, zdanie jest falszywe skoro nie istnieje A71).

Rozwigzanie:
Zamiast twierdzi¢, ze A € specy(a) < A7! € specy(a™!), udowodnimy, ze
A ¢ specy(a) < A7! ¢ specy(at).

Oczywiscie, obie rzeczy sa rownowazne.
Jezeli A ¢ specy(a), to
(a—X-1)""teA

Wiec, istnieje b € A taki, ze
(a—X-1)b=1

Mnozac najpierw przez a~!' po lewej stronie i péZniej przez Aa po prawej stronie, to
1-Xda ' - Db=a'= (1-XaH(\ba) = X - 1.
Mnozac przez A1, to
At 1—a)(Wa) =1= (a' = A1 1)(=\ba) = 1.
Wige, (a7t = A71-1)7"' = —Xba € Ai X! ¢ specy(a™!). Innymi stowy,

A & specy(a) = A1 ¢ specy(at).

Podobnie mozna udowodni¢, ze

At ¢ specy(at) = A\ ¢ specy(a).

Z tego
At specy(a™t) & A ¢ specy(a).
Zadanie 2. Niech k bedzie nieskoniczonym pierscieniem catkowitym, a F' € M,, (k) dowolng macierza
goérnotrojkatna (tzn. i > j = Fj; = 0). Udowodnij ze

n

[[(F - FiIL,) =0,

i=1

gdzie I, jest macierza jednostkowa rozmiaru n.
Rozwigzanie:
Zdefiniujemy podprzestrzenie liniowe przestrzeni k™ postaci

Er={(z1,...,zp)|xn =241 = ... =2 = 0}, k=1,...,n, E,=k"

Zauwaz, ze
O:E1CEQC...CEnCEn+1:kn, dim E, =k — 1.

Latwo zauwazy¢, ze
(F_Ezjn>E’L+l C Ei, 1= 1,...,71,.
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Na przyktad,
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Wiec, dla dowolnego x € k", to
i=1 i=1

Uwaga: Zauwaz, ze (F — F;1,,)(F — Fj;1,) = (F — Fj;1,)(F — F;1,,) dla dowolnych ¢,7 = 1,...,n.
Wobec tego, czynniki mnozenia [, (F — F};I,) mozna napisa¢ w dowolnej kolejnosci.

Zadanie 3. Niech A bedzie algebra z jedynka nad przymiennym pierscieniem k, i niech inv(k)
oznacza zbior odwracalnych elementéw k. Udowodnij, ze

Va,b € A :specy(ab) Ninv(k) = specy(ba) Ninv(k).

Rozwigzanie Mozna zauwazy¢, ze ab — X - 1 jest odwracalny wtedy i tylko wtedy ba — A - 1 jest
odwracalny. Wtasnie, niech ab — X - 1 bedzie odwracalny, to mozemy napisac¢

(ba —X-1)(=1+blab—X-1)""a) = —(ba —A-1)+ (ba — A-1)b(ab— X -1)"ta
—(ba — X-1)+blab—X-1)(ab—X-1)""a = (ba—)\ 1)4+ba=\-1

Skoro A jest odwracalny, to ba — A - 1 jest odwracalny:
(ba —X-1)"P=A"H—=14+blab—X-1)""a).

Podobnie, mozna udowodnié¢, ze kiedy ba — X - 1 jest odwracalny, to ab — X - 1 jest odwracalny.
Wobec tego, dla dowolnego A € inv(k),

Va,b € A: X ¢ specy(ab) < X\ ¢ spec,(ba).

Wiec,
Va,b € A: X\ € specy(ab) Ninv(k) < X € specy(ba) Ninv(k).



