Algebra z geometrig 2012/2013

Seria XIX
J. de Lucas

Zadanie 1. Sprawdz zbiezno$¢ macierzowego szeregu potegowego

< 25pl 11
n:%g A A.:<10>EM2((C).

Rozwigzanie: Aby sprawdzi¢ czy macierzowy szereg potegowy jest zbiezny czy nie musimy
sprawdzi¢ czy moduly warto$ci wtasnych macierzy A sg mniejsze od promienia szeregu

< 925p)
E —2", z e C.
n=2013 '

Promien zbieznosci szeregu potegowego Y, a, 2" to

1
 lim SUP,,_, o0 17/ | @n| 7

Mozna tez zdefiniowaé promien postaci

r

(Wzér Hadamard’a).

1

 limy oo )an|

ale nasza definicja jest ogdlniejsza. Przypominamy, ze

limsup a, = lim (sup{ak tr>n) s 3 lim a, = Flimsup,, @y i limsup,  an = lim a,.

Mozna zauwazy¢, ze promien zbieznosci nie zalezy od pierwszych terminéw szeregdéw, czyli nie jest
wazne czy szereg zaczyna sie dla n = 2013 czy od innej liczby.
W naszym przyktadzie a, = 2"/?n!/n", to

1 1
lim sup,, ., {/2"/2n!/n" ~ lim SUD, o (21/2/0) /0l

T =

Z wzoru Stirlinga

n

n! ~n"e "2mn, n>>1,

ilim, .. V27 =1, to
n

= — 2712 ~ 1.92212.
" lim sup,,_,,2'/2ne~1 ‘

Natomiast, warto$ci wtasne macierzy A to

1

det(A—/\]):|<1I)\ A

>|:/\2—>\—1:O.

Wiec, Ax = (1 £+/5)/2, A\, = 1.61803 i A\_ = —0.61804. Skoro |\+| < 7, to szereg jest zbiezny.

Komentarz: Mozna korzysta¢ z innego wzoru dla promieni zbieznosci szeregu
1
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W tym zadaniu, to pozwala nam unika¢ skorzystac¢ z wzoru Stirlinga.

Zadanie 2. Oblicz A% i ¢4 dla

0 2 3
A=| 1 3 5 |eMC)
1 -2 —4

Rozwigzanie:

Aby obliczyé¢ A% zaktadamy, ze A to macierz endomorfizmu f4 : C* — C3 w bazach kanonicznych
i prowadzimy zmiane do bazy gdzie A ma posta¢ Jordana. Wiec, obliczymy wartosci wlasne i wektory
wlasne odwzorowania liniowego macierzy A.

-\ 2 3
det(A—X)=|| 1 3-Xx 5 =N AN EA+1=1-NA+1)2
-1 -2 —4-2)

Aby sprawdzi¢ czy powyzszy wynik jest dobry czy nie, mozna skorzystaé¢ ze wzoru
det(B — X)) = (—=1)"A" + TrB(=1)""*"A\"' +a, A" 2 + ... + a1\ + det B,

gdzie B € My(C) i ays,...,a1 € C. Latwo zauwazy¢, ze specy, A = {1, -1} i R® = Vi @ V..
Wektory wtasne sa:
—1 —1
V_1 = -1 s V1 = —2

1 1

Przestrzen wtasna V_; ma postac
‘ 1 -1
V_1:<vj_1: 0 |,o.1=1] —1 >
0 1
Kazda przestrzen V) jest niezmienna, czyli, jezeli v € V), to Av € V). W naszym przypadku,
A/UJ_I = 1 = —UV_1 — 'Uj_l c V—l-

—1

Korzystajac z tego, macierz morfizmu f4 w nowej bazie B’ = {vy,v_1,v’,} ma postaé

1 0 0
(fA)B’B’ = O —1 —1
0 0 -1

Teraz, przypominamy diagram zmiany bazy. Wiemy, ze f4 = I o f4 o I gdzie I to funkcja tozsamo-
Sciowa. Jezeli rozpatrujemy macierze tych endomorfizmoéow, to
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gdzie Mg to macierz endomorfizmu f4 w bazach kanonicznych, czyli A, macierz Mp g to macierz
endomorfizmu f4 w bazach B’ i Igp to macierz zmiany bazy od B do B’ i Ig/p to macierz zmiany
bazy od B’ do B, czyli macierz funkcji tozsamosciowej od B do B’ i odwrotnie. Mozna zauwazy¢, ze
kolumny macierzy I p sa obrazami elementéw bazy B’ we wspéhrzednych bazy B. Czyli

-1 -1 1
IB’B = -2 =10
1 1 0
Wowcezas, Igp to
1 -1 1\
Ipg = -2 -1 0
1 1 0
Wiec
-1 -1 1 1 0 0 —1 -1 1\
A= -2 -1 0 0 —1 -1 -2 -1 0
1 1 0 0 0 -1 1 1 0
Teraz, mamy, ze
A" = (IppMpplpp)" =IpsMpplpp - IppMpplpp - ... - IppMpplpp - IppMpplpp =

IB/BMB/B’MB/B’ . e MB/B’MBB’IBB’ - IB’BM%?B/IBB/

Mozemy teraz obliczy¢ Mg, To jest prostsze niz obliczy¢ A bo Mpp: jest macierza gérnotréj-

katna. Wiec,
50

1 0 0 00 O
MX =10 -1 0 |[+]00 —1
0 0 -1 00 O
Dwie powyzsze macierze
1 0 0 00 O
D=0 -1 0 ) N=| 00 -1
0O 0 -1 00 O
spetiaja, ze DN = N D. Wobec tego
1 0 0 000505050100"""’000’“
0O -1 0 |+ 00 —1 :Z<k>0—10 00 -1
0 0 -1 00 O k=0 0 0 -1 00 O
Poniewaz N? = 0, to
1 0o o0\ 5010049000 10 0
MPp =10 -1 0 +<1)0—10 00 -1 |=]0150
0 0 -1 0 0 -1 00 O 00 1
.
—49 0 -50
A =1 —50 1 —50
50 0 51
Teraz, dana macierz H w postaci Jordana
Joy 0 ... 0
0 Ju, .. 0
0 0 In,



i funkcja ¢(x), to

gO()\l)Inl O O
0 o)1, 0
0 0 O(Ar) I,
gon) ()\1>(’]TL1 - [nl)n O . 0
1 0 O (X)) (Jy — L))" ... 0
0 0 o N, — )"
gdzie A1, ..., \, sa wartosciami wlasnymi macierzy i n; =dimV), dlat=1,...,r1i gpk) to pochodna

k-tej funkcji . Korzystajac z tego wzoru, to

e 0 O 1 0 0
exp(MB/B/) =10 et 0 +F 00 —et
0 0 et "\0 0 O
Mozna tatwo zauwazy¢, ze dla dowolnej macierzy C' to
eXp(C’MB/B:Cfl) = C’exp(MB/B/)Cfl.
Wiec,
1 =1 1\ /e 0 0 1 -1 1\ /2 lye e
exp(A)=] -2 -1 0 0 el —et -2 -1 0 |=| 2 —-I1+2 —-142¢
I 10 0 0 e 1 10 -1 1_e 1_e¢
Zadanie 3. Oblicz
0 ¢+ 0 9
A=exp| -1 0 1 [, B::10g<0 2)
0 2 0
Rozwigzania: ' '
-5 @ 3
exp(A) = -1 1 1
-5 i 143

Aby rozwiaza¢ druga czes$¢ trzeba skorzystaé¢ z wlasciwosci funkeji logarytmu macierzy. Na przyktad,
dla dowolnych macierzy M i B takich, ze

B =log M,
to oznacza, ze exp(B) = M. Ponadto, mozna zauwazy¢, ze
C =log2A = exp(C) = 2A = exp(log2])A
Skoro C'I = IC, to
exp(C —log2l) = A= C —log2l =log A = C =log2I + log A.

Ponadto,



Trzeba zauwazy¢, ze to nie zawsze jest dobrze zdefiniowane, zalezy od promienia zbieznosci szeregu.
Na przyktad, nie mozna korzysta¢ z poprzedniego wzoru dla

1 1
c_(o 1).
(0 /2
o_(o / )
Korzytajac z tego,

2
2 i 1 i/2 /2 1 /2
10g<0 ;>:Ilog2+log<0 Z{ >2110g2+<8 Zé )—2(8 Z(/) >+

To

Natomiast, mozna dla

Tloi2\,
3\0 O

2 i\ 1 i/2) 0 i/2\ ([ log2 i/2
log<0 2>—Ilog2+log<o 1 >—Ilog2—l—<0 0 )—( 0 log2 )

Zadanie 4. Wyznaczy¢ exp(tA) oraz exp(tB), gdzie

0 —1 0 1
= (00) me(T1) s
Rozwigzania:

cost —sint cht —sht
exp(tA) = ( sint cost ) ’ exp(tB) = < sht cht ) ‘

(T =1 =2
A.—sm<2< 3 4 ))
Rozwigzania

Sinus macierzy definiuje sie jak zwykty sinus, czyli
exp(iA) — exp(—iA)

Zadanie 5. Oblicz

A —
sin 5
Korzystajac z formuty funkeji wyktadniczej macierzy
_ 1 (& (@A) & (—iA)™ " A" 1 1 1
A=— — = — ] = =A— A+ A - AT+
AT (;0 I D P D gt et Tt T

Aby obliczy¢ sin A prowadzimy zmiane bazy. Rozumiemy A jako macierz endomorfizmu f4 w bazie
kanonicznej i rozpatrujemy jej wartosci i wektory wtasne.

det(A—AI) = TN 3T (= 12N+ (=1)" " Tr(A)A+(—1)%det A
3n/2  Am/2— A 2 2 '

Wigce, specy, A = {7/2,7} i wektory wlasne sa:

() (3

W nowej bazie B" = {v, /25 v} macierz endomorfizmu f4 ma postacé

(fA)B’B’ = g ( (1] g ) .

Teraz przypominamy diagram zmiany bazy. Wiemy, ze f4 = [ o fa o [ gdzie I to funkcja tozsamo-
Sciowa. Jezeli rozpatrujemy macierze tych endomorfizmoéow, to
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R? —————=R?
IBB/T iIB/B
RQ Mgp R2

gdzie Mpp to macierz endomorfizmu f4 w bazach kanonicznych, Mp g to macierz endomorfizmu f4
w bazie B’ i Igp to macierz zmiany bazy od B do B’ i Iz g to macierz zmiany bazy od B’ do B.
Mozna zauwazy¢, ze kolumny macierzy Ig g sa obrazami elementéw bazy B’ we wspoétrzednych bazy

B. Czyli
1 2
lop = ( ~1 -3 )

Wowcezas, Ig g to
Wiec

Teraz, mamy, ze

. . 1
SIH(A) = S (IB’BMB’B’IBB’) = 5 (eXp(IB/BMB/B/[BB/) — exp(]B/BMB/B/[BB/)) =
1 :
5 (IB’B eXp(MB/B/)]BB/ — ]B’B GXp(MB/B/)) [BB’ = IB’B SlIl(MB/B/)]BB/. (1)

Mozemy obliczy¢ teraz sin(Mp /). To jest prostsze niz obliczyé¢ sin(A), bo Mpp to macierz gbrno-
trojkatna. Wiec,

()= (0 ) s (0 ) e () e (9 )

Wobec tego
—1
. 1 2 . /2 0 1 2 3 2
sm(A):<_1 _3>sm< é 7T><—1 _3> :<_3 _2>.



