Algebra z geometrig 2012/2013

Seria XXII, 15 TV 2013 .

Zadanie 1. ZnajdZz macierz formy dwuliniowej b : R? x R? — R,

b(x,y) = 3x1y1 + 221y2 — 272y — TaYa,

w bazie kanonicznej oraz w bazie f; = (1,1)T, fo = (1,-1)T.

Rozwigzanie:

Aby napisa¢ macierz formy dwuliniowej b w bazie kanonicznej trzeba znalezé macierz Mp € M3(R)
taka, ze dane dowolne wektory x,y € R?, to

b(x,y) = XEMBYB7

gdzie xpg 1 yp to wektory ztozone ze wspodtrzednych x i y w bazie kanonicznej. Jezeli piszemy
T Y1
X = Y = )
(@) g <w>

b b
b(x,y) = (21, 22)Mp ( h > = (21, x9) < bi bz ) ( - ) = 311Y1 + 221Y2 — 2T2Y1 — T2Ys.

to

Y2 Y2

Wiec,
biiziyr + biax1y2 + ba1Tayr + baexays = 3T1y1 + 221Y2 — 222Y1 — Ta2Ye.

Skoro to spetnia sie dla dowolnych x1, x2, y1,y2 € R, widac, ze
b =3, bia=2, by=-2, byp=-1

Aby napisa¢ macierz formy dwuliniowej w nowej bazie

efor () (2)

wystarczy pamieta¢ formute zmiany bazy
Mp = Mp ;MpMpip

gdzie Mp'p to macierz zmiany bazy od B’ do B, czyli

1 1
MB/B:<1 _1>‘
11 3 2 11 20
MB/:ME/BMBMB’B:<1 _1><—2 _1><1 _1>:<8 2>

Zadanie 2. ZnajdZz macierz formy dwuliniowej b : R x R? — R,

Wowcezas,

b(X, Y) = 21y1 + 229Yy> + 323y3,
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w bazie fi = (1,1, )T, fo = (1,1,-1)7T, f3 = (1,-1,-1)T.

Rozwigzanie: Mozemy najpierw znalez¢ macierz formy dwuliniowej w bazie kanonicznej i spro-
wadzi¢ macierz do nowej bazy. Aby znalezé macierz formy b w bazie kanonicznej, trzeba znalezé
macierz Mp € M3(R) taka, ze dane dowolne wektory x,y € R3, to

b(X7 y) = XE/MBYBH

gdzie xp i yp to wektory ztozone ze wspoéhrzednych x i y w bazie kanonicznej. Jezeli pisze sie
x = (21,22,23)" 1y = (y1,92,93)", to

Y1 bi1 bz bi3 Y1
b(x,y) = (z1, 22, 23)Mp | y2 | = (w1, 29,23) | bar baz bos Y2 | = T1y1 + 222y2 + 3x3Y3.
Y3 bsi bsa  bss Ys

Wiec,
3

Z bijriy; = T1y1 + 2T2y2 + 313Y3.
ij=1

Skoro to spetnia sie dla dowolnych x1, x2, y1, y2 € R, widac, ze

10
Mg=1|0 2
0 0

w o O

Aby napisa¢ macierz formy dwuliniowej w nowej bazie

1 1 1
B/: €1 = 1 , 62 = 1 ,€63 = -1
1 -1 -1

wystarczy pamietaé formule zmiany bazy dla form dwuliniowych
Mp = M} s MpMpg,

gdzie Mp: to macierz formy dwuliniowej w nowej bazie i Mp g to macierz zmiany bazy od B’ do B,
czyli

11 1
Mgp=1|1 1 -1
1 -1 -1
Wowcezas,
1 1 1 100 11 1 6 0 4
Mp = ML sMgMpp=| 1 1 —1 020 1 1 —-1]|=] 0 6 2
1 -1 -1 00 3 1 -1 -1 -4 2 6

Zadanie 3. Znajdz forme kwadratows stowarzyszong z formg 2-liniowa b : R? x R? — R,

b(X, y) = X1 + T2Y1 + T1Ya — T2Y2.

Rozwigzanie: Trzeba pamieta¢, ze forma kwadratowa a : V' — R stowarzyszona z formg dwu-
liniowg b : V x V — R spehia, ze

b(x,y) = a(x+y) — a(x) — a(y).
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Wowczas
b(x,x) = a(2x) — a(x) — a(y) = 2a(x).

Czyli, dana forma dwu-liniowa, istnieje tylko jedna forma kwadratowa stowarzyszona z nia. W naszym
przypadku

1
a(x) = ib(x, X) = i(xf + 22911 — 73).

Zadanie 4. Dla formy dwuliniowej b : R? x R? — R,
b(x,y) = 1191 — 371Y2 — 5T2y1 + Taye,
znajdz forme dwuliniowa symetryczna by oraz antysymetryczng b, takie, ze
b(x,y) = bs(x,¥) + ba(x,).

Rozwigzanie: Wystarczy zauwazy¢, ze

bx, ) = 5 (00x,¥) by, %)) + 5 (6(x,y) + by, x).
Zdefiniujac, X .
ba(X7 Y) = §<b(X, Y> - b(Yﬁ X))? bs(X7 Y) = §(b(X, Y) + b(y7 X))

Wida¢, ze b, jest antysymetryczna:

bl y) = 5 (065,¥) = by, %)) = 5 (0(y,5%) = bx,¥)) = ~baly. %)

i bs jest symetryczna:

bl y) = 5 (00%,¥) by, %)) = (bly. %)+ b(x.¥)) = baly, ).

Ponadto, wida¢, ze mozna tylko przedstawi¢ b w postaci b = b, + bs jednym sposobem. Wtasnie,
jezeli b mozna napisa¢ w postaci

b= ba“—bsa
to

b(x,y) + b(y,x) = 2bs(x,y) = by(x,y) = ;(b(x, y) + b(y,x))

bx,y) by, %) = 2a(x,y) = ba(x.¥) = 2 (b(x,y) + bly. )

ib,10bs sy jedyne.

Zadanie 5. Sprowadz do postaci diagonalnej oraz znajdz bazy diagonalizujace form kwadratowych
Qi :R?) _>R7 (S {172}7

Q1(x) = z129 + 2973, Q2(x) = 227 + 3w1wy + 4wy23 + 25 + 75 .

Rozwigzanie: Aby sprowadzi¢ (); do postaci diagonalnej, zaczynamy od pierwszej wsptorzednej,
tutaj x;1. Jezeli 2% nie wystepuje, to pisze si¢ Q(x) za pomocg zmiennych Ty = z; + X i Tg = 71 — Ty
zamiast x1 1 x9, czyli

Ql(X) = T1%2 + Tox3 = (Il + .T2)2/4 - (1’2 — I1)2/4 + {(371 + .TQ) - (Il - xg)]x3/2 =
.@%/4—3’5%/4—1—@1:163/2 — .ﬁi’gl’g/Q,



Macierz formy dwuliniowe]j stowarzyszonej z tg forma kwadratows jest

/4 0 1/4 a1 Q2 Qa3
2 0 —1/4 —1/4 = g1 (g2 (23
1/4 —1/4 0 Q31 (32 (33

Przypominamy, ze termin 2 pojawia sie, bo by(x,x) = 2Q;(x) z definicji

b(x,y) = Q(x+y) —Qx) - Q(y).

W nowych zmiennych, 1, Zs 1 3 pierwsza zmienna, z; pojawia sie do kwadratu. Wiec, mozemy

zdefiniowaé¢ nowg zmienng
a2 _ ai3

Ty =T+ —Ty+ —a3 =11 + 3,
aigy aigy
czyli
_ _ _ 5 1_ 1, 1., 1_ 1
Q1(x) = 1(331 + 23)% — ST — ng’ + 5T - ng — %% = Zx% — ng — 523 — ng’

Macierz formy dwuliniowe]j stowarzyszonej z ta forma kwadratows, to

1/4 0 0 a1 A1 dns
2 0 —1/4 —1/4 = 5[21 5[22 5[23
0 —1/4 —1/4 5[31 5[32 5[33

Widaé, ze a9 = q13 = @g; = ag; = 0. Skoro teraz ais # 0, czyli druga zmienna pojawia sie do
kwadratu, zdefiniujemy

= _ Q93 _
Tog =To + ——T3 = Tg + T3,
(8D))

czyli

1_ 1 1 1 1_ 1 1 1 1 1 1_ 1_
Q1<X) = Zf% — Z.’l_?g — §f2$3 — ng = Zi’% — Z(ié + .1'3)2 + 5.@21’3 + ng — 53_32373 — ng = *LC% — *l'g.

Macierz formy dwuliniowe]j stowarzyszonej z tg forma kwadratows, to

1/4 0 0
2 0 —1/4 0
0 0 0

Baza przetrzeni R? gdzie QQ; diagonalizuje jest dualna do
71 =21+ T2+ T3, To =x1 — Ty + X3, 3.

Aby to zrobié¢, trzeba pamigtaé, ze taka baza e}, €}, e5 w przestrzeni R? spelnia

111 AL AL 100
1 -1 1. [ 2 22 x2|=([010
0 0 1 PEEDY DY 00 1

Woéwezas,
AL AL AL L N
oA A2 |=|1-11] ==[1-10
AA A3 0 0 1 2\ 0 0o 2



Baza diagonalizujaca to

1 1 —1
1 1
efb==11|,eb==] -1 |ey= 0
2
0 0 1

Wtadnie, mozna wida¢, ze dana macierz Mp formy dwuliniowej stowarzsonej z ()1, czyli

0 1/2 0
21 1/2 0 1/2
0 1/2 0
to macierz w bazie diagonalizujacej jest
1 1 1 0 0 1/2 0 1 1 1 =2 /4 0 0
M]’B:§ 1 -1 02|12 0 1/2 3 1 -1 0 =2 0 —-1/4 0
-2 0 2 0 1/2 0 0 0 2 0 0 0



