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Zadanie 1. Udowodnij ze sprze¢zenie hermitowskie * ma nastepujace wlasnosei:
a) VfeEnd(V): f*=Ff,
b) V f € End(V), A € C: (Af)* = A\f*,
c)VfgeEnd(V):(fog) =g o f~
Rozwiazanie: Niech {e, },cn bedzie baza przestrzeni V. Mozemy zapisaé

fle) = friek, Jr(e) = frien i €N, (1)
k k

w tej bazie.

e Dowdd czesci a)

Metoda a: Z definicji sprzezonego operatora f* operatora f, wynika, ze f*(e;) = i finer -
Korzystajac z tego i (1), wynika, ze

7 tego fif = fi = fr; = fu dla kazdych i, j € N. Wowczas f** = f.
Metoda b:

Réwnowaznie, mamy ze
(fer | ea) = (e1 | [rea) = ([Ter | e2)
dla wszystkich ey, es € V. Wiec,

(feilea) = (f"erleq), e1,e2 € V.
Z tego, mamy, ze ((f — f*™)e1 | e2) = 0 dla kazdego e; € V. Wiec, dla es = (f — f**)e; to
(f=De [ (f=fT)e)=0=(f = fTer=0 (Ver € V) = [ = .
e W drugim przypadku
Ak = Maw = M = M, Vi,j e N.
Wéwezas (Af)* = Af*. Réwnowaznie
(e | Affea) = Mer | frea) = Mfer | e2) = (\fer [ ea) = (e | (Af)"e2),  Ver,ez €V
7 tego, mamy, ze (Af)*es = Afey dla kazdego ep € V, czyli (Af)* = Af*.
e W trzecim przypadku, dla dowolnych k,7 € N,
(fog)k=Ffogu= Xl:% = leﬁﬂ = Zl:ffigzz = ("o f i = (feg) =g of"
Réwnowaznie

(er | (fog)iea) =((fogler|ea) = (ger | ffez) =(e1 | g o fres),  Vey,ex€V.
Wowcezas (f o g)* = g* o f*.



Uwaga 1. Czasami f* definiuje sie jako operator taki, ze (e; | fes) = (f*e; | e2) dla dowolnych
e1,eo € V. W takim przypadku, f* nie jest jednoznacznie zdefiniowany. Mozna zagwarantowac, ze
istnieje tylko jeden f*, gdy dim V' < oo. Ponadto, jezeli korzystamy z poprzedniej definicji, nie trzeba
korzysta¢ z bazy ortonormalnej, aby zdefiniowa¢ f*.

Natomiast, nasza definicja operatora f* jest oparta na istnieniu bazy ortonormalnej. Ortonorma-
lizacja Grama-Schmidta i aksjomat wyboru pozwala nam twierdzi¢, ze kazda przestrzen liniowa ma
ortonormalng baze. Ponadto, nasza definicja jest niezalezna od bazy wykorzystanej do zdefiniowania

f* iz niej wynika, ze (fe1 | ea) = (e | f*eq).

Zadanie 2. Niech V := @y C bedzie zespolong przestrzenia wektorowa z iloczynem skalarnym
wzgledem ktorego baza kanoniczna {e;};en jest baza ortonormalna. Oblicz sprzezenie hermitowskie
endomorfizmu s € End(V') zadanego wzorem V i € N: s(e;) = e;41. Pokaz ze endomorfizm ss* jest
samosprzezonym idempotentem (projekcja). Podaj przyktad endomorfizmu f € End(V) ktéry jest
normalny, ale nie jest ani hermitowski ani unitarny, i ktérego macierz w bazie kanonicznej nie jest
diagonalna.

Rozwigzanie: Z definicji operatora s wynika, ze jezeli piszemy

s(e;) = Z SkiCls 1 €N,
k

to
s(e;) = Zskiek = €it1, Vi e N,
k

i sp; =0y ! dla k,i € N. Korzystajac z definicji operatora s*, mamy, ze 3 = Sji- Wiec,

% —— il i
Sij_sji_(sj _6]'717

i=2,3,....

Gdy i =1, to sj; = 0 dla kazdego j € N.
Latwo widaé, ze s*s jest samosprzezony. Wlasnie (ss*)* = s

*k

s* = ss*. Ponadto

(ss"ss™)(e;) = (s*ss")ei—1 = (ss")es, i=2,3,...,

(ss*ss*)(e1) = 0 = (s5)e.

Wiec, ss*ss* = ss* 1 ss* jest samosprzezony i idempotentem, czyli jest projekcja.

Teraz bedziemy konstruowaé macierz normalng ktéra, nie jest ani hermitowska ani unitarna. Aby
to zrobié¢, korzystamy z pewnej niediagonalnej macierzy unitarnej U takiej, ze U? nie jest proporcjo-
nalna do 1. To tatwo znalez¢é. Wiemy, ze UU* = U*U = Id. Wiec, mnozac przez liczbe zespolona A
taka, ze || ¢ {0,1}, to

ANUNU)* = IAPUU* = |\2UU = (AU)*AU.

Wigce, AU jest normalng macierza. Skoro (AU)(AU)* # I, macierz AU nie jest unitarng. Skoro U? nie
jest proporcjonalna do I, to U nie jest hermitowska (w takim przypadku U? = UU* = I). Wigc, \U
tez nie jest hermitowska. Korzystajac z tego, mozemy z jednej takiej U, np.

cosf isinf

1sinf cosf
skontruowaé¢ przedmiotows macierz mnozac przez liczbe zespolong ktérej modut jest rézny od zera
i jednego, np.

2isinf 2cosf

( 2cosf 2isin0>



Ta macierz jest normalna, ale nie jest ani unitarna ani hermitowska.

Zadanie 3. Niech f bedzie endomorfizmem hermitowskim. Udowodnij ze, jezeli vy i vo sa wektorami
wlasnymi f odpowiadajacymi réznym wartosciom wlasnym, to (vy | vq) = 0.

Rozwigzanie: Najpierw, pamietamy, ze warto$ci wtasne macierzy hermitowskiej sa liczbami
rzeczywistymi. Wtasnie, jezeli v; to wektor wltasny z wartoscig wtasng A, to

Aoy [ o) = Aoy | or) = (for | o) = (on | for) = (o | divn) = Ao | o)
Wiec, Ay = A1 i Ay € R. Ponadto, jezeli vy to wektor wlasny z wartodcia wlasna Ay # A1, to
Ar(vr | v2) = (Avr | vg) = (for [ v2) = (ui | foa) = (1 | Aava) = Ao (uy | v2)

Wiec, (A — X2)(vy | v2) =01 (vg | vg) =0.
Trzeba zauwazy¢, ze jezeli vy i vy maja ta sama wartoscia wlasna, nie zawsze (v; | v2) = 0. Na
przyktad, dana macierz

0 ¢ 0
M=| — 0 0
0 01

endomorfizmu f : C® — C?® w bazie ortonormalnej {e;, es, €3} przestrzeni C* wyposazonej w stan-
dardowy iloczyn skalarny, wida¢, ze f jest odwzorowaniem hermitowskim. Wtasnie, M;; = M;; dla
1,7 = 1,2,3. Ponadto, wektory

majg wartos¢ wtasng 1. Natomiast, nie sg ortonormalne

~1
(o1 | ve) =0-(=1)+0-i+1-1=(0,0,1)| i |=1%0.
1

Zadanie 4. Niech V' bedzie zespolong przestrzenig wektorowa z baza ortonormalna {ey }xe;. Udo-
wodnij ze kazdy endomorfizm f € End(V) da sie jednoznacznie zapisa¢ w postaci f = fi +ifo, gdzie
F=hif5=rF

Rozwigzanie: Dany endomorfizm f mamy, ze

IV Y e
f= 9 +1 5
Widag¢, ze fyf I
+ * . *
h==—== ="
spetiaja, ze ; ; f ; ; ; I
=== =h h=rm— =gk

Zadanie 5. Niech C§°([0,1],C) bedzie przestrzenia wszystkich funkcji gltadkich f : [0,1] — C
takich, ze

dtf
dxk

_ 4
- dak

(0) 1)=0, keN,



wyposazong w iloczyn skalarny:
1
(f19)= | T@gla)da.

Wykaz, ze odwzorowanie

D: C2(0,1,C) > f — —ij]; e ¢2°([0,1],C)

jest odwzorowaniem hermitowskim.
Rozwigzanie: Dane funkcje f, g € C5°(]0, 1], C) mamy, ze

0 10a) = [ 7 (-0 do = —ilfutl + [ ool =

[ (- )otnis - o119

Wiec, D jest operatorem hermitowskim.

Uwaga 2. Mozna zauwazy¢, ze D jest dobrze zdefiniowany, bo D f spehia, ze wszystkie jego po-
chodne na brzegu zeruja sie.

Zadanie 6. W przestrzeni C? ze standardowym iloczynem skalarnym odwzorowanie H € End(C?)
w bazie kanonicznej jest zadane macierzg

1 7 1
H=| — 1 1
1 —7 1

Sprawdz, ze H jest odwzorowaniem hermitowskim. Pokaz, ze w C? istnieje baza ortonormalna ztozona
z wektoréw wilasnych H. Sprawdz, ze macierz przejscia od bazy kanonicznej do tej bazy wektorow
wlasnych jest unitarna.

Rozwigzanie: Baza kanoniczna przestrzeni C? wyposazonej w standardowy iloczyn skalarny jest
bazg ornormalna. Wiec, aby zauwazy¢, ze H jest operatorem hermitowskim wystarczy sprawdzi¢, ze
Hyj=Hj dlai,j=1,2,3.

Teraz, bedziemy szuka¢ wartosci whasnych za pomoca wielomianu charakterystycznego:

1—=A i 1
pr(A\) = det — 1=\ i = -\ + 3\ — 4.
1 -1 1=A

Mozemy szuka¢ pierwiastkow postaci dzielnikéw —4. Wiasnie, widaé, ze specg,qcsy = {2, —1}.
Teraz, wektory wtasne z wartoscig wtasng 2 to

-1 ¢ 1 1 {
ker(H—-2[)=%ker| —i -1 i | = < 01,1 >
1 0

Natomiast

2 1 1 1
ker(H+1)=ker | —i 2 :< i >



7 tego, mozemy zbudowa¢ ortonormalng baze wektoréw wlasnych

1 (1 1 !

—=1 0], 2 ], —=
V2 | Ve V3
Wida¢, ze macierz przejscia bazy, czyli

L (VB V2
0 2 V2

Mpp=——=
Vel s =i —e

jest unitarna.



