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Odwzorowania transponowane, wyznaczniki i ślad

Javier de Lucas

Ćwiczenie 1. Dane odwzorowanie F : C2 → C2 postaci

[F ]EE =

[
0 i
−i 0

]
w bazie kanonicznej E , sprawdź, że [F ]BE = ([F ∗]E

∗
B∗)T dla bazy

B =

{[
1
i

]
,

[
1
−i

]}
.

Ćwiczenie 2. Niech F : E → E bȩdzie odwzorowaniem liniowym takim, że F 2 = F i
dimE <∞. Udowodonij, że istnieje taka baza E dla której [F ]EE ma postać

1 0 . . . 0 0 . . . 0
0 1 . . . 0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1 0 . . . 0

0 0 . . . 0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0 0 . . . 0


.

Ćwiczenie 3. Kommutator macierzy przestrzeni wektorowej Mn(C) to

[A,B] = A ·B −B · A, A,B ∈ Mn(C).

Udowodnij, że odwzorowanie b : (A,B) ∈ Mn(C) ×Mn(C) 7→ [A,B] ∈ Mn(C) to odw-
zorowanie biliniowe alternuja̧ce spe lniaja̧ce

[A, [B,C]] = [[A,B], C] + [B, [A,C]], identyczność Jacobiego,

dla dowolnych A,B,C ∈ Mn(C). Mówi siȩ wtedy, że (Mn(C), [·, ·]) to algebra Liego.
Ustal, że Tr[A,B] = 0 dla dowolnych macierzy A,B. Udowodnij, że z tego wynika, że
zbiór macierzy bezśladowych z dzia laniem b jest algebra̧ Liego. Czy to jest też prawda:
a) dla macierzy symetrycznych A = AT , b) dla macierzy antysymetrycznych A = −AT .
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Ćwiczenie 4. Dane odwzorowanie F : E → E, gdzie E to przestrzeń liniowa
skończonego wymiaru, wiemy, że

detF = det[F ]BB, TrF = Tr[F ]BB

dla dowolnej bazy B. Udowodnij, że detF i TrF sa̧ dobrze zdefiniowane (czyli niezależne
od bazy).

2


