1y L'\k FIZ
QIDEA Fizy
ALGEBRA I R \EHH_::D

Ny, ————— o
sy AR

Dodatkowe zadania 11

Javier de Lucas

Cwiczenie 1. Udowodnij, ze

n—1
VneN\{0,1}: Ze%k:().
k=0
Cwiczenie 2. Udowodnij, ze:
n—1 n
k k V2 1
a) sin 1~ = \/517 b) Hsin ARt VA :
Y I 2= 20 i 2nFA 4"

Cwiczenie 3. Wykazac, ze odwzorowanie homograficzne

az+b
ez 4=

(ad — bc = 1), 2€C,

odwzorowuje prosta rzeczywista na siebie wtedy i tylko wtedy, gdy liczby a,b,c,d sa
rzeczywiste.

Cwiczenie 4. Znajdz wszystkie zespolone rozwiazania réwnania |z +i| + |z — i| = 2.
Cwiczenie 5. Niech f: {z € C||z| = 1} = C bedzie funkeja zadana wzorem

2u
fw= u2—4u+1"
Zmajdz zbiér wszystkich wartosci funkeji f.
Cwiczenie 6. Wykaz, ze Vo ¢ 277

sin(nxz/2) cos((n + 1)z /2)
sin(z/2) :

a) CoSx + coS2x + ... + cosnr =

sin gnasin 2 (n + 1)z
: .

S 51]

b) sinz +sin2x + - - +sinnz =

Cwiczenie 7. Oblicz

</2—31'+\/2—4z', V=T — 24i.
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Cwiczenie 8. Rozszerzong plaszczyzng zespolong nazywa sie plaszczyzne zespolona z
dotaczonym ,,punktem w nieskoniczonosci” co. Wykazaé, ze jezeli (21, 22, 23) 1 (w1, wa, w3)
sa dwiema trojkami parami réznych punktow rozszerzonej plaszczyzny zespolonej, to
istnieje odwzorowanie homograficzne

az+b
w—m, CL,b,C,dG(C,CLd—bC%O,

przeprowadzajace pierwsza z tych na druga.

Cwiczenie 9. Rozwiaz réwnanie 2° +402% — 69z + 108 = 0. Wsk: Skorzystaé z tego, ze
wielomian o rzeczywistych wspolczynnikach mozna napisa¢ jako mnozenie wielomianow
az do drugiego stopnia.

Cwiczenie 10. Udowodnij, ze cos(2m/7) jest pierwiastkiem wielomianu 8234422 —4z—1.

Cwiczenie 11. Podaj przykitad wielomianu nad Zs ktérego funkcja wielomianowa jest
zerem.

Cwiczenie 12. Dla ktorych wartosci p nastepujace wektory

P 0 1
2, b % 9
1 D 1

sa liniowo niezalezne nad R i nad C.

Cwiczenie 13. Dla kazdego z ponizszych podzbioréw W przestrzeni liniowej V sprawdzié

czy spehia on definicje podprzestrzeni:
a) W= {(z1,22) € V |z, 35 € Z}, gdzie V = R?;

)
b) W= {(z1,72) € V|x; =0 lub 25 = 0}, gdzie V = R?;
)

€ V||xy| = |x2| = 1}, gdzie V = R?;

o,

) (
) (

¢) W= {(x1, 2y
) W= {(x1,22) € V |2} + a3 = 2z122}, gdzie V = R
)

e) W:={weV: w =2w}, gdzie V to przestrzen wielomianéw o wspdtczynnikach

rzeczywistych az do stopnia n i w’ oznacza pochodna wielomianu w.
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Cwiczenie 14. Sprawdz liniowa niezalezno$¢ nastepujacych wektoréw w przestrzeni lin-
iowej wielomianéw. Jezeli sa liniowo zalezne to zredukuj system do liniowo niezaleznego.

v = 2° +22% + 32 + 4,
vy = 2° + 32% + 4dx + 5,
vy = 22 + 22° + 3z + 3,
vy = 23+ 22% + 3z.

Cwiczenie 15. Niech Vi i Vs beda podprzestrzeniami przestrzeni R*, gdzie V; jest
rozpieta przez wektory

2 3 =1

1 9 T

B ke | 38¥Y =37

4 9 1

a V; przez wektory

1 2 I

-3 5 8
3.kl 3 L1V 0
0 5 5

Znalez¢ bazy i wymiary przestrzeni Vi + V5 oraz Vi N Va.

Cwiczenie 16. Niech V; i Vs beda podprzestrzeniami przestrzeni R*, gdzie V; jest
rozpieta przez wektory

1
2
2

Y Y

3
2
1
0

N O W

-3

a V5 jest opisana ukladem rownan

Us - Li=t 29 — Lz + Ty = 0
2%) 221+ 5z9+ 23 —5xy = 0 °

Znalez¢ bazy 1 wymiary przestrzeni Vi + V5 oraz Vi N Vs.

Cwiczenie 17. Niech v; = (3,2,1,2), vo = (9,6,3,6), v3 = (6,6,6,5) i vy = (6,8, 10,6).
Czy wektor u = (1,2, 3,4) jest kombinacja liniowa wektoréw {v; }i—1, 47
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Cwiczenie 18. Dana przestrzen R* i podprzestrzenie
Vi=((1,0,1,0),(1,1,1,1),(3,2,3,2)), Vo =1((2,3,4,5),(1,2,3,0)).

Oblicz bazy Vi, Vs i ich wymiary. Oblicz Vi + V5 1 Vi NV, Czy Vi @ V57 W takim
przypadku oblicz rzutowanie wektora (1,2,3,0) na V; réwnolegle do V5.

Cwiczenie 19. Czy przeksztalcenie ¢ : R3 — R2,

;A '_<(J}1+2)2—ZL‘1—I‘3—4)

% Z 4y + 229 + 623

jest przeksztatceniem liniowym?

Cwiczenie 20. Okresl wymiar i znajdZ bazy podprzestrzeni w R® zadanych przez uklady
réwnan:
(@1 + 225 + T3 + 204 + 25 = 0,
T1 4 229 + 2234+ 224 + x5 = 0,
a) ¢ x1 + 279 + w3+ 214 + 75 =0,
211 — x3 + 225 = 0,
\4x1 4+ 4w + 33 + 4x4 + 425 = 0.

(41 + 235 + 323 + 4y + 5y = 0,
211 + 3x9 + 43 + dxy + 25 = 0,
b) < 3z +4xs + Sxg 4+ 14 + 225 = 0,
dxy + dro + 23 + 224 + 325 = 0,
\5.%1 4+ z9 + 223 + 34 + 45 = 0.

Cwiczenie 21. Niech V; i Vs beda podprzestrzeniami przestrzeni R* opisanymi ukladami
rownan liniowych odpowiednio U; i Us:

U : 21’1+(L’2— $3+4l‘4 = 0, U, —ZE1—|—2.T2— 5$3+3ZL’4 = 0,
L 3I1—[E2+2ZL‘3+ Ty = 07 x5 35(]1-41’2—}-1056'3—6[['4 = 0.

Zmalez¢ bazy 1 wymiary przestrzeni Vi + V5 oraz V) N V5.
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Cwiczenie 22. Niech Vi V5 beda podprzestrzeniami przestrzeni R* opisanymi ukladami
réwnan liniowych odpowiednio U; i Us:

U, - 21 + 19 — x3+4xy = 0, ol —x1+ 225 — bx3+3xy = 0,
VU 3wy —aa 4203+ x4 = 0, %) 3z —4ws+ 1023 — 624 = 0.

Znalez¢ bazy i wymiary podprzestrzeni Vi + V5 oraz Vi N Vs.



