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EGZAMIN Z ALGEBRY I R

Uwaal. Kazde zadanie rozwiazujemy na oddzielnej kartce (ew. kartkach), a kazda kartke pod-
pisujemy.

Zadanie 1 (4p.). W zaleznosci od parametru p € R ustal zbiér rozwiazan ukladu réwnan
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Zadanie 2 (4p.). Niech K bedzie cialem. Rozwazmy odwzorowanie x: Ka[t] = Max2(K) dane
wzorem
x(at® + Bt +7) = aA® + BA + 71,

gdzie A = {1 2

3 4} Niech & = {t,t — 3,t* — 16} bedzie baza Ks[t], a

(AR B P R

baza Msy2(K). Znajdz macierz [X]gf

1 2
3 4
przestrzeni V' i uzupelnij ja do bazy Msyo(R). Wyznacz baze przestrzeni V* sprzezona do & i
podaj w niej wspoélrzedne funkcjonalu

voan([ 9a)

Zadanie 3 (5p.). Niech V = {A € Msy2(R) Tr({ ] A) = 0}. Wybierz jakas baze 2

Zadanie 4 (3p.). Niech V = {rﬂ €R3‘x+y+z—0} iWw = span{{g}}. Podaj macierz
rzutu na V wzdluz W w bazie standardowej R3.

Zadanie 5 (4p.). Niech odwzorowanie liniowe 7': R? — R? ma macierz w bazie standardowej

a b
c d|’
Utozsamiajac R? z C (w standardowy sposob: R? 5 [}] +— 1€ C oraz R? 5 [{] +— i€ C)

otrzymujemy odwzorowanie T: C — C. Jakie warunki musza spelniac wspdlczynniki a, b, ¢, d, aby
T bylo odwzorowaniem C-liniowym?



RozZwIiAzZANIA

Rozwiazanie zadania 3. Niech A = [(cl Z] Mamy
1 2 _|la+2b *
[3 4}"*—[ ; 3b+d}’

Tr([l 2} A) — 0+ 2b+3b+4d.

a wiec

3 4
Tak wiec do V naleza macierze, ktoérych wspoélczynniki spelniaja a + 2b+ 3b+ 4d = 0. Wybieramy

przykladowa baze V':
-4 0 [-2 0o [-3 1
2= )

i uzupelniamy ja do bazy B przestrzeni Moy o(R):
~ -4 0| [-2 0] |-3 1| |1 O

S (R R P )
Baza #* sklada sie z trzech funkcjonalow ¢, @2, 3 na V wyznaczonych przez nastepujace roéw-
nania ) i .
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Od razu widac, ze ¢1, ¢2, ¢35 sa obcieciami do V funkcjonaléow (na Mayo(R))
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Dla A € V mamy

Tr(B ‘Z]A>=a+3b+3b+4d=b—c (%)
(bo a+ 2b+ 3b+ 4d = 0). Tak funkcjonal (x) ma w bazie #* wspolrzedne (0, —1,1). O
Rozwiazanie zadania 4. Wybierzmy baze V:
17 [1]
V =span -1{,10
0] [—1]
i niech o
1 0 1
#=4|-1],]1],]0
0 0] |[—1]
W bazie £ rzut na V wzdluz W ma macierz
1 00
0 00
0 0 1
Niech St bedzie baza standardowa R®. Mamy
1 0 1
[idS=1]-1 1 0
0 0 -1



oraz

1

1
-1

(obliczamy w pamieci probujac wyrazic elementy bazy standardowej w bazie ). Tak wiec macierz
rzutu na V wzdluz W w bazie standardowej jest réwna
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Zadanie 6 (4p.). Niech odwzorowanie liniowe 7': R? — R? ma macierz w bazie standardowej
a b
c d|’
Utozsamiajac R? z C (w standardowy sposob: R? 3 [}] +— 1€ C oraz R* 5 [{] +— i€ C)

otrzymujemy odwzorowanie T: C — C. Jakie warunki musza spelniac wspolczynniki a, b, ¢, d, aby
T bylo odwzorowaniem C-liniowym?

Proof. Mamy liniowy izomorfizm ¢ : R? ~ C nad R postaci
x .
=+ .
¢[ y ] Y
Korzystajac z tego, zdefiniujemy
T(zx+yi)=¢oTod  (z+iy). (1)

Skoro zakladamy, ze T jest liniowe nad R 1 ¢ jest liniowe nad R, to T jest liniowe nad R. Korzys-
tajac z tego wynika, ze T jest liniowe nad C wtedy i tylko wtedy gdy

T(iz) = iT(2), (2)

dla kazdego z € C. Poniewaz T jest liniowe nad R, to (2) sie spelnia dla dowolnego z € C wtedy i
tylko wtedy gdy (2) si¢ spelmia dla z =11 z =4, czyli dla pewnej bazy C jako przestrzen liniowa
nad R. Wiec, dla z = 1 mamy, ze

f(i)if(l)%gf)oT{ (1) } i¢oT[ (1) ] %4 ; ] w{ Z } — c4di = ia—b — d=a,c = —b.
Warunek (2) dla z = i wyglada nastepujaco

f(z‘-i)zi'Tv(i)%WT[ 7)1 } :id)OT[ (1)]

—b
Podsumujac, mamy, ze T jest liniowe nad R wtedy i tylko wtedy gdy ¢ = —bia =d. O

¢[ _a}:'gb[fl}—>—a—bi=ic—d—>d=a,c=—b.



