Ry L'\k F
\\\«fi%‘fz_y@
==

N N
“ERSyTET AR

KOLOKWIUM Z ALGEBRY I R

Instrukcje: Kazde zadanie jest za 4 punktéw. Rozwiazanie kazdego zadania musi znaj-
dowa¢ si¢ na osobnej kartce oraz by¢ napisane starannie i czytelnie. W nagtowku kazdego
rozwigzania musza znajdowac sie dane wypeinione wedtug schematu: nr zadania, imie
i nazwisko, nazwisko prowadzacego ¢wiczenia.

Cwiczenie 1. Ustal wszystkie liczby a,b i ¢ € R takie, ze wielomian o wspétczynnikach
rzeczywistych X5 4+ aX* + bX® + cX? + 1 jest podzielny przez X3 — 2X% — 5X + 6.

Dowdd: Skoro suma wspélezynnikéw wielomianu Q(X) = X® — 2X? — 5X + 6 réwna sig
zeru, to Q(X) ma pierwiastek 1. Wida¢, ze

X 2% ~5X4+6=(X-1)(X*—X-6)= (X=X -=3)(X+2).

Wtedy, P(X) = X°+ aX*+ bX3 + cX? + 1 jest podzielny przez Q(X) wtedy i tylko wtedy
gdy P(X) jest podzielny przez X — 1, X — 31 X + 2. Z twierdzenia Bezouta, to sie zdarza
wtedy i tylko wtedy gdy P(X) ma pierwiastki 1,3 1 —2. Wiec, P(X) jest podzielny przez
Q(X) wtedy i tylko wtedy gdy

Pl)=24+a+b+e=0,
P(-2)'= =31 + 16a — 8b + 4c = 0
P(3) =244 4 8la + 27b + 9c = 0.

W postaci macierzowej

11 1] =2 - 1 1 -2
16 -8 4] 31 — | 0 524 12! W63
81 27 9| —244 0 —54 —72|-82
gt 1.1 1 -2 . ¥ 1 -2 o1l | -2
- 10 =24 —-12| 63 - 10 3 —12] 75 - [0 1 —4| 25
0 90 0 | —460 09 0 |—46 09 0|46

Zatem b = —46/9,¢c = 179/36,a = —67/36.

Cwiczenie 2. Udowodnij, ze

n

5™ (1) oo+ o) = 2o (2) s (n-+.).

k=0
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Dowdd: Mamy, ze cos(kyp + a) = Re(e!*#+9). Wiec,

A= Z ( ) cos(kp + a) = Xn: ( Z ) Re(ei#+)) — Re (:O ( Z ) ez’(k<p+a)>

k=0

Korzystajac ze wzoru Newtona wynika, ze
io - n ik io ip\n

Wéwezas,

—ip)2 | ip/2\ "
A = Re [ i a+n<p/2)( —ip/2 a3 €i<p/2>n} — 2"Re |:6i(a+n<p/2) (6 ®/ +e ©/ ) :|
2
A = 2" cos™ (g) Re [e““*"‘p/z)] = 2™ cos™ (g) cos (ng + a) )
[l
Cwiczenie 3. Sprawdzi¢, ze
W = {(x1, 22, 23,24, T5) € R°: zoldxs+ 24 =0, — x5 = 0}

jest podprzestrzenia przestrzeni R®. Podaj baze i wymiar tej podprzestrzeni. Napisz
wspotrzedne wektora (1,2,3, —5,1) w tej bazie. Oblicz przeciecie W NV, gdzie

V =((1,0,0,0,0), (0,0,0,0,1)).

Rozwigzanie: Podzbiér (niepusty) przestrzeni wektorowej jest podprzestrzenia wtedy i

tylko wtedy gdy dowolna liniowa kombinacja elementéw tego podzbioru nalezy do tego

podzbioru. Skoro W jest niepusty, wystarczy sprawdzi¢, ze dla dowolnych A\, 4 € R

i Wektory e1,e2 € W mamy, ze Aey + pes € W. Wiasnie, jezeli e = (xy,...,25) i
= (y1,...,Yn) naleza do W, to

Aer + peg = (Azy + pys, - -, ATs + 1Ys).
Skoro 1 = x5, Ta + 23+ 24 =0, y1 =ys i y2 + Y3 +ys =0, to

AT+ Py = ATs + [1Ys,
ATo + py2 + Axs + pys + Azg + pys = M2 + 23 + 24) + p(vn +y2 +y5) = 0.
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Wiec, Aej; + pes € W i W jest podprzestrzenia przestrzeni R5.

Teraz obliczymy baze podprzestrzeni W. Musimy znalez¢ uklad wektoréw generujacych
i liniowo niezaleznych tej podprzestrzeni. Widaé, ze kazdy element e = (z1,...,x5) pod-
przestrzeni W ma xy = x5 i x9 = —x3 — x4. Wowcezas, mozemy zapisac

W = {(x5, —x3 — x4, T3, 74, T5) }| 73, T4, 5 € R}.

Z tego wynika, ze dla kazdego e € W mozemy zapisac
(x5, —3 — x4, 23, T4, 75) = 25(1,0,0,0,1) + 23(0, —1,1,0,0) + 24(0,—1,0, 1,0).
Wiec, wektory
er = (1,0,0,0,1), ey = (0,—1,1,0,0), es =(0,—1,0,1,0)
generuja podprzestrzen W. Ponadto, sa liniowo niezalezne poniewaz
Ate1 + Agea + X363 =0 Ay = Xy = A3 = 0.
Z tego wynika, ze W ma wymiar trzy i wektory ej,es, e3 tworza baze.
Obliczymy wspdhrzedne wektora (1,2,3,—5,1) w tej bazie, czyli musimy znalezé
liczby w1, pa, p3 takie, ze
pier + pses + pses = (1,2,3,—5,1).

Zapiszmy taki uktad réwnan macierzowo

1 0 01 b 027507, 1 1 0 01
0 -1 —1] 2 00 —-1|5 0 0 1|5
0.1 0] 3 - (101 0|3 - [0 1 0] 3
U040 b | =5 00 1|5 09 0140
12 0 1.0 1 00 01O 0.0 040

Wi@C7 H1 = 17“2 = 37[’63 = —9.
Podprzestrzen V ma baze

v; = (1,0,0,0,0), vy = (0,0,0,0,1).
Element e € W NV jest taki, ze

e = [ie1 + faes + pges = A\jvy + Aavs.
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dla pewnych liczb pq, pa, pt3, A1, Ao. Wtedy pie1 + poes + pses — Avp — Agvg = 0.
Zapiszemy taki uktad macierzowo

1 0 0 -1 010 000 -1 110
0 -1 -1 0 010 000 0 010
o1 0 O O0j0Of—=(01O0 0 010
0 0 1 0 010 001 0 010
1 00 0 0 -1]0 100 0 —-1]0

Wiec,
AL = g, p1 = =Ag, p2 =0, pz = 0.
Zatem, Ay jest dowolna i Ay, A, p1, o mozna ustali¢ za pomoca jej wartosci. Z tego

wynika, ze

€= /\1(U1 —|—1)2) =V NW = <(1,0,0,0, 1)>

OJ
Cwiczenie 4. Niech V bedzie przestrzenia liniowa funkcji f : T' C R — R, gdzie T
jest przedzialem. Dowiesé, ze jezeli liczby tq,...,t, € T sa parami rézne, to funkcje
v1,...,0, €V okreslone wzorem wvg(t) = |t — x| sa liniowo niezalezne.
Rozwigzanie: Mozemy dowolnie zaktadac¢, ze t1 < to < ... < t,. Funkcje vy,...,v, sa

liniowo niezalezne wtedy i tylko wtedy gdy
)\11)1+...)\n1)n:0<:>/\1:...:)\TLZO.

Wyprowadzamy dowdd nie wprost. Zatézmy, ze Y ;_, Mvp = 01 A, # 0 dla pewnej

liczby A, takiej, ze t, nalezy do wewnetrznej I. Wiegc, A,|t —t;| nie jest rézniczkowalna w

punkcie t = t;. Skoro Zk 1 A\pUk jest rézniczkowalna w punkcie ¢, to Zk { Akvg = 0 nie
k#p

jest rézniczkowalna w punkcie ¢,. To sprzecznos¢, skoro funkcja zero jest rézniczkowalna
w kazdym punkcie. To, A, = 0. Wigc, wszystkie A, nalezace do wewnetrznej przedziatu
I zeruja sie. Jezeli A\; € 8] i \, # 0I lub odwrotnie (czyli jezeli jeden punkt nalezy do
brzegu), mamy, ze |t — t1] = 0 albo As|t — t5] = 0 dla kazdego ¢ € I. Podstawiajac
t =t5 albo t = t{, wynika, ze 0 = Ay albo 0 = X5. Jezeli \{, A, € 91 to

Z tego wynika, ze A\ = A, = 0. U
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Cwiczenie 5. W zaleznosci od p € R, ustal czy nastepujace wektory przestrzeni wek-
torowej R? sa liniowo niezalezne:

1 2 P
ep:=| 1|, ey:= | —p |, e3:= | p
P 1 3

Rozwigzanie: Te wektory sa liniowo niezalezne wtedy i tylko wtedy gdy
)\161‘1‘)\2624‘)\363:0@)\1 :)\2 :)\320
Woéwcezas, jezeli te wektory sa liniowo niezalezne, to uktad

1~ Sp=D) 1 2 D 0

1o =pp 01—l 0 |l—pF22 0 0

p =g 3 8 0" 'l ~Qp=3=p0

ma tylko trywialne rozwiazanie A\; = Ay = A3 = 0. Jezeli p = —2, wida¢, ze Ay jest
dowolna i A1, A3 mozna ustali¢ za pomoca pierwszego i trzeciego rownania. Wiec, eq, €s, €3
sa liniowo zalezne. Zakladamy, ze p # —2. Zatem, Ay = 0. Jezeli p*> —3 = 0, to A3
jest dowolna i A; mozna ustali¢ z A\3. Wiec, znowu uklad ma nietrywialne rozwiazania.
Natomiast, jezeli p> # 3, to A3 = 0 i, z pierwszego réwnania, \; = 0. Wiec, uklad ma
tylko trywialne rozwiazanie i uktad wektorow jest liniowo niezalezny. Podsumujac, uktad
jest liniowo niezalezny wtedy i tylko wtedy gdy p ¢ {2, —v/3,v/3}. O



