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Liczby zespolone i liniowa zaleznos¢
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Cwiczenie 2. Niech n € N oraz 7, ..., z, € C. Wykazaé, ze

(2.1)

|Zl—|—_|_zn‘:’2:1|++|Zn|<:><32$é03T1,,TmER+)

zi=rjzdlagel,...,n

Rozwigzanie: Dowdd jest trywialny dla n = 1. Wiee, zatozymy, ze n > 1.

Udowodnimy, ze z lewej strony (2.1) wynika prawa strona. Zdefiniujemy s = 2 +
...+ z,. Dla s = 0, mamy, ze z prawej strony (2.1) wynika, ze z; = ... = z, = 01 jest
trywialne, ze prawa strona (2.1) jest prawdziwa.

Zakladamy teraz, ze s # 0 i zdefiniujemy w; = z;/s dla j = 1,...,n. Dla dowolnej
liczby zespolonej z € C mamy, ze Re(z) < |z|. Z tego,

tp=Re (ij> o~ ZRe(wj) < Z lw;| = L.

Roéwnosé Re(z) = |z| spelnia sie wtedy i tylko wtedy gdy z € R,. Zatem, mamy, ze

2j = Wjz, w; € Ry, j=1...,n, z # 0.
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Teraz udowodnimy, ze z prawej strony (2.1) wynika lewa strona. Mamy
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To konczy dowod.
Dodatkowo, tez mozemy udowodnié, ze prawa strona (2.1) wynika z lewej strony (2.1)
za pomoca indukcji. Dla n = 2, mamy, ze jezeli

|21+ 22| = [21] + |22

iz14+20=0,t0 23 = 29 = 0imozna przedstawi¢ zy = 2; = 0z dla dowolnego z # 0 € C.
Jezeli z1 + z5 # 0, to

|21+ 22| = |21]+|22] & |71tz = (Ja|+2])? © (21422) (B4 2) = |21]7+] 222 +2] 21|22

To réwnowaznie
2122 + 2120 = 2|21]|22| & Re(z125) =1|z122].

Skoro s = 21 + 29 # 0, to jedna ze zmiennych jest rézna od zera, np. z;. Wowczas,
3 L 3 2
2129 = ’2122‘ = 21 = ’2122‘22/’22| e R.

Jezeli zdefiniujemy

to wida¢, ze prawa strona (2.1) si¢ spelnia.
Teraz zakladamy, ze prawa strona (2.1) wynika z lewej strony dla n i zakladamy

|21+ .o 4 20+ zng1| = |2+ - -+ 20| + | 20aa ]
Skoro
|21+ . 2+ 2o S+ 2]+ | Zega] Sl |20+ 2na]

to
|z14 .o 2+ 21| = 2+ 2a] 20

|21+ ...+ 2| = |2 + ..o+ 2]
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7 zalozenia, istnieja s € C i liczby 7/, 7,41 € R, takie, ze
Zntl = TnilS, 24z =1s, s € C\{0}.

Tez z zalozenia
zi=mr8, i=1,...,n, s" € C\{0},

gdzie r1,...,r, € R,. Wiec,
A4tz =1+ ) =7's
Widaé, ze s's71 € R. Wiec, s’ = \s dla A € R,. Wobec tego,
2=y Ai € Ry, g=="Fnm 1.
O
Cwiczenie 3. Oblicz wyrazenie

(1 +ictgp)t?
(1 —ictgp)ld’

Rozwigzanie: Mamy, ze

(L+ictgp)? [sing+icosp\"  (cos(m/2=p)+isin(r/2 —¢)\"
(1—idctgp)®  \singp—icosyp ~ \cos(m/2— @) —isin(m/2 — ) '

Zatem,

(I+ictgp)? (e(”/“@o)i

19
_ 38¢pi _ -
(1—ictgg)® = e(ﬂ/2w)i) e cos 38 + i sin 38¢.
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Cwiczenie 4. Dowiesc¢, ze wektory

326 263 632
471 |, 714 |, 147
797 977 779

w R3 sa liniowo zalezne.
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Rozwigzanie: Wektory vy, ..., v, przestrzeni liniowej V' sa liniowo niezalezne gdy
O=M vy +...+ v, e\ =...= ), =0.

W naszym przypadku nasze wektory sa liniowo niezalezne wtedy i tylko wtedy gdy

326 263 632
797 977 779

Kiedy nie jest tak, to takie wektory sa liniowo zalezne. Aby sprawdzié, czy nasze wektory
sa liniowo zalezne, trzeba obliczy¢ rozwiazania uktadu

326 263 632
A |47 | £ e [ 714 | + X5 | 147 | =0.
797, 977 779

Jezeli taki uktad tylko ma rozwiazanie trywialne, czyli A\ = Ay = A3 = 0, to wektory sa
liniowo niezalezne. Inaczej, wektory sa liniowo zalezne. Zapiszemy taki uklad w postaci
macierzowej

326 263 6320 326 263 6320
471 714 147 |0 [Pt | ury 714 147 0
797 977 779 |0 05 o vt 050
Ro-hym [ 326263 632 |0
145 451 —485|0 |-

Mamy dwa kompatybilne réwnania i trzy zmienne, wiec taki uktad ma nietrywialne
rozwiazania i nasze wektory sa liniowo zalezne.

U

Cwiczenie 5. Dowiescé, ze wektory

Uy ‘= s Ug ‘=

1
7
4

aq a9 as ay

w R* sa liniowo zalezne.
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Rozwigzanie: Wektory vy, ..., v, przestrzeni liniowej V' sa liniowo niezalezne gdy
O=M vy +...+ v, e\ =...= ), =0.

W naszym przypadku nasze wektory sa liniowo niezalezne wtedy i tylko wtedy gdy

1 5) 4 8
f 1 6 2

A1 4 + Ao 3 +>\3 5 + A4 5 :0<:>>\1:/\2:)\3:)\4:0.
ay as as Qy

Kiedy nie jest tak, to takie wektory sa liniowo zalezne. Aby sprawdzié, czy nasze wektory
sa liniowo zalezne, trzeba obliczy¢ rozwiazania uktadu

1 ) 4 8
f 1 6 2
ay Qs as Q4

Jezeli taki ukiad tylko ma rozwiazanie trywialne, czyli Ay = Ao = A3 = Ay = 0, to
wektory sa liniowo niezalezne. Inaczej, wektory sa liniowo zalezne. Zapiszemy taki
uklad w postaci macierzowej

1 5 4 8|0 | Be-TEi—Re 1 5 4 8 0
R3—4R1—R3
7 1 6 2 O R4—a£1—>R3 0 _34 —22 —54 0
4 3 5 510 0 7 —11 —27 0
ap as asz ayg |0 0 ay—bay as —4a; as—8ay |0
1 5 4 8 0
Ro—2Rg— Ry 0 0 0 0 0
0 —17 —11 —27 0

0 CL2—5CL1 CL3—4CL1 a4—8a1 0

Widaé, ze taki uktad ma nietrywialne rozwigzania (mamy trzy réwnania i cztery zmi-

enny). Woéwczas, wektore sg liniowo zalezne.
O



