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Permutacje

Javier de Lucas

Cwiczenie 1. Udowodnij, ze

[T = 2) == ] o — 200)
i) i<j=1

dla kazdej permutacji o € S,,.

Rozwigzanie: Mamy, ze

H (z; — ;) =+ H (@) = Ta(p) & < I —%')> = ( 1T @ —%(a’))> :

i<j=1 i<g=1
(1.1)

Udowodnimy, ze czynniki po prawej i lewej stronie ostatniej réwnosci sa takie same.
Zalézmy, ze (x; — x;)* pojawia sie po lewej stronie tej ostatniej réwnosci. Skoro o to
bijekcja i i # 7, istnieja rézne a; 1 as takie, ze i = o(ay) i j = o(ay). Wiec,

@ — o303 (To@yto@)) -

Teraz, zdefiniujemy 7 = min(a;, ds) i j = max(ay,ds). Z tego wynika, ze

E— z;)° kTl — T

i czynnik (2,5 — 2,(3))* jest po prawej stronie w ostatniej réwnosci (1.1).
Odwrotnie, zakladamy, ze czynnik (2, — 2,(j)) jest po prawej stronie. Poniewaz o
jest bijekcja, to a(i) # o(j). Zdefiniujemy,

i =min(e(i),0(j)),  j = max(a(i),0(j)).

Wiec,

2 2

(@7 — 27)" = (To(i) — To(j)
i taki czynnik tez si¢ pojawia po lewej stronie. Z tego wynika, ze prawa i lewa strona
ostatniej réwnosci w (1.1) maja takie same czynniki i sa réwne. O
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Cwiczenie 2. Oblicz znak i nosnik nastepujacych permutacji
(1 3456 (123 456 (123 456
=\ \342156) 2" \234561)7"\342651)

Oblicz 01009, 09003 1 03007 1 podaj znak tych permutacji. Napisz je w postaci (a; . . . ag).

[\

Rozwigzanie: Nosnik permutacji o : {1,...,n} — {1,...,n} to zbiér elementéw a €
{1,...,n} takich, ze o(a) # a. Wiec, nosnik permutacji o1 to {1,2,3,4}. Mozemy
zapisaé¢ ta permutacje, jako (3,4,2,5,6). Aby obliczy¢ znak tej permutacji, zapisujemy
permutacje jako zlozenie cykli roztacznych i obliczymy jej znak korzystajac z tego, ze

cykl n-elementéw ma znak (—1)""! i

sign(o o ) = sign(o) - sign(a).

Mowi sie, ze funkcja znak, czyli sign, jest morfizmem grup sign : (S,,0) — (R,).
Aby zapisa¢ permutacje jako ztozenie cykli rozlacznych, korzystamy z nastepujacego
algorytmu:

1. Wybieramy jeden element a; € {1,2...,n} nosniku permutacji o.

2. Obliczymy elementy
ay,0(ay),0*(ar),. ..

az do pierwszego ng takiego, ze 6™ (a;) = a;. 7 tego wynika, ze o dziala na
{ayo(ay) ...,0™ (ay)} jako cykl oy = (a3 o(ay) ..., 0™ (ay)).

3. Jezeli juz pojawily sie wszystkie elementy nosniku o, to o jest zlozeniem wszystkich
cykli oy, ..., 0,.. Jezeli nie, to wracamy do punktu 1 i wybieramy nowy element as
nosniku ¢ i powtarzamy poprzednie kroki.

Stosujemy nasz algorytm do o;. Nosnik oy jest {1,2,3,4}. Element 1 nalezy do
nos$niku oy, poniewaz o1(1) = 3. Mamy,

L o) =3, of(1)=2, o31) =4 of))=1

Wiec, cykl dziata jako (1324) na {1,3,2,4}. Skoro nie ma wiecej elementéw w nosniku
o1, to o1 = (1324). Skoro to cykl czterech elementéw, to znak ma postaé signo =
(—=1)*"! = —1. Ponadto, mozemy napisa¢ o; w postaci o1 = (3,4,2,1,5,6).



Ry L'\k F
\\fis{fﬁfv
==

N e
Ryt

ALGEBRA IR

Teraz stosujemy nasz algorytm do o9. Nosnik o9 jest {1,2,3,4,5,6}. Element 1
nalezy do nosniku oy. Mamy;,

1, 02<1) =2, 05(1) =3, O’S(l) = Oé(l) =9, O-g(l> =0, Ug<1) =1L

Wiec, cykl dziata jako (123456) na {1,3,2,4,5,6}. Skoro nie ma wigcej elementéw w

nos$niku oy, to 09 = (123456). Skoro ten eykl ma szesé¢ elementéw, to sign oq ma postaé

signo = (—1)%"! = —1. Ponadto, mozemy napisa¢ oy w postaci oo = (2,3,4,5,6,1).
Stosujemy nasz algoritm do g3. Element 1 nalezy do no$niku o3. Mamy,

Los(1) =3, o3(1) =2, 03(1) =4, 05(1) =6, 03(1) = 1.

Wiec, cykl dziata jak (1324 6) na {1, 3,2,4,6}. Skoro nie ma wiecej elementéw w nosniku
o3 (5 nie nalezy do nosniku), to o3 = (13246). Skoro to cykl piecu elementéw, to
znak ma postaé signo = (—1)°"! = 1. Ponadto mamy, mozemy napisa¢ o3 w postaci
o3 = (3,4,2,6,5,1).

Obliczymy o7 o 09, 09 0 03 1 03 0 0. Mamy, ze

Wiec,

123456
0’100'2:<4 215 6 3>7 01002:(47271757673)‘

Nosnik: {1,3,4,5,6}. Mamy, ze funkcja sign jest taka, ze dane cykle o, i o} to sign(oy -
09) = signoysignoy. Wowczas

sign(oy 0 09) = sign[(1324) 0 (123456)] = sign(1324) - sign(123456)] = 1.

Tez widac, ze
o100y = (14563) = sign(oy00y) = (—1)* = 1.
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09 O 03(1) = 02(3) = 47

02003(2) = 09(4) =5,

090 03(3) = 02(2) = 3,

090 03(4) = 02(6) = 1,

090 03(5) = 02(5) = 6,

02 003(6) = 02(1) = 2.

Wiec,
Yo _ [ 4 5B
PRI T AILTET 3 1. g
Nosnik: {1,2,4,5,6}. Mamy, ze

sign(og 0 03) = sign[(123456) 0 (13246)] = sign(123456) - sign(13246) = —1.

Mamy, ze
o3 001(l) = 03(3) = 2,
030 01(2) = 03(4) =6,
o3 001(3) = 03(2) = 4,
o3001(4) = o3(1) = 3,
o3 0a1(5) = o3(5) = 5,
g3 001(6) = 03(6) = 1.

Wiec,

Noénik: {1,2,3,4,6}. Mamy, ze
sign(oz 0 0q) = sign[(13246) 0 (1324)] =sign[(13246)] - sign[(1324)] = —1.
Tez widac, ze
sign(oz o o) = sign[(126)(34)] = sign[(126)] - sign[(34)] = —1.
U

Cwiczenie 3. Udowodnij, ze kazda permutacja jest ztozeniem cykli roztacznych.
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Rozwigzanie: Dany zbiér S = {1,...,n}, i permutacja o € S, zdefiniujemy relacje
réwnowaznosci
aRb<= 3n € N,o"(a) =,

gdzie 0°(a) = b. Wlasnie, relacja ta speia nastepujace wtasnodci:
Odwrotna : ¢« Ra = 6% = a.

Symmetryczna : a Rb = ¢"a = b.

Udowodnimy, ze ¢™b = a dla pewnego ng € N. Mamy, ze
b,o(b),0%(b), 0*(b), ..

Skoro S ma skonczone wiele elementow, dwa elementy powyzszej listy maja sie pow-
tarzaé, czyli oP'(b) = oP2(b) dla pewnych p; < py. Wiec,

b= " PL(b).

Niech ng = ps — p1. Istnieje liczba naturalna k taka, ze kng > n. Wéowczas, kng—n €
N i
o"(a) =b=0""(b) = a=oc"""(b) = bRa.

Przechodnia : a Rb A bRc= 0" (a) =bAc™(b) =c=0""2(a) =c=aRec.

Skoro R to relacja réwnowaznosci, mozemy podzieli¢ S na warsztatach. Dowolne
elementy a,b kazdego warsztatu sa w relacji, czyli istnieje n taki 0™(a) = b. Z tego
wynika,

[a] C {a,o(a),c*(a),0’(a),...}.

Skoro juz udowodnili$my, ze powyzsza lista ma sie powtarza¢ od pewnego momentu, to
la] € {a,0(a),0%(a),0%(a),...,0"(a) = a}.

gdzie ng to najmiejsza liczba naturalna taka, ze 0™ (a) = a. Z tego wynika, ze o dziala
jak cykl na [a]. Poniewaz warszaty sa rozlaczne, to o dziala jak roztaczne cykle.

Wida¢, ze poprzedni dowdéd podaje metod aby napisa¢ permutacje jako zlozenie
roztacznych cykl. Elementy nie nalezace do no$niku nie zmieniaja sie i nie trzeba
zapisa¢ w cyklu. Teraz, wystarczy wybiera¢ jeden element no$niku a € S i obliczy¢
a,o(a),...,o0™(a) = a. To daje pierwsze cykl. Szukamy drugiego elementu nosniku tej
permutacji i powtarzamy az do kornicu elementow nosniku o. Na koncu, musimy napisac
ztozeniem znaledzionych cykl. To wilasnie algoritm podane do tej pory, aby napisac

permutacje jako zltozeniem cykl.
O
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Cwiczenie 4. Napisz nastepujace permutacje
(1 2 3 456 (1 2
T=\321564) " 27134

jako zlozenie transpozycji i cykli.

3 4
1 2

Sy Ot

ot O
N—

Rozwigzanie: Mozemy zapisa¢ permutacje

jak cykl nastepujaco. Przyponmimy, ze kazda permutacja dziala jak zlozeniem cykl
rozlacznych na zbiorach postaci

@, 0(a), 02a), . .os

Jezeli a nie nalezy do no$niku permutacji, to a jest niezmennice. z tego powodu, kiedy
pisze si¢ oy jako zlozeniem cykl roztacznych, takie elementy nie pojawiaja sie w tej
dekompozycji, poniewaz permutacjia nie zmienia ich.

Korzystajac z poprzednich argumentow, zaczynamy od dowolnego elementu no$niku
o1, np. 1. mamy, ze o1(1) = 3, 01(3) = 1. Wiec, permutacja dziata na {1,3} jak cykl
(13). Sprawdzamy, jak dziala permutacja dla reszty elementéow nosniku permutacji.
Wazny zauwazy¢, ze poprzedni elementy, tj. {1,3} nie pojawiaja sie jako obrazy reszty
elementow: o jest bijeckcja i 11 3 sg obrazami tylko jednego elementu 3, 1 odpowiednio.
Wybieramy element nosniku o7 nie nalezacy do poprzednego cyklu, np. 4. Mamy, ze
01(4) =5, 01(5) = 61 01(6) = 4. Zatem, oy dziala jak cykl (456) na {4,5,6}. Reszta
elementow sa niezmennicze. Zatem,

o1 = (13)(456).

Ponadto, mamy, ze

(13)(456) = (13)(45)(56).
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= (13)(45)(1) = (13)(1) = 3,

= (13)(45)(2) = (13)(2) = 2,

= (13)(45)(3) = (13)(3) = 1,

= (13)(45)(4) = (13)(5) = 5,

= (13)(45)(6) = (13)(6) = 6,

= (13)(45)(5) = (13)(4) = 4,

i(13)(45)(56) dziala tak samo jak ;. Mozemy zapisa¢ permutacje
e N W
ZFaEn3 Ay 4IRS

jak cykl nastepujaco. Postepujemy jak poprzednio. Zaczynamy od dowolnego elementu
nos$niku oy, np. 1. mamy, ze

1oy 23, 021 =g y="1.

Wige, permutacja dziala na {1, 3} jak cykl (13). Sprawdzamy, jak dziala permutacja dla
reszty elementow nosniku permutacji. Wybieramy element nosniku o; nie nalezacy do
poprzednego cyklu, np. 4. Mamy, ze

4, 05(4) = 2, 6%(4) = 02(2).= 4.

Zatem, o, dziala na {4,2} jak cykl (42). Jeszcze 5 nalezy do nosniku oy. Zatem,
02(6) =51 09(5) = 2. Zatem
o9 = (13)(24)(65).

Juz permutacja pojawia sie jak zlo zenie cykl roztacznych. [J

Cwiczenie 5. Oblicz znak permutacji

B 1% 2%l 4 BT Nom—2 Tm—1 2m
=V m+1 1 m+2 2 m43 ... m—1 2m m

Rozwigzanie:Widaé, ze (12) o oy jest

(12)00 _ 1 2 3 4 5} o 2m =2 2m—1 2m
Y"\V1 m+1 m+2 2 m+3 ... m—1 om m
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Ponadto, mamy, ze (23) o (34) o (12) o gy jest

12 3 4 5 ... 2m—2 2m—1 2m
(23)°<43)°<12>001_(1 2 m+1 m+2 m+3 ... m—1 2m m)

Dalej, mamy, ze (34) 0 (45)0(56)0(23)0(34)0(12) 00y jest

1 2 3 4 5 6 .o 2m =2 2m—1 2m
1 23 m+41 m+2 m+3 ... m-—1 2m m

Kontynujemy, i po m razy mamy ze o1 po 1+2+43+...4+m transpozycji jest identycznos¢.
Czyli, mamy
(I14+m)m
2
transpozycje. Wiec,

signoy = (=1) oo

O
Cwiczenie 6. Oblicz wszystkie 3-liniowe formy alternujace na R?.

Rozwigzanie: Dana 3-forma alternujaca b na R?, dla dowolnych elementéw

x = ale; + z%es + 23e,
1 2 3,
y=ye +ye+yes,

Z = 2161 1 2262 + 2363.,

gdzie ey, e, e3 tworza baze R?, mamy, ze

3
b(X,y,Z) = Z xiyjzkb(eiaejvek)‘ (61)
ij k=1
Z tego wynika, ze wartosci b tylko zaleza od wartosci b(e;, e, ex), gdzie i, 5,k =1,...,3.

Skoro b jest alternujaca, mamy, ze
b(es, €5, er) = sign(a)b(eq (i) €o(j) €o(k))s Vo € 5,.

Ponadto, jezeli b spelnia poprzedni warunek, wida¢ z (6.1), ze b jest alternujaca.
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Wéwezas, jezeli i = j, i =k, lub j =k, to b(e;, ej,e,) = 0. Wigc,
b(617 €1, 61) = 07 b(eb €1, 62) =3 07 b(el7 €1, 63) = 07 b(62a €2, 61) — 07
b(ea, e2,e2) =0, bes, e,e3) =0, b(es,es,e1) =0, b(es, es,e3) =0,
6(63, €3, 63) = O, b(el, €9, 61) = 0, b(el, €3, 61) = 0, b(€2, €1, 62) = 0,
b(627 €3, 62) = Oa b(e?n €1, 63) == 07 b(€3, €9, 63) . 07 b(eQa €1, 61) = 07
5(63761,61) =0, 5(61762762) =0, 5(63,62762) =0, b(el, 63,63) =0,
b(eg, €35 63) = 0
Oprécz tego, mamy, ze
A ~ b(617 €2, 63) = b(627 €3, 61) = b(637 €1, 62) =F
_b(€27 €1, 63) — _b(€17 €3, 62) = _6(637 €9, 61)-
dla pewnej A € R. Z tego wynika, ze wszystkie 3-formy alternujace maja postac
b(x,y,2) = Ay’ 22 + 2232 4+ 2yt 22 — 2Pyl 2P~ aly3e? — 23y%2Y), A eR.

0



