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Suma i przeciecie podprzestrzeni, przestrzen ilorazowa

Javier de Lucas

Cwiczenie 1. Dowies¢, ze jesli U i V' sa podprzestrzeniami n-wymiarowej przestrzeni
wektorowej oraz dimU =7 i dimV = s, to

max (0,7 +s—n) < dim(UNV) <min(r,s), max(r,s) < dim(U+V) < min(r+ s,n).
Poda¢ przyktady pokazujace, ze kazda z tych nieréwnosci moze by¢ rownoscia.

Rozwigzanie: Wiemy, ze U +V C R". Z tego wynika, ze dimU + V < n. Ponadto,
mamy, ze

dim(U + V) =dimU + dimV —dim(UN V). (1.1)
7 tych dwéch faktéw, wynika, ze
dim(UNV)=dimU +dimV —dim(U + V) > dimU +dimV —n=r+s —n.
Ponadto, 0 < dim(U N V). Wigc,
max(0,7+ s —n) < dim(U NV). (1.2)

Widaé, ze kiedy UNV = {0} i U+ V = R", to z (1.1) wynika, ze r + s = n i
dim(U NV) = 0. Zatem, mamy réwnos¢ w (1.2).
Mamy, ze UNV CcViUNV CU. Wigg,

dimUNV <dimV, dimUNV <dimU.
Zatem
dimU NV < min(dim U, dim V). (1.3)
Jezeli U C V, to UNV = U i mamy réwnos¢ w (1.3).
Mamy, ze U CU+V iV Cc U+ V. Wiec,

dimU < dim(U + V), dimV < dim(U + V).
Zatem

max(r,s) = max(dim U, dim V') < dim(U + V). (1.4)
Jezei U C V,to U+ V =V idim(U+V)=dimV = s > dimU = r. Wiec, mamy

réwnosé w (1.4).
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Ponadto,
dim(U+V)=dimU +dimV —dim(UNV) <dimU +dimV =1 + s.
Dodatkowo, U + V' C R"™. Wigc, dim(U + V') < n. Wéwezas,
dim(U + V) < min(r + s, n). (1.5)
Jezeli V- =R", to wida¢, ze n = dim(U + V) < min(n + s,n) = n. O

Cwiczenie 2. Poda¢ baze sumy i czesci wspdlnej powlok liniowych (aq,as,a3) oraz

<b1,b2,b3>2

i)
ay = (172a ]->a ay = (1a ]-7 _]-)7 ag = (1a373)7
by =(1,2,2),-.bs =(2,3,—1); b3 =(1,1,-3).
i)
ay = <_176747 77 _2)7 Qo= (_27 370755 _2)5 az = (_3767 5767 _5)7
b Z (LA L LD), T8 = (0,~240;=1,%5), YN, 1, —3).
i)

ay = (17 170707 _1)7 Gy = (07 17 1707 1)7 as = (0707 17 17 1)7
by =(1,0,1,0,1), by =(0,2,1,1,0), b5 =(1,2,1,2,—1).

Rozwigzanie: Najpierw obliczymy wymiar przestrzeni A = (aq, as, az). Wiemy, ze

1 1 1 1 0 O 1 0 0
dimA=rank | 2 1 3| =rank|[ 2 -1 1| =rank| 2 -1 0| =2.
1 -1 3 1 -2 2 1 -1 0

Widac, ze A jest zgenerowana przez liniowo niezalezne wektory

(1,2,-1),(0,-1,-1).
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Wiec, takie wektory tworza baze i dim A = 2.
Natomiast, wymiar przestrzeni B = (b, by, b3) jest

1 2 1 1 0 0 1 0 O
dimB =rank | 2 3 1 =rank | 2 -1 -1 | =rank| 2 -1 0 | =2.
2 #lLje—-3 2 -5 —5 2 -5 0

Wida¢, ze B jest zgenerowana przez liniowo niezalezne wektory
(1,2,2),(0,1,5).

Wiec, takie wektory tworza baze B i dim B = 2. Przestrzen A + B jest zgenerowana
przez wektory baz A i B. Wiec,

17="1 0.0 1 000
dim A + B = rank Qe D 170 — 1" o =gtk 2 0 0 1] =3
-1 2 5 —1 -1 3 4 1

Wiege, dim A + B = 3. Z wzoru (1.1), wynika, ze dim AN B = 1. Ponadto, z baz tych
przestrzeni, widaé, ze elementy A N B sa wektorami w takimi, ze

w=Ai(1,2,2) + A2(0,1,5) = A3(1,2, —1) + Xa(0, =1, —1),

dla pewnych liczb A, Ao, A3, Ay € R. W postaci macierzowej taki uktad wyglada
nastepujaco

10 -1 0/0] Re2m=rs [1 0 =1 0]0 1 0 L1780 |0
291 =2 1]o |27 1 0 1lo| &0 1 0 10
2 511 0 0 5°387 170 00 3 —4]0
Czyli

Ai=X3, Ae=—Ay Az =4X/3.

Mozemy ustali¢, ze A4 jest dowolna i reszte mozna ustali¢ z jej wartosci. Wiec, elementy
w maja postac,

w = M[4/3(1,2,—1) + (0,1, -1)] <> AN B = ((4,5, ~7)).

Wigc, taki wektor tworzy baze tej podprzestrzeni.
O
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Cwiczenie 3. Niech podprzestrzenie U,V C R™ beda okreslone uktadami réwnan
r1+zo+...+x, =0, T =...= Ty

Wykaza¢, ze R" = U @ V oraz wyznaczy¢ rzuty wektoréw jednostkowych na pod-
przestrzen U réwnolegle do V' i na podprzestrzen V réwnolegle do U.

Rozwigzanie: Najpierw, udowodnimy, ze U + V = R™. Aby to zrobi¢, udowodnimy, ze
kazdy wektor w = (z1,...,2,) € R" mozna przedstawi¢ jako sume w = u + v dwoch
wektoréw v € U iv € V. Wida¢, ze

w=(r;3=94+S,22=—5S+S,...,5, =5 +79),
gdzie S = (z1 + ...+ z,)/n. Wtedy,
w = (L1, o %, Ti) = (9%.2725 8) Hlr—Sr==, T, — 5).

Widag¢, ze

Wiasnie,

Z(xi—S):(:1:1+...+:1:n)—n5':0.

=1
Z tego wynika, ze R™. Skoro U + V C R", to oznacza, ze U +V = R".
Teraz, mozemy udowodnié, ze U NV = {0}. Wlasnie, jezeli w € AN B to

w = (x1,...,Tn), Z%’ZO
i1
poniewaz w € A. Skoro w € B to x1 = ... = z,. Wiec,
OZZ:UZ-:O:m:i:O, = .. 3N,
i1

Zatem, w =01 AN B = {0}.
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Teraz,
wyraz—i wyraz—1
e;=(0,..,0, 1 ,0,..)=(1/n,..osl/n)+(=1/n,....,1 = 1/n,...,~1/n).
Wiec, rzut e; na U wzdluz V' to
wyraz—i
(=1/n,...;1 = 1/n;...,—1/n)

irzut e; na V wzdhuz U to
(L, iE/ 7).
d

Cwiczenie 4. W przestrzeni R* okreslamy podprzestrzenie
U=1{((1,1,1,1),(=1,=2,0;1)), Vi={((+=1,-1,1,-1),(2,2,0,1)).

Wykazaé, ze R* = U@V iznalezé rzut wektora (4,2,4,4) na podprzestrzeri U réwnolegle
do V.

Rozwigzanie: Aby ustali¢, czy R* = U @ V, trzeba sprawdzi¢, czy U +V = R* i
UNV ={0}. Wida¢, ze dim A + B jest réwny

1 -1 -1 2 LU Ol R 0 () 1 0 0 O
1 -2 -1 2 1 -1 0 O 1 -1 0 O

rank 1 0 1 ol = rank 1 At _o [FF rank 1 1 2 o0 = 4.
1 1 -1 1 1 2680 =1 1 2 0 -1

Skoro dim A,dimB < 2 i dimA + B = 4, to z wzoru (1.1) wynika; ze dimA =
dimB =2idimANB =0 Wéwczas AN B = {0}. Zatem A& B ~ R*. Poniewaz
A jest zgenerowana przez (1,1,1,1) i (1,—2,0,1) i dim A = 2 to takie wektory tworza
baze podprzestrzeni A. Dodatkowo, poniewaz B jest zgenerowana przez (—1,—1,1,—1)
i(2,2,0,1) i dim B = 2 to takie wektory tworza baze podprzestrzeni B. Z tego, mamy
nastepujaca baze naszej przestrzeni

€1 = (1,1,1,1), €y = (1,—2,0,1), €3 = (—1,—1,1,—1) €4 = (2,2,0,1)
Dany wektor v, mozna napisa¢ jako liniowa kombinacje wektoréw powyzszej bazy

v = /\161 + )\262 + )\363 + )\464.
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To pozwala nam zapisa¢ v w postaci v = vy + vy, gdzie v; € A i vy, € B. Widaé, ze
taki rozktad jest jedynym. Jezeli mamy drugi taki rozkiad v = v; 4 73, to

V1 — U1 = —Vg + Vs.

Lewa strona nalezy do A i prawa do B. Skoro AN B = {0}, to v; = v 1 v = Uy. Z tego,
mozemy zdefiniowaé rzut vy = Aje; + Ages wektora v na A wzdluz B. Aby to ustali¢,
musimy obliczy¢ Ay, Ao. Mamy uktad:

1 -1 —1 2|4 1 -1 -1 2| 4 1 -1 -1 24
1 —2 -1 2|2 0 —1 = G | —2 001 0 o0]2
1 0 Teged 1St 1 e 29| —3 0 0 2 —2|-5
11— i Y I L 0 0 0 —1|-7

Wiec, mamy, ze
A= —T7/2, Ay = 2, A A3 =9/2.

Wéwezas
Vg = —561 + 2es5.

O

Cwiczenie 5. Wykaza¢, ze przestrzeri macierzy M, (R) jest suma prosta podprzestrzeni
macierzy symetrycznych i podprzestrzeni antysymetryeznych oraz wynaczy¢ rzut macierzy

OO OO O =
[N eNoNal
O O O R e
OO R R RFE R~
O = = =
— = = e =

na kazda z tych podprzestrzeni réwnolegle do drugiej z nich.
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Rozwigzanie: Przypominamy, ze macierz symetryczna jest macierza taka, ze A;; = Aj;
dlasj=1,...,n, np.

[0 1 2 3 4 5]
1 0 ;2 3 4
2101 2 3
32101 2
4 37 T=0 1
| 5 4 3 2 1 0|
Natomiast, macierz antysymetryczna to macierz taka, ze A;; = —Aj;; dlai.j =1,...,n,
np.
i Bl 27713 445
3l 1 AR oS
=2rosfl B ARl L ERTS
-3 -2 -1 0 “1--2
-4 -3 -2 -1 0 1
i e e ) [ ot

Kazdy element A przestrzeni M, (R) mozna przedstawi¢ w postaci

_A+AT+A—AT
) Q

A (5.1)
gdzie AT to tzw. macierz transponowana do A, czyli to macierz taka, ze (AT);; = Ay
dla 7,7 = 1,...,n. Widaé, ze kiedy macierz A jest symetryczna, to A;f’; = A;; dla
1,7 =1,...,n i antysymetryczna gdy AiTj = —A;;. Wida¢, ze

_A+AT

Bl
2

jest macierza symetryczna. Wtasnie
By = (A + A3))/2 = (Aij + Aji) /2 = (Aji + A} /2 = Bj;.

Natomiast,
A AT

2
jest macierza antysymetryczna. Z tego wynika, ze M, (R) = S, (R) 4+ A4, (R), gdzie S,(R)
to podprzestrzen liniowa macierzy symmetrycznych w przestrzeni M,(R) i A,(R) to
podprzestrzen liniowa macierzy antysymmetrycznych w przestrzeni M, (R).

B2 =
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Teraz, udowodnimy, ze S, (R) N A,(R) = {0}. Jezeli A € S,,(R) N A,(R), to

A A]u Az] - _A]z
Z tego A;; = 0.
Teraz, dana macierz
[(1 lesl=] 1 1]
O08L:Fkxd 1 1
001111
&= 0 00 -1 1 14
0EB0 10 1 1
| 0=+ 0 10 0 =]
rzut macierzy C na S, (R) wzdluz An(R)
I O W B
T A A I
Caate Ok el T 7 4 M T Bt
GIERTEI  UN ipel  PUR Be
1 1 e dxalgaZ™
il 1 Mty 0 2

Natomiast, rzut macierzy C na A, (R) wzdluz S, (R), to

Ut o Y 0 i o 2 TR
—170- 1kt L1 T
cC-CT [ -1 -1 0 -1 1 1
2 | -1 -1-10 11
-1 -1 -1 -1 0 1

| -1 -1 -1 -1 -1 0
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Cwiczenie 6. Wyznaczy¢ wymiary sumy i czesci wspélnej powlok liniowych uktadéw
wektoréw R*:

i)
S =1((1,2,0,1),(1,1,1,0)),
T =((1,0,1,0),(1,3,0,1)).
ii)
S=((1,1,1,1);(1,-1,1,-1),(1,3,1,3)),
T ={((1,2,0,2),(1,2,1,2),(3,1,3,1)).
iii)

Sranf( 20y 2)| (3f—2 L0 G R —D)Y,
T ={(3,—-1;-1,0), (0,-1,2,3), (5, -2, —1,0)).

Rozwigzanie: Suma podprzestrzeni ST, tj. S+ T, to podprzestrzen wektoréw postaci
v+ w, gdzie v € S 1w € T. Podprzestrzen S jest zgenerowana przez wektory

(172707 1)7 (17 ]‘7 ]‘70)7

ktore sa liniowo niezalezne. Wéwczas, dim S = 2. Ponadto, podprzestrzen T jest zgen-

erowana przez wektory
(1707 ]"0)7 (]"3707 1)7

ktore sa tez liniowo niezalezne. Wéwcezas dim T = 2. Z tego, S + T jest zgenerowana
przez uklad wektorow

(1,2,0,1),  (1,1,1,0),  (1,0,1,0),  (1,3,0,1).

Aby wyznaczy¢ wymiar S 4+ T musimy obliczy¢ najwieksza liczbe wektoréw liniowo
niezaleznych tego ukladu wektoréow generujacych. Juz wiemy, ze liczba tych wektorow
to rzad macierzy

1 1 11 1 0 0 0 11 0
2 1 0 3 o —1 =28 1
rank 1110 = rank Biaadir 0 —1 =1+ rank (1) 8 :i
1 001 1 =1 -1 0
010 01
=1+rank | 0 0 1 :2+rank[1 1}:4.
1 01
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Skoro T + S to podprzestrzeri przestrzeni R* i ma wymiar cztery, to T+ S = R%.
Poniewaz, 4 = dimR* = dim S + 7 = dim S + dim7 — dimSNT =4 —dimSN T, to
dim SNT = 0. Wéwczas, SNT = {0}. Wtedy, mozna powiedzie¢, ze suma algebraiczna
i suma prosta podprzestrzeni S, T sa izomorficzne.

W drugim przykladzie, przestrzen S jest zgenerowana przez wektory

(BT 1), (1,-1,1,-1), (1,3, 1:,8).

Warto sprawdzi¢ maksymalna liczbe liniowo niezaleznych wektoréow tego ukladu. To
pozwala nam okresli¢ wymiar przeciecia. W tym przypadku, mamy, ze

rank

—
[
W = W =

Natomiast, T" jest zgenerowana przez wektory
(1,2,0,2); (B 257132 (3,1,3,1)

Warto znowu sprawdzi¢ maksymalna liczbe liniowo niezaleznych wektoréw tego uktadu.
Mamy, ze

1 1 3 1 0 0
22 =l 1 0 —5

rank g g |5 rank = 3.
2 2 1 1 0 -5

to S + T jest zegenerowana przez uklad wektoréw
(1,1,1,1), (0,2,0,2), (1,1,1,1), (0,0,1,0), (0,5,3,5).

Aby wyznaczy¢ wymiar S + T musimy ustali¢ najwicksza liczbe wektoréw liniowo
niezaleznych tego ukladu. Juz wiemy, ze liczba tych wektoréw to rzad macierzy

1 1 11 1 0 0 0 11 0
2 1 0 3 AL ) R |

rank 1110 = rank 10 0 1 =1 +rank (38:}
1 001 1 -1 -1 0

010 01
=1+rank | 0 0 1 :2+rank[1 1}:4.
1 01
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Skoro T + S to podprzestrzeri przestrzeni R* i ma wymiar cztery, to T+ S = R%.
Poniewaz, 4 = dimR* = dim S + 7 = dim S + dim7 — dimSNT =4 —dimSN T, to
dim SNT = 0. Wéwczas, SNT = {0}. Wtedy, mozna powiedzie¢, ze suma algebraiczna
i suma prosta podprzestrzeni S, 7T sa izomorficzne. [J

Cwiczenie 7. Okresl strukture przestrzeni R2/W, gdzie W = {(z,y) € R2 : z +y =
0}. Znajdz warstwy [(1,1)], [(3,4)], [(1,1)] + [(3,4)], 5[(3,4)] oraz podaj interpretacje
geometryczna tych warstw.

Rozwigzanie: Elementy przestrzeni R? /W sa warstwami [(x,y)] z (z,y) € R?. Wida¢, ze
jezeli (¢, y) € [(z,y)], to

(x—2dy—y)eH=(z—2)+y—y)=0=>z+y=2"+79.

Odwrotnie, jezeli (z,y) i (¢/,y’) spemiaja x — 2’ +y — ¢/, to (z,y) — (¢/,y') € H. Wiec,
klasy (warstwy) przestrzeni R?/TV maja postaé

Hy={(z,y) eRlz+y=4k}, keR

To plaszczyzna ktéra przechodzi przez punkt (zg, yo) taki, ze xg +yo = k. Elementy tej
warstwy maja postac
(z,y) = (xo,40) +w, weW.

Wiec,
(L] =Hy={(1,)+wweH}, [3,4]=H ={11)+wwe H}
7 definicji przestrzeni R2/W mamy, ze
[z, 9] + (@ )] =z +2 y+y)],  A,y)] =[Oz, Ay)].
Inaczej méwiac,

Hovy + Horvy = Hogyrar vy, Ay yy = Hx(aty)-
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Cwiczenie 8. Opisz warstwy przestrzeni V/W oraz podaj baze tej przestrzeni, jesli:

o V=R* W={(ay)i2, € R®:a; =ay =0}

o V=R® W={(a,)2, € R®:ay=0}.

o V=R* W={(a,)2, € R®:a; =4ay = bas}.

o V=C([0,1,R), W = {f € C([0,1],R) : [ f(x)dz = 0}.

o V=C(0,00),R), W={f € C(]0,00),R) : a1 = ag = 0}.
Rozwigzanie: Podprzestrzen W ma dopemienie

We= T cafa 0lk=351 =),
Kazdy element (a,,)%; € V mozna zapisaé jako (a,)22, = (w,)02, + (0,)5%, gdzie
(an)oey = (v1, V2,03, V4, .. .), (wg 2y = 60,0, Yy yrn. 3=, (0n)ey = (v1,v2,0,0,...).
Wéwezas, W + W = V. Ponadto, jezeli (a,)32, € W N W, widaé, ze
(@), = (0,0,0,0,0,0,...).

Zatem (a,)>%, =0i W NW = {0}. k i
Korzystajac z tego depelienia, mamy, ze V/W ~ W. Baza W to

e = (1,0,. )11 %3 =i, 1,0,...).

Wiegc, baza V/W to
[61] =e + W, [62] =ey+ W.

O



