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Przestrzen sprzezona, anihilatory i formy dwuliniowe

Javier de Lucas

Cwiczenie 1. Dowies¢, ze nastepujace funkcje sa formami liniowymi przestrzeni wek-
torowej V:

wi(w(X)) = fol P(x)w(x)dz, w(X)eV =R,[X], dla ustalonego P(X) € V

wr(w(X)) =5, L8(1), wX) eV=R,X], dw/dr=uw,
wy(v) = >0, aixy, v=1(21,...,2,) € C", dla ustalonych ay,...,a, € C.

Rozwigzanie: Badamy w,. Najpierw, trzeba zauwazy¢, ze wszystkie odwzorowania sa
dobrze okreslone. Skoro w definiciach odwzorowan wy, wy, wsy pojawiajac si¢ pochodne,
mnozenia i calki na zawartym przydzilem wielomianéw, to widaé, ze w;(w(X)) zawsze
istnieje i kazdy z powyzszych odwzorowan maja posta¢ w : V. — R . Aby udowodni¢, ze
sa formami liniowymi, musimy dodatkowo udowodnié¢, ze

wi<)\1w1 (%) + /\2’(1)2(%)) = Alwi(wl (%)) + /\Qwi(’LUQ(:{)), T — 1, 2, 3,

dla dowolnych wektoréw wy, wy € V' i skalarnych Aq, As.
Dla pierwszego przykladu widac, ze

wnOuws (€) + Aowa (X)) = /O P (o + s ) e

Lo /0 1 P(z)w; (2)dz + Mo /0 1 P(z)ws(z)da.

Wéwczas,
wl()\lwl (%) + )\211)2(%)) == )\lwl(wl (:{)) -+ /\2&)2(’(1]2(%)).

Badamy w,. Wida¢, ze

n

wa (A wi(X) + Aowy (X)) =

k=
n
1

[A(w1()) + Agwa(w)]

dk

k
< dx o1
k

n

1 + A %[wz(fﬂ)]

I
>

r= rx=1

dlc
£ @[wl(l“)]

Woéwecezas,
(A)Q(}\lwl(%) -+ )\QU)Q(%)) = )\1&)1(11)1 (:f)) + )\2&]2(11)2(%)).
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Aby udowodnié, ze wy jest forma liniowa tez mozna powiedzie¢, ze pochodna rzedu
r, gdzie pochodna rzedu r = 0 to identyczno$¢, jest forma liniowa. Z tego wynika,
ze kombinacja liniowa pochodnych to odwzorowanie liniowe. Ponadto, odwzorowanie
d:wi(X) € V = 0(wr) = wi(l) € R to tez jest odwzorowanie liniowe. Wige, wsy
to zlozenie odwzorowan liniowych. Zatem, wy to odwzorowanie liniowe. Skoro w; to
odwzorowanie liniowe od V' do R, to w; jest forma liniowa.

Podobnie mozna udowodnié, ze ws jest forma liniowa.

O

Cwiczenie 2. Dana przestrzen wektorowa Ry[X], sprawdz, czy nastepujace formy liniowe
wl, w? w3 € Ry[X]* postaci

tworza baze przestrzeni sprzezonej Ro[X]*. Oblicz baze ey, e, e3 przestrzeni Ry[X] taka,
ze :
wie;) =7y 4, § T3

Oblicz Y°, gdzie
Y = <€1 + €3, €2>

Rozwigzanie: Aby sprawdzié, czy wi, ws, w3 sa odwzorowaniami liniowymi liniowo niezale znymi,
trzeba udowdonié, ze

)\10}1"—)\20)24-)\3&}3—_—0@)\1 :)\2:)\320.
Skoro Ajwi + Asws + Asws to forma liniowa, to

)\10.)1 + )\20.}2 + )\3&)3 =0= ()\1(,01 + )\QWQ -+ AgWg)(P(%)) = O, VP(%) € RQ[%]

Widag, ze
A I 1 > 2
8
ws(ag + a1 X + axX?) = 2ag — 2a; + —as.

3

Korzystajac z tego, mozemy zapisaé nastepujace rownania

(/\1w1 + )\QCL)Q + )\3&)3)(1) = 07 ()\1(,«)1 + /\2&)2 + )\3(,03)(%) = 07
()\1&.)1 + /\2&)2 + )\3&)3)(%2) =0.

w postaci macierzowej i oblyczy¢ Aq, Ag, Az:
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Z tego wynika, ze A\ = Ay = A3 = 0.
Teraz, mamy szuka¢ wektoréw ey, eg, eg takich, ze wg e;) = 0. Wiec, wektor e; spehia,
ze
w'(ey) = 1, W&} =0, wi(e) = 0.

Jezeli zapisujemy e; w postaci e; = ag + ;X + a»X?, to mamy, ze

1 1 2 8
1 :wl(el) :a0+§a1+§a27 0:w2(61) :2a0+§a2, O:W3<€1) :2@0_2a1_’_§a2‘
Rozwiagzujac ten uktad, mamy, ze a; = 2,a3 = 2, a9 = —2/3.

Jezeli zapisujemy es w postaci es = ag + a1 X + axX?, to mamy, ze

1 1 2 8
O:wl(GQ) = a0+§al+§a2, 1 :w2(€2) = 2a0+§0,27 O:u_}3<62) — 20/0_2a1_’_§a[2‘
Rozwiazujac ten uktad mamy, ze a1 = —1,as = —1/2,a9 = —1/3.
Jezeli zapisujemy es w postaci e3 = ag + a1 X + a2 X2, to mamy, ze

1 1 2 8
O:wl(e?)) = ao+§a1+§a2, 0 :w2(63) = 2a0—{—§a2, 1 :wg(eg) = 2@0_2(11_{_5&2'
Rozwiagzujac ten uktad mamy, ze a; = 0,a9 = 1/2,a9 = —1/6.

Teraz mamy obliczy¢ annihilator podprzestrzeni Y. Taki annihilator to zbiér wszys-
tkich form liniowych takich, ze zeruja sie na Y. Dana forma liniowa w € Y° mozemy
napisa¢ w wspotrzednych

w = Mw! + Aow? + A3w?.

Mamy, ze
weY? e wle +e3) =0Auwle) =0.
Zatem
WEYO<=>>\1+>\3:O/\)\2:0.
i A = —A31 A3 jest dowolna. 7Z tego wynika, ze

Y° = <w1 — (JJ3>.

Wiagnie wiemy, ze dim Y° = dimR? — dimY = 3 — 2 = 1. Zatem, nasz wynik ma sens.
OJ
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Cwiczenie 3. Zbadaj czy odwzorowanie w :V @&V — R okresla forme dwuliniowa,
jesli:

a) V:=R,[z], Yo,weV: ww):= /0 v(x)w(x) dx;

b) V:=R,[z], YVo,w eV : w(,w):= /0 V' (x)w(z) dr;

c) V=R VoweV: whw) =v- w.

Cwiczenie 4. Czy kazda forma dwu-liniowa b : R? @ R? — R mozna przedstawié¢ w

postaci
b(x,y) = wi(X)ws(y), Yz, y € R? (4.1)

dla pewnych form-liniowych wi,w, € (R?)*.

Rozwigzanie: Mozemy ustali¢ tzw baza kanoniczna przestrzeni R? postaci

(3] a1

W tej bazie, wektory x, y € R? mozna napisa¢ w postaci x = x1e; +xae 1y = Y101 +12€0.

Wtedy

2
b(x,y) = b(x1€1 + Taez, Yr€1 + Yae2) = Z z:y;b(ei, €;).
ij=1

Trzeba zauwazy¢, ze wartosci b(e;, e;) sa dowolne. Te wartosci zdefiniuja forme dwulin-
iowa. np.

b(el, 61) = b(ez, 62) = 1, b(el, 62) = 6(62, 61) = 0,
to standardowy iloczyn skalarny.
Po drugiej stronie, mamy, ze kazda forma liniowa w; € (R?)* ma postac,
wl(x) = Wi ($1€1 + .’13262) = .lel(el) + x2w1(62),
w(y) = wa(y1€1 + y2e2) = yrwa(e1) + yowa(e€2).

Mowiac inaczej, kazda forma liniowa jest okreslona przez obrazy wektoréw jednej bazy.
Jezeli (4.1) si¢ spehia, to

2
Z ziyiblei, e5) = (zawi(er) + zawi(e2)) (rwaler) + yowa(e2)), Vay, 2,491,492 € R,
ij=1

(4.2)
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dla pewnych wartosci w;(e;), gdzie 4, j = 1,2. Skoro (4.2) ma si¢ spelniac dla wszys-
tkich wartosci x;,y;, dla ¢,7 = 1,2, to many, ze b(e;, e;) = wi(e;)wa(e;). Zakladamy, ze
b(el, 62) = b(GQ, 61) =01 b(el, 61) = 6(62, 62) =1, Wtedy,

wl(el)WQ<€2) =0= wl(el) V WQ(eg) =0.

Z tego wynika, ze 0 = b(ey, e1) = wi(eg)wa(er) = 0 lub b(eg, €2) = wy(ez)wa(ez) = 0. To
sprzecno$é poniewaz b(eq, e1) = b(ea, e3) = 11 (4.1) nie moze sie speliaé dla zadnych w;
1 wWa.

To zadanie mozna rozwiazaé¢ szybczej. Forma dwuliniowa b moéwi sie niezdegen-
erowana, gdy nie istnieje x € R? taki, ze

b(x,y) =0, Vy € R?.

lloczyni skalarny nie jest zdegenerowany, wilasnie, b(x,x) # 0 dla x # 0. Natomiast,
forma dwuliniowa w;(x)ws(y) jest zawsze zdegenerowana. Dla kazdego w; istnieje taki
X, ze wi(x) = 0. Wigc, forma dwuliniowa w; (x)ws(y) jest zdegenerowana. Zatem, to nie
mozliwe, ze b(x,y) ma posta¢ (4.1). O

Cwiczenie 5. Dana baza

1 1 0
€1.= 1 s €y = 0 X €3 = 1 s
0 1 1

przestrzeni R®. Oblicz baze dualna 6%, 6%, 0% do tej baze. Napisz forme dwuliniowa

b(x,y) = z1y1 + To2yo + T3Ys3, X = 1, T2, $3]T> y = [y, y27y3]T

jako liniowa kombinacje form-dwuliniowych

Bi(x,y) =6 )0(y),  dlaij =13,
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Rozwigzanie: Niech 0%, 0%, 6% bedzie baza sprzezna do bazy kanonicznej €;, &, &5 w R3.
Wtedy, baza sprzezona do bazy ey, es, €3 ma postaé

0" =0 + o0 +pa®,  i=1,2,3.

Skoro . .
0'(e;) = 5;., i, =1,2,3

to dla 7 = 1 mamy, ze taki uktad w postaci macierzowej

1 1 01 1 1 01 1100 1
1 01/0)—=]0 -1 1|-1]—=1]0 -1 1|-1
01 1|0 Q- Ty 1|0 0 0 2|-1
Wiec,
L DT R b
Zatem ] 1 ;
g} A g i
21+22 503

Podobno mozna obliczy¢ reszte form, namely
toe 1, 12 ] 1, P 1.
2B L AT L o o Tas 3' o | 141 A2 -~ 03
9—29 29+29, 0 29+29+29.

Jest wazny zauwazacé, ze mozemy rozwiazaé te uklady korzystajac z symmetrii. Mamy
ukiad
M1+ 2 = 1,
1 + w3z = 0,
po + p3 = 0.

Jezeli zmienimy zmienne ps przez pg, otrzymamy uktad

M1+ 2 =0,
1 + Jus = 17
o - ps =

To uktad ustalajacy 6%2. Wiec, rozwiazanie tego ukladu mozna otrymaé z rozwiazania
poprzedniego uktadu zamieniajac s przez pus. Widac, ze

b(x,y) = 0'(x)0'(y) + *(x)0°(y) + 0°(x)0*(y)

Mamy, ze B B B
o' =o' + 62, 62 = 0' + 0°, 0° = 6% + 63,
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Zatem,

b(x,y) = 201(x)01(y) + 202(x)02(y) + 203(x)03(y) + 05(y)03(x)
+ 01(x)02(y) + 01(y)02(x) + 02(x)05(y) + b2(y)03(x) + 01(x)05(y) + 01 (y)0s(x).

g



