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Anihilator i iloczyn tensorowy

Javier de Lucas
W nastepujacych zadaniach ogdlnie zakladamy, ze wszystkie podprzestrzenie naleza
do przestrzeni wektorowej skonczonego wymiaru.

Cwiczenie 1. Dane przestrzeni wektorowa C° i podprzestrzenn wektorowa
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oblicz Y° i dimY°. Sprawdz, ze dimY° = dim C° — dim Y.
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Rozwigzanie: 7 definicji wiemy, ze
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widaé, ze te wektory generuja Y i sa liniowo niezalezne. Zatem, dim Y =3 i

Y° = {w € C5 | W(él) = W(ég) = W(ég) = 0}
Jezeli ey, ..., e5 to baza kanoniczna w C° i 0',...,6° jej baza sprzezona, to mozemy
napisac
= 0" I +9%:6°

dla pewnych A, ..., \s € C. Wtedy, warunki w(eé;) = w(é2) = w(es) = 0 mozna zapisaé
nastepujaco

)\1 - l>\4 + )\5 - O,

Mo+ A 4+ N+ A5 =0,

A o— A+ 20 4+ A5 =0.

Rozwiazujac macierzowo mamy, ze
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1 0 0 — 110 1 0 0 —i 110 1 00 —¢ 110
1 1.0 ¢« 1|0f—=10 1T O 20 0|0 —=1010 20 0|0
1 -4 0 2 1|0 0 — 0 244 010 000 72 0|0
Zatem

)\4 - 0, )\2 b O, )\1 == —>\5, )\5 S C, )\3 € C

Z tego wynika, ze
YO = As0" + dafP =m0, X3, Xz€'C),

Widag, ze
Yo = (0" £ 6°, 6%

Skoro generujace formy sa liniowo niezalezne, to dimY*° = 2. Widaé¢, ze dimY° =
dimC® —dimY. O

Cwiczenie 2. Niech Y, Ys beda podprzestrzeniami przestrzeni wektorowej V. Udowod-
nij, ze: a) (Y1 +¥5)° = Y,NnY?, b) ¥° =Y, ¢) Jezeli Y1 C Y3, to Y7 C Y, d)
(YiNnY)’ DY+ Yy gdy dimV =001 (Y1NYs)° =Y+ Yy gdy dimV < oo.

Rozwigzanie: Najpierw, udowodnimy, ze (Y; + Y3)° = YY" NYy. Jezeli
weM+Ye) swe¥Y AweYy sweY’NY;.

Zatem, V) + Y, C Y NYy.
Odwrotnie, zaktadamy, ze w € Y°NY,. Z definicji przestrzeni Y; + Y5, kazdy element
e € Y1 + Yy mozna zapisac, jako sume e = e + e, gdzie e; € Y] i e5 € Y5, Wiec,

w(e) = w(er) + w(ey).
Skorow € Y iw € Yy, to
w(e) =w(er) +w(ey) =0+0=0.
Zatem, w(e) = 0 dla dowolnego e € Yy + Y5 i w € (Y7 +Y3)°. Z tego wynika, ze
Ypnyy C (Yi+Y)°
Poniewaz (Y1 +Y5)° CYPNYY 1Y NYY C (Y1 +Y5)°, to Y NYY = (Y1 + Y5)°.

Teraz udowodnimy, ze Y°° = Y. Aby to zrobi¢, przypominamy, ze kazdy element
e € V mozna zrozumie¢ jako odwzorowanie ¢, : V* — R postaci

Pe(w) = w(e).
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Widag¢, ze ¢, jest odwzorowaniem liniowym na przestrzeni sprzezonej V*:
Pe(Mwr + Aawa) = (Aw1 + Aawz)(e) = Mwi(€) + Aawa(e) = Aige(wr) + Aage(w2).

Teraz udowodnimy, ze Y C Y°°. Zauwazmy, ze lewa strona to Y C V i prawa strona to
Y°° C V**. Takie wyrazenie ma sens poniewaz, kazdy element V', w szczegélnosci kazdy
element Y, mozna zrozumie¢ jako element w V**. Dany element e € Y, jako element
Pe € V** mamy, ze

w(e) =0, Yw e Y”®.

Zatem
de(w) =0, Yw e Y°

i¢. € Y° Wiec, Y C Y°°. Aby udowodni¢, ze Y°° =Y trzeba korzystac ze skonczonego
wymiaru Y (ogélnie to nie prawda). Mamy, ze

dmY°=dimV —dimY =dimY* =dmV* —dimY° =dimV* —dimV 4+ dimY.

Dla dimV < o0, to dimY*° =dimY i Y°° C Y. Zatem Y*°* =Y.
Teraz udowodnimy, ze jezeli Y} C Y5 to Yy C Y?. Widag, ze jezeli w € Yy, to

w(e) =0,Ve € V3.

Skoro Y7 C Y5, to
wle)=0,Ve €Y, = we’¥’

Warto znalez¢ jakis przyklad, gdzie w € Y iw ¢ Y5,
Teraz udowodnimy, ze Y° + Yy C (Y1 NYs)°. Jezeli w € Y + Y5, to

w=wp+ w2,
dla pewnych w; € Y° i wy € Yy, Zatem, dla dowolnego e € Y; NY,; mamy, ze
w(e) = wi(e) + wa(e) =0+0=0.

Wiec, w € (Y1 NY3)°. Zatem Y + Yy C (Y7 NY2)°. Jezeli zakladamy, ze dim V' < oo,
mozna udowodnié, ze Y* + Yy = (Y; NY32)°. Wiasnie,

dim(Y;NY3)° =dimV —dimY; NY; =dimV — (dimY; + dim Y; — dim Y] + Y5)
= dim V—dim Y} +dim V —dim Y5 —dim V+dim Y;+Y; = dim Y°"+dim Y3 —dim(Y;+Y5)°.
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7 tego wynika, ze
dim(Y; NY3)° =dim Y +dim Yy —dim(Y" NYy) = dim Yy + Y5
Skoro dim(Y® +Yy) = dim(Y1NY,)° i YP + Yy C (YiNYs)° to Y +Yy = (YiNYy)°. O
Cwiczenie 3. Niech Wy, W beda podprzestrzeniami przestrzeni R® postaci

Wy = {[x1, T2, 23, Tay x5)T € R® 2y + 29 + 23 = 0,1 + 225 + 325 = 0},
Wy = {[z1, 22, 23, T4, z5)" € R® : 21 + 25 = 0,21 + 32 + 375 = 0}
Oblicz WP, Wy, W+ W2, Win Wy i (W N Wy)° i (Wi + Wa)°.

Rozwigzanie:
Wiemy, ze
W= {w €.(R*)* | w(e) =0;Ve € Wy}

Z definicji
Wi = {[a1, @9, 3, 74, 25]" € R” 1 21 + 25 + 23 = 0,21 + 225 + 325 = 0}

. 7’ . T ke . . T o
Widag, ze wi([21, T, T3, T4, 5]" ) = 214 2o + 23 i wo = ([21, Ta, T3, Ty, T5]" ) = 71 + 232 +
35 sa formami liniowymi na R5. Wiec,

Wy = {v = [21,%0, %3, 24, 75]7 € R® : wi(€) = wy(e) = 0}.

Widac, ze

Wlo 3 <(,d1,(,d2>.
Podobnie

WQO = <C<J3,Cd4>,
gdzie

w3 = ([x1, 2, 3, 9547955]T) = Ty Tg, wa([z1, x2, 23, 1’4,335]T) = T + 22 + 3Ts.
Zatem
Wlo + WQO = <w1,w2,w3,w4> = (W1 N WQ)O.

Wiemy, ze

Wi N Wy = (W9 + W5)°.
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Innymi stowa, Wi N W5 to zbiér elementow takich, ze formy podprzestrzeni Wy + Wy
si¢ zeruja na nich. Wiec,

T1 + xy + T3 = 0,
ry + 21‘2 + + 3$5 = 0,
Ty + X2 = ()
T1 +  To + 3xs = 0.

Rozwiazujac mamy x5 = x1 = 29 = x3 = 01 14 € R. Zatem,
W1 N W, = ([0,0,0,1,0]7).

Natomiast,
(Ma=rW5)° = Wy P, - =0}
poniewaz dim W¢ + W3 =4 =dim W7 + dim W3 i dim Wy N W3 = 0.
O

Cwiczenie 4. Niech V bedzie przestrzenia wektorowa skonczonego wymiaru nad R.
Udowodnij, ze dimg V¢ = dimg V.



