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Odwzorowania liniowe i ich macierze

Javier de Lucas

Cwiczenie 1. Odwzorowanie liniowe F' € EndR,[t] dane jest wzorem (Fw)(t) =
(t + Dw'(t), gdzie w € R,[t] i w' to jego pochodna po t. Znalezé macierz [F|& op-
eratora F' w bazie & = {1,¢,t* ... t"}; znalez¢ ker F,im F i rkF oraz zbada¢, czy F jest
izomorfizmem.

Rozwigzanie: Macierz operatora F w bazie poczatkowej i koticowej &, czyli [F|&, to
macierz, ktorej kolumny sa obrazami elementéw bazy £ zapisanymi we wspotrzednych
bazy €. Na przyktad, kolumna j, gdzie j = 1,...,n + 1, macierzy [F]¢ to obraz wielo-
mianu w(;_1) = t/~! zapisanego we wspélrzednych bazy €. Mamy, ze

Fw(o)(t) =(14+1¢t)0=0,
idlan <k >0, to
Fw(k) (t) = (t + 1)/€tk71 = kth 4+ bt = k;w(k) (t) + /{;w(k_l)(t) = Fw(k) = k‘W(k) + kw(k_l).

Zatem, kolumny macierzy [Fé sa:

[Fweyle = JFwmyle = [ Fwale = o Fumle =
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gdzie [Fwgyle to wektor wspélrzednych wektora Fuwg, w bazie £. Wéwcezas,
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Jadro odwzorowania liniowego F', czyli ker F', to podprzestrzen liniowa wektorow
w € R,[t] takich, ze Fw = 0. Woéwczas, w € ker F' wtedy i tylko wtedy Fw(t) =
(t+1Dw'(t) = 0. Wigc, w'(t) = 01w =\ € R. Zatem

ker F' = Ry[t] ~ R.

Obraz odwzorowania liniowego F' to podprzestrzen liniowa wektoréw w € R, [t] ta-
kich, ze w = F(w) dla pewnego w € R, [t]. Wiec,

w(t) = (t+ 1)w'(t)

dla pewnego w. Oznacza to, ze w(—1) = 0 1 @’ jest wielomianem stopnia p < n — 1.
Innymi stowa,
ImF CW. = {weR;[t] |w(=1) =0}.

Wiemy, ze W to podprzestrzen liniowa wymiaru dim R,[t] — 1 = n i dimker F' +
dimImF = dimR,[t] = n + 1. Wiec;

dim ImF = dim W, ImF CW.

Z tego wynika, ze ImF' = W.

Mozemy udowodnié, ze ImF' = W inaczej. Jezeli w(—1) =0, to w = (t + 1)g, gdzie
g to wielomian stopnia p < n — 1. Ewidentnie, zawsze istnieje wielomian w € R, [t] taki,
ze w' = g. Z tego wynika, ze w(t) = (t+ D)w'(t) iw = Fw i w € Im F. Zatem,

W CImF = {w e Ryft] | w(~1) = 0}.

Skoro juz udowodnilismy, ze Im FF C W, to Im F = W.

Teraz, rkF' jest dimImF = n. Réwnowaznie, mamy, ze rk[F ]g to liczba kolumn
liniowo niezaleznych. Skoro kolumny macierzy [F|é sa obrazami (we wspétrzednych)
elementéw bazy €, to generuja obraz F. Wigc, tkF = rk[F]&. Zatem,
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Cwiczenie 2. Niech R, [z, y] oznacza przestrzen wielomianéw stopnia mniejszego /réwnego
2 zmiennych z,y o wspélczynnikach rzeczywistych. Jaki jest wymiar Rq[x, y]? Znalezé
jakas baze Ro[z,y| 1 zwiazane z ta baza macierze odwzorowarn:

ow ow 0*w
F —_ : —_— H : .
wr—éax, G wr—>8y, w’_)ax(?y

Rozwigzanie: Wybieramy baze przestrzeni Rz, y] dang wzorem

&= {w(l) i 17("-7(2) =T,WiE) =Y, Wau) = $2,w(5) i y27w(6) = l’y}
Wiege, dim Ry [z, y] = 6. Teraz,

Zatem, L— T o
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[Fw4]g = 0 s [FWS]g = O s [FWG]S = 0
0 0 0
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Zatem,
(=g [ 0 [ 1]
0 0 0
0 0 0
(Guwle=1{ | [Guale=| | [Guale=], |
0 0 0
0 | "Dy i
k.0, ] Ry [0 ]
0 0 1
0 2 0
(Guwle = NE [Guyle = e [Guele = 0
0 0 0
-39" | 0 | |0 ]
Z tego wynika, ze ) )
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Zatem,
[0 ] [0 [0
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[Homle=| o | [Heple=| |, [Hegle=| ]|,
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[Hw(4)]£ = 0|’ [Hw(f))]e = gt [HW(G)}E =10
0 0 0
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7 tego wynika, ze ' )
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Cwiczenie 3. Oblicz
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Rozwigzanie:
B iHIcHE EHICEI RETE)
2t 1 1 1 0 =2 .l N i | 9 0 —47 -2 -1
Ponadto,

it e A T Al IR I R 2
O 0 |1 | Ol
Z indukcji
L=te Tl 15m4]
{01}:_01_, n € {0} UN.
O

Cwiczenie 4. Dané macierze

123
o BRI
0 01

oblicz A7t i B! jezeli to mozliwe.

Rozwigzanie: Musimy szuka¢ macierzy

ai; Qaig
ag1  A22

BRI RHERE )

Wiemy, ze jezeli taka macierz istnieje, to oznacza, ze A ma by¢ macierza pewnego auto-
morfizmu (endomorfizm i bijekcja) F' w pewnych bazach, np. kanonicznych. Wiec, jezeli
taki warunek sie spelnia, obraz tego automorfizmu F ma generowaé¢ R2. To sie zdarza,
gdy jej kolumny nie sa proporcjonalne, czyli xt — yz # 0.

Ponadto, z (4.1) wynika, ze

takiej, ze

anx + Yag1 = 1, 211 + tCL21 = 0, a12T + a2y = 0, 122 + a22t = 1.
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ajtr + ytagl = t, Yzay + ytagl =0= ailp =
tx —yz
z
a1127 + 2yas = 2, rzap + xtag; = 0= a9 = —
tr —yz
a12xt + ytage = 0, Yyzaia + ylase =y = a9 = — y
tr —yz
T
A122T + 2YQog = 07 T2019 + Ttagy = T = Q9o =
tr —yz
Wiec,

e et LGSR 1 b =~z
az a2 A e A e el I
Warto pamietac ta formule. Korzysta sie z niej dosé¢ czesto.

Mozemy tez obliczy¢ macierz odwrotna za pomoca metody Gaussa, czyli mozemy
przeprowadzi¢ transformacje elementarne macierzy

a0

gl ¢ 0.1
az do momentu gdy lewa strona jest macierza jednostkowa. Wtedy, prawa strona to
macierz odwrotna macierzy A. Jezeli zaktadamy, ze x # 0, to

x y|1l 0 x Y 171 71 e 0
{ztOl]%[Oyz—t:ﬁz—x 0.1 £ = |

yz—tr yz—tx

4 0 ztftm ;ffm 1 0 zim ziztx
Y Y — Y Y .

01| < 0 1| <

yz—tr yz—itx yz—tr yz—tx

Zakladalismy, ze x # 0 z dwoch powodow. W ostatnim kroku, podzieliliSmy przez x.
Wiec, jezeli x = 0 tego nie mozna zrobi¢. Ponadto, jest inny bardziej subtelny powdd.
W pierwszym kroku, robi si¢ 2Ry — xRy — Rs. Jezeli x = 0, to oznacza, ze zastapimy
drugi rzad przez pierwszy i drugi rzad znika i to nie dozwolone: trzeba zastapi¢ kazdy
wiersz przez liniowa kombinacje gdzie ten wiersz sie pojawia!! Dla x = 0 mozna stosowac
znowu ta metode.

Teraz, dla drugiej macierzy mamy, ze

12 3|1 00 1 01|1 =20 1001 =2 -1
01 1{0 1 0 — 01 1/0 1 O — 010{0 1 -1
00 1]0 01 00 1|0 0 1 00 1|0 0 1
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Wiec,
1 -2 -1
B'=]0 1 -1
gey=0 1

Cwiczenie 5. Dane odwzorowanie F' : R® — R3, ktérego macierz w bazach kanonicznych
B ma postaé

3
[Fls=] 2
21

I

S =N

3
1
1

oblicz jego macierz [F }gf w bazach B; i By danych wzorami

1 1 1.
Bl = Vi 2 o=l — 2 32U30 —2 5
0 | =L &} 0
1 =15 1
Bo=<qwi:=|0|,we:=111],w3:=1] =1
0 | L4 0

Rozwigzanie: Wiemy, ze
[F]5: = [ld)3*[F]5[Ld]g,.

Mamy, ze operator identycznosé w bazie poczatkowej By 1 koricowej B ma kolumny

1 1 1
[Idvl]g = [Ul][g = 2 s [Idvg]g = [UQ]B = 2 s [Idvg]lg = [Ug]lg = -2
0 1| 0
Wiec, )
11 1
UdlE, =12 2 %2
TR I

Aby zapisa¢ [Id]g2 musimy zapisa¢ wektory bazy kanonicznej B, powiedzmy eq, €5, e3, we
wspétrzednych bazy By. Widad, ze

€ = Wy, €y = W1 — W3, 63:w2—2w1+w3.
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[Id€1]52 = [61]32 =10 7[1(162]52 = [62132 — 0 ) [Id63]52 = [63]32 = 1
0 -1 1
Wiec,
1oy —2
Idg, =0 0 -1
0 -1 1
i
FoilaTr—2 1, 2.3 Lk~
[H]z: =0 zp=-=l g Jt P =9
Bl =Ll ¥ Sl I ¢ | 01 0
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