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Uklady réwnan i ostatnie rzeczy

Javier de Lucas

Cwiczenie 1. W zaleznosci od wartosci parametréw a, b, ¢ € R rozwiazaé uklady rownan

3a—1 2a 3a-+1 1
2a 20 3a+1|xz=| a |, r € R3,
a+1 a+1 2a+2 a?
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Le=bilt | 25«5 I, r € R
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Cwiczenie 2. Znalez¢, jezeli to mozliwe, odwrotnos¢ macierzy

1 7. LAY
Ll T T O
1i-i “0 . =l

Cwiczenie 3. Pokazaé, ze jesli A € M, (C) oraz \ € C, to réwnanie A(z) = Az ma
niezerowe rozwigzanie z € C" wtedy i tylko wtedy gdy AA —|\|*Id, gdzie A ma elementy
@;j = Gy, jest osobliwa.

Rozwigzanie: Jezéli A(z) = Az, wtedy (A(2)) = Az i Az = \z. Korzystajac z tego,
wynika, ze

[AA — |M2Id)(2) = AAZ — |X]PZz = Az — |A\P2= Mz — |\*z2=0.
Zatem, endomorfizm T macierzy B = AA — |\|?Id ma nietrywialne jadro, poniewaz
Bz =0 dla z # 0. To oznacza, ze T nie jest epimorfizmem i kolumny jego macierzy sa
liniowo zalezne. 7 tego wynika, ze det B = 0 i macierz B jest osobliwa.

Odwrotnie, jezeli B jest osobliwa, istnieje wektor zZ € C" taki, ze Bz = 0. Zdefiniu-
jemy morfizm J : C* — C” liniowy nad R dany wzorem

W =7, Vz e C".
Wtedy, widaé¢, ze J? = Id i

JAz = Az = AJz, V2eC'= JA=AJ.
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Korzystajac z tego,
(AJ — (MId)(AJ + [MId) = AJAJ — |A°Id = AA — |A\]Id = B.
Jezeli B jest osobliwa i
(AJ — |MId)(AJ + |A|Id) = B.

to mamy wtedy dwie opcje: AJ + |A|Id jest osobliwa lub AJ — |A|Id jest osobliwa.
Zaktadamy, ze AJ — |\|Id jest osobliwa. Wtedy

47 C, (AJ = |A\|Id)z =0.
Wtedy AZ = |\|z. Mozemy zdefiniowaé w = /22, gdzie ¢ = arg). Zatem,
A =2 A7 = /2| N|z = | Mw = Iw.

Wiec, Aw = lw. Zapisujac zs = w, otrzymujemy, ze Azy = AZy i to réwnanie ma
nietrywialne rozwiazanie.

O

Cwiczenie 4. Wykazaé, ze jesli macierz kwadratowa i odwracalna A ma wlasno$é: suma
elementow kazdego wiersza jest taka sama, to te sama wlasno$¢ ma macierz odwrotna

AL

Rozwigzanie: Suma elementéw kazdego wiersza macierzy A jest taka sama wtedy i tylko
wtedy gdy

1 1
1 1

A — " ,
1 1

gdzie ¢ to suma elementow kazdego wiersza. Wida¢, ze ¢ # 0 poniewaz macierz jest
obracalna i nie istnieje wektor z taki, ze Az = 0. Skoro A jest odwracalna, to istnieje

A7l

1 1 1 1 1 1
PEVE B EVE R I e DR I I R B
: : : : : & :
1 1 1 1 1 1

Zatem, macierz A~! jest taka, ze suma elementéw kazdego wiersza jest taka sama i réwna
1/c.
OJ
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Cwiczenie 5. Obliczy¢ $lad i wyznacznik operatora F € EndV, jezeli V = K, [t], a € K,
natomiast F' ma nastepujaca postac:

o Fuw(t)=w'(t),
o Fuw(t) =tw'(t) + aw(t),
o Fuw(t) =w'(t)+ aw(t),

Cwiczenie 6. Niech F : E — E bedzie operatorem nilpotentnym, czyli 7™ = 0 dla
pewnego ng € N, na przestrzeni wektorowej E skonczonego wymiaru. Udowodnij, ze
TrT =01idetT =0.

Rozwigzanie: Sprobujemy napisa¢ macierz endomorfizmu F' w bazie gdzie widaé, ze ele-
menty diagonalu tej macierzy sa wszystkie rowne zeru. Aby to zrobié, najpierw udowod-
nimy pare wlasciwosci endomorfizméw nilpotentnych.

Zakladamy, ze n( jest najmniejsza liczba naturalna taka, ze 7" = 0. Dany element
e € ker F* wiemy, ze F*(e) = 0. Wige, FF™(e) = 0 i e € ker F*™1. Z tego wynika, ze
ker F¥ C ker F¥*!. Korzystajac z tego mamy, ze

OGked F E ker F™C .. C ker F™ ™ C kel H=="F" (6.1)

Ponadto, widaé tez, ze jezeli e € ker F* to F*(e) = 0. Zatem, FF¥"1o F(e) = 0. To
oznacza, ze F(e) € ker F*~! dla dowolnego e € ker F*. Wiec,

F(ker F*) C ker F*1.

Mozemy teraz wybraé baze {611 Lok enll} podprzestrzeni ker F'.  Skoro ker F' C
ker F 2 mozemy uzupetnié¢ ta baze do bazy ker F? za pomoca pewnych elementéw
{el yee en2 } Mozemy to powtarza¢ az do momentu gdy mamy baze przestrzeni E':

(no) n (2) 2) (1) 1
e; " ,...,efln‘z)),...,el ,...,67(12),61 ,...,eﬁll),.

Macierz morﬁzmu F ma jakis element w jej diagonale rézny od zera, gdy dla pewnego
elementu e teJ bazy, jego obraz, T'(e ()) jest taki, ze w tej bazie ma rozktad

T(el”) = Mel” + ...+ AL el + 22el + .+ A2,e@ LA™ L+ A

ni nl na nz e no nno

i X! # 0. Natomiast, mamy, ze T'(e gl)) € ker 7=, 7 tego wynika, ze
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T(e) = MelD 4.4 AL el 4 4 AteliTD 4 pit D)

ny ni Ni—1 MNj—1

i )\; = 0. Woéwczas, macierz F' w tej bazie ma wszystkie elementy w diagonale rowne
zeru. Zatem, Tr F' = 0.
Aby udowodnié, ze det T' = 0 wystarczy zauwazy¢, ze

0 =det F" = (det F))™ = det F = 0.

O
Cwiczenie 7. Oblicz .
1 a b
01 a
0 0 1
dla dowolnych n € N, a,b € C .
Rozwigzanie: Widac, ze
d b |2 0 a b 1 05 0ida"
01 a = 0O 0 al+]1010
0 0 1 0 0 0 0 0 1
Macierze
0 a b 1 00
A= | &0 a |- B=10120
00 0 0 01

komutuja, czyli AB = BA. Korzystajac z tego i z dwumianu Newtona, mamy ze

(A+B)”:zn: < ?)AiBn—i’

=0
czyli
0 a b 1oo”nn 0a b]'[1 007"
00al|l+]010 = (Z.)OOa 01 0
00 0 00 1 Py 00 0 00 1
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Ponadto, macierz A jest nilpotentna, czyli A™ = 0 dla pewnego ng € N. Wlasnie

1 00 0 a b 0 0 a? 000
A=1010|,A={00 a|,A%2=]00 0 [|,A42=]00 0
00 1 000 00 0 000
7 tego wynika, ze
1abl]" 100 0 ab n(n—1)00a2
01 a| = 010+n00a—%7r—000
00 1 00 1 000 00 0



