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Wielomiany i liczby zespolone

Javier de Lucas

Cwiczenie 1. Ustal dla ktorych a,b € R mozna podzieli¢
fi(X) = %' = 3%+ aX — b przez fo(¥X) = X2 - 3% +2
f3(X) = X'+ (3—a—b)X*+(1-3(a+b)+ab) X*+(3ab—a—b) X +ab przez fi(X) = X*—4X+4.

Cwiczenie 2. Napisz dwa wielomiany o wspélczynnikach w Zs okreslajace ta sama
funkcje.

Rozwigzanie: Mamy, na przyklad
P(X)=X(X-1)(X-2)(X-3)(X—4), Py(X)=0.

Oba wielomiany sa rézne. Natomiast, dla dowolnej wartosci A € Zs drugi wielomian jest
bezposrednio rowny zeru. Dla P; mamy, ze X moze przejmowac¢ wartosci 0, 1,2, 3,4. Dla
kazdej mozliwej wartosci A, jeden czynnik X — i si¢ zeruje. Wiec, Pi(\) = 0. O

Cwiczenie 3. Za pomoca algorytmu Euklidesa dla wielomianéw, podaj najwickszy
wspdélny dzielnik nastepujacych wielomianéw o wspotczynnikach w R

fuX)=X"—6X* +45X2 - 46X —24 i fo(X) =X+ 5% +6X* - 3X2 - T7X -2
) =F4+28" -2+ %22 -1 i f(X)=F"+6X+15%2 418z +5.

Cwiczenie 4. Zalézmy, ze punkty zp = xp + iy € Cdla k= 1,...,n (gdzien > 21
T, Yr € R) sa wierzchotkami n-kata foremnego wpisanego w akrag C'(0;r) ($rodek 0 i
promien 7). Wykazaé, ze

n n n n n

2 2 2 2
E z, = 0, E a:k:E Z/k:§7°v E Ty = 0.
k=1 k=1 k=1 k=1

Rozwigzanie: Punkty wpisane w okrag C(0;7) sa takie, ze |zx| = r dla k = 1,...,n.
Zatem zj, = re' dla pewnych kat 0y,...,0, € [0,27[. Skoro |z, — zp41]? = |2x — 261 /?
to

(Zk — Zk—i—l)(zk — Zkz—i—l) = 7’2 + 7"2 — 2’/“2 COS(Qk — 9k+1) =

r? 1 = 21" cos(O, — Op—1) = (2 — 2zi-1]) (Zk — Zn_1)-
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Zatem réznicza miedzy katami jest taka sama. Wiec, A = 0, — 0,1 i A = 27/n.

Zatem, z, = %A dla k = 1,...,n. Z tego wynika, ze
& .o ) ) 1 — 61'47171’/11
§ Z]% _ 7,262100 E ez4k7r/n alll T262190 6z47r/n A =0
1 — eidn/n
k=1 k=1

Pisac 2, = xy, + iyy, i T, yr € R, otrzymamy, ze 27 = z7 — yb + 2izgy. Wiec,

Zz,f T Z[ﬁ — yp + 2izy] =0 & Z[xi — 5] =0, Zxkyk =0.
k=1 k=1 k=1

k=1

Dodatkowo, >, _ a7 => ") yi1i

nr —Z|zk|2 ka—{—yk :>22xk—m’ :>Z$k

O

Cwiczenie 5. Niech f(z) = 2zt dla z € C* = C — {0}. Wykaza¢, ze dla kazdego
u = e gdzie 0 < 0 < 7/2 istnieje okrag C' = C(s,r) (znalez¢ $rodek s i promient r),
przechodzacy przez u i @, f-niezmienniczy f(C') = C irézne od C(0,1).

Rozwigzanie: Jezeli s to srodek i r to promien okragu, to |u — s| = |u — s| = r. Zatem
lu|? — st —su+s? = [ul* —su—su+s*=r> = 5ta—u) = s(i—u) = (5—8)(@—u) = 0.

Skoro u = ¢ dla 0 < § < 7/27 7 zalozenia, to u # @ i § = s. Czyli s € R. Zatem

r?=|u—s?=1=1-2scosf + s°.
Mamy, ze C NR = {s —r,s + r}. Z zalozenia f(C NR) = C NR. Wiec, mamy dwie
mozliwosci
f(s+r)=s+r, f(s+ry=s—n
Nie moze by¢ f(s+1r) = s+ r. W takim przypadku, f(s —r) = s — r tez i z definicji f
wynika, ze
flsxr)=sxr=|str|/=1.

To oznaczaloby, ze s = 0, ale to niemozliwe z zalozenia. Skoro f(s+7r) = s Fr, to
(s+7r)(s—r)=1. Zatem s> —r?> =11
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r?=1—2scosfl+s’=s>—1=s=—— r=tanb.
cos 6

Na koricu sprawdzamy, ze C' = C(s,r) jest niezmienniczy wzgledem f. Mamy, ze

2

z€C(s,1) & |z—s = =1 |z|°—s(z+2)+s* = s°~1 & |z)*—s(z+2)+1 = 0.

Poniewaz z # C(s,r), to

e 1
Chal i L P
|2[?

2
1ty 1
zelC(s,r) & 1—35 —s(——i—;)—i—le@;EC’(s,r)

E
Woczas, C(s,r) jest f-niezmienniczy. O

Cwiczenie 6. Wykazac, ze

# = cosf + isind, to

- 2k b T i k
Zcos QHII = Re (Z 622:+1> = Re (k [e2i+1] ) .

k=1 k=1 =1

Rozwigzanie: Skoro e

3

Korzytajac ze wzoru sumy szeregu geometrycznego, czyli

n+1
E 7 - r#1,
BT SN
i=ng
to
n 2mi 2m(n41)i i m(2n+1)i
o20mi 62n+1 — e 2n+1 €2n+1 — e 2n-+1
Re E [e 2n+1] = Re = = Re T =
—1 1 — e2n+1 e 2n+l — 62n+1
9 .
62n+1 1 _ 62::111 _R 62n+1 6271111 (6 znn-&f-rll — 62?::1) B Sln(2 +1) COS(%ZJP?)
€ T T -
e 2n+1 — 62n+1 e 2n+1 — e2n+l SlIl (2n+1)
: 2nm : 2nm
_ sin (z37) cos(5,47) - sin (5,77 ) L sin(5,°77) 1
- : 2nm - )
Sln(2n 1) 23111(2 +1) 281“(2n+1) 2
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gdzie skorzystaliémy ze wzoru
eitp _ efit,p

sinp =

Natomiast,
n n 2]{3 . 1 2n kr 2n ok
Y eosgorty + Yotos Gt =Y seon = Sk [er#] )

T (27l+1)71'l T T8 —mi
2n+1 — @ 2n+1 2n+1 1 2n41 1 2n+1 1
= Re ‘ em‘ = Re % = Re ‘ _tz )(e i * )
1 —em+1 1 — e+t (1 —eznt1)(e2+T 4 1)

:Re< (62"“%1)(6271:4&))) g <2+ew+ezﬁ+1 S <2+2008(2 +1)> .

T

(1 — eznit) (e~ it + 1 —eTnHT - e TatT —2isin(57)
Wiec,
- 2 2k —D)m B (2k—m 1
Zcos2n —i—Zcos—mH_1 70:2008—2714_1 =
k=1 k=1 -
U
Cwiczenie 7. Niech n € N oraz 21y .- - 2n € C. Wykazaé; ze
= A2 A 0¥, ..., rm € Ry :
|z1—|—...—|—zn|—|21|+---+|zn|<:>< = dla j € 1., my (7.1)

Rozwigzanie: Dowdd jest trywialny dla n = 1. Wiec, zalozymy, ze n > 1.
Udowodnimy, ze z lewej strony (7.1) wynika prawa strona. Zdefiniujemy s = 23 +
..+ z,. Dla s = 0, mamy, ze z prawej strony (7.1) wynika, ze z; = ... = 2, = 01 jest
trywialne, ze prawa strona (7.1) jest prawdziwa.
Zakladamy teraz, ze s # 0 i zdefiniujemy w; = z;/s dla j = 1,...,n. Dla dowolnej
liczby zespolonej z € C mamy, ze Re(z) < |z|. Z tego,

1 =Re (Zw]) = ZRe(wj) < Z lw;| = 1.
j=1 j=1 j=1
Roéwnosé Re(z) = |z| spelnia si¢ wtedy i tylko wtedy gdy 2 € R,. Zatem, mamy, ze

Zj = wjZ, w; € Ry, j=1,...,n, 2z #0.
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Teraz udowodnimy, ze z prawej strony (7.1) wynika lewa strona. Mamy

4= (im) Py

j=1 j=1

n

>: -

j=1

n

12

j=1

n

>,

=1

To konczy dowod.
Dodatkowo, tez mozemy udowodnié, ze prawa strona (7.1) wynika z lewej strony (7.1)
za pomoca indukcji. Dla n = 2, mamy, ze jezeli

|21+ 22| = [21] + |22

iz14+20=0,t0 23 = 29 = 0imozna przedstawi¢ zy = 2; = 0z dla dowolnego z # 0 € C.
Jezeli z1 + z5 # 0, to

|21+ 22| = |21]+|22] & |71tz = (Ja|+2])? © (21422) (B4 2) = |21]7+] 222 +2] 21|22

To réwnowaznie
2122 + 2120 = 2|21]|22| & Re(z125) =1|z122].

Skoro s = 21 + 29 # 0, to jedna ze zmiennych jest rézna od zera, np. z;. Wowczas,
3 L 3 2
2129 = ’2122‘ = 21 = ’2122‘22/’22| e R.

Jezeli zdefiniujemy

to wida¢, ze prawa strona (7.1) si¢ spelnia.
Teraz zakladamy, ze prawa strona (7.1) wynika z lewej strony dla n i zakladamy

|21+ .o 4 20+ zng1| = |2+ - -+ 20| + | 20aa ]
Skoro
|21+ . 2+ 2o S+ 2]+ | Zega] Sl |20+ 2na]

to
|z14 .o 2+ 21| = 2+ 2a] 20

|21+ ...+ 2| = |2 + ..o+ 2]
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7 zalozenia, istnieja s € C i liczby 7/, 7,41 € R, takie, ze
Zntl = TnilS, 24z =1s, s € C\{0}.

Tez z zalozenia
zi=mr8, i=1,...,n, s" € C\{0},

gdzie r1,...,r, € R,. Wiec,
A4tz =1+ ) =7's
Widaé, ze s's71 € R. Wiec, s’ = \s dla A € R,. Wobec tego,

2= S A€ Ry, 1=1,..,n+1.



