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Podprzestrzeni wektorowe, bazy, rzad macierzy

Javier de Lucas

Cwiczenie 1. Sprawdzi¢, czy wektory
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sa liniowo niezalezne nad R i nad C okreslajac rzad macierzy.

Cwiczenie 2. Sprawdzi¢, ze W jest podprzestrzenia skonczonego wymiaru przestrzeni
RY, podaé¢ wymiar podprzestrzeni W i podaé przyklad jej bazy:

o W ={x=(z,]|x,2,...) € RY : xjest ciagiem arytmetycznym},
e W={x:VneN z,0=2,11+ 2z}

Rozwigzanie: Podzbiér W to podprzestrzen liniowa RY wtedy i tylko wtedy gdy jest
niepusty i dowolna liniowa kombinacja elementéw W nalezy do W.

Przeanalizujemy czy pierwszy zbiér W jest podprzestrzenia RY. Wiemy, ze x nalezy
do W wtedy i tylko wtedy gdy x to ciag arymetyczne. Dodatkowo, x to ciag arytmety-
czny wtedy i tylko wtedy gdy

dd € R, T =21 + (n = 1)d, Vn e N,.
Dane dwa ciagi x i y € W mamy, ze
3d,,d, € R, T, =121+ (n—1)d,, Yo =y1 + (n — 1)d,, Vn € N.
Zatem, dana dowolna liniowa kombinacja z := A\;x + Aoy, gdzie A\i, A2 € R, mamy, ze
Zn = MZp+ XY = 2 = 21 + (0 — 1)(Aidy + Aaody).
Zatem z jest ciagiem arytmetycznym i z € W. Czyli W jest domkniety wzgledem
liniowych kombinacji. Dodatkowo, ciag 0 := (0,0,...) jest ciagiem arytmetycznym,
0 € W i W jest niepusty. Z tego wynika, ze W jest podprzestrzenia.
Szukamy teraz bazy W. Zdefiniujemy

a:=(1,0,0,0,0,0,0,0,0,...), b:=(0,1,2,3,4,5,...,).
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Wida¢, ze a,b € W. Dodatkowo, kazdy ciag arytmetyczny mozna wprowadzi¢ do
postaci x = xpa + d,b. Zatem ciagi a i b generuja W. Dodatkowo, a i b nie sa
propocjonalne, wiec, sa liniowo niezalezne. Z tego wynika, ze W ma baze a,b i dim W =
2.

Przeanalizujemy czy drugi zbiér W jest podprzestrzenia. Wiemy, ze W to zbiér
rozwiazan rownania rekurencyjnego

Lnt2 = Tpt1.+Tn, Vn € N, . (2.1)

Wiemy, ze W to podprzestrzen liniowa wtedy i tylko wtedy gdy jest niepusty i liniowa
kombinacja elementéw W nalezy do W. Widac¢, ze W nie jest pusty: ciag O spelnia
réwnanie (?7?). Dodatkowo, jezeli x,y spehiaja to réwnania (77), to dla z = \ix + A2y
otrzymamy, ze

Znt2 = MTpt2 + AoYnt2 = A (Tng1 + 20) + X2 (Ynt1 + Un)
= MZnig1 + AoUng1 + NZn + A2Yn = Zny1 + 2n.

Zatem z spehia réwnania (?7?). Podsumujac, W to podprzestrzen liniowa RY.

Z (77?7) widaé, ze wartosci pierwszych dwéch wyrazéw ciagu rekurencyjnego okresla
wszystkie wartosci tego ciagu. Ponadto, dane dowolne pierwsze wartosci zawsze mozna
okregli¢ jedno jedyne rozwiazanie (?7). Z tego wynika, ze dane ciagi

X1 = (1,0,9:1,2 31 ) o4 o' gt = (085 1,2, 3, .. )
kazdy inny ciag (a,b,...) € W ma postaé
axy + ng =Y.

Wigc, te ciagi x1,x2 € W generuja W i skoro nie sa proporcjonalne, to tworza baze W.
Natomiast, nie znamy ogdlnej postaci zadnego ciagu W. Teraz, opisujemy metode, aby
obliczy¢ ogdlny wyraz ciagu W. Najpierw, szukamy bazy podprzestrzeni W. Mo zemy
zauwazy¢, ze mozemy szuka¢ ciagu W postaci

IR =T r € R\{0}.
Jezeli ten ciag spelnia nasze réwnanie (?7) dla kazdego n € N, to

1+5
-

P = =T F =" S — 1 =0y =
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Zatem, mamy dwa ciagi spelniajace nasz warunek rekurencyjny:
o 2 3 _ 2 .3
1y o= (ry,ri Ty, ), ro=(r_,ro,ro, ).

Ewidentnie, r,,r_ nie sa proporcionalne, zatem sa liniowo niezalezne i tworza baze W.
Dowolny element x € W ma postac

X=Arp+A_r_.
Jezeli x ma x1, o jako pierwsze wyraze, to
Do A WS, To = Aprl - Aor?
ten uklad zawsze ma rozwiazanie A\, A_. Korzystajac z tego ogdlny wyraz x to
el X2 ¥n € Ny.
O

Cwiczenie 3. Znalezé baze i wymiar podprzestrzeni
! 1
V i={v e Rs[] : v(1) = 9(0) = 51}(0)} C Rs[].

Rozwigzanie: Przestrzen liniowa Rs[-] posiada bazg vy := 1,v; = t,vy := t? vz := 3.
Wiec, kazdy element v € R3[-] mozna zapisa¢ w postaci

vV = AgUp + A101 + Agvs + A3vs3,
dla pewnych Ag, A1, A2, A3. Z warunku v(1) = 9(0) wynika, ze
v(l) = Xo+ A1+ Ao+ A3 = A\ = 0(0).
Dodatkowo, mamy, ze 0(0) = 3v(0) i A; = 3Xo. Wigc,

W = {U = )\0+)\1t+)\2t2+)\3t3 S Rg[]|)\0+)\2+>\3 = 0,2)\1 = )\0}
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Wtedy, A3 = —Ag— Ay = =2\ — A\p i
v EW & v =2\ + Mt + Mt? + (=2 — )3, A, \ €R.
7 tego wynika, ze
V=24t 26+ X(2 )= W = 2+t — 282, 1% — %),

Widaé, ze w, = 2+t — 2t3 i wy = t?> — 3 generuja W. Ponadto, takie wielomiany sa
liniowo niezalezne:

AMwip + Aws =0=0= )\1&11(0) + )\2(4.)2(0) =20 = X =0= X\ =0.

Ponadto, widac¢, ze takie dwa wektory nie sa liniowo zalezne poniewaz nie sa proporcjon-
alne. [

Cwiczenie 4. Niech W = {(z, x5, 23) € K? : 22422422 = 21094+ 2005+1321 . Dowiesé,
ze gdy K = R, zbior W jest l-wymiarowa przestrzenia, lecz jest suma mmnogosciowa
dwéch 2-wymiarowych podprzestrzeni gdy K = C.

Rozwigzanie: Mamy, ze

(21,72, 73) €W & 27 + x5 + 235 = T120 + ToT3 + T3T; &
2(x} + 13 + 23) — 2(x1 T2+ Tox3z +a371) = 0 &
T3+ 25— 201 Lo+ 25+ T2—22om3+ 13+ 27 — 28183 & (71— o)+ (22—13)2 4+ (23—21)% = 0.
Jezeli zatozemy, ze W to podprzestrzen liniowa nad R, to z poprzedniego warunku

wynika, ze
Tl = T9g = T3 = W = {(ZEl,SL’l,Il) ‘ x| € R} = <(1, 1, 1))
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Wige, W to powloka liniowa wektoru (1,1,1). Z tego tatwo wynika, ze W to pod-
przestrzen liniowa.
Natomiast, jezeli zaktadamy, ze K = C, to

2 2 2
T+ x5+ X3 = T1X0 + XoX3 + T3y
ma wiecej rozwiazan niz w poprzednym przypadku. Wtasnie, mamy, ze
2 2 2
x] — T1(z2 + x3) + 25 + x5 — Tox3'= 0.

Wiec,

ot a3t/ (x2 +a3)? — Az 4 2t — woxs)  To+ a3t /—32% — 322 + 62015
B 2 EA 2 '

X

Prosze zauwazy¢, ze dla liczb rzeczywistych vk > 0 i +vk oznacza pierwiastek nieu-
jemny i niedodatni z k. Natomiast, dla liczb zespolonych ++/z to tylko notacja aby
wysnaczy¢, ze mamy dwa pierwiastki. Nie ma naturalny sposéb, aby wyznaczy¢ co to
jest v/z. Biorac to pod uwage, mamy, ze

Ty + T3 4 \/(Ta + 73)2 — 4(23 + 22 — 2273) T2 + T3 £ 1/ —37% — 372 + 6x973
«Tl = =

2 2
i
+ v/ =3(xy — 14+ v3 1 31
xl:xz—i-l'g (2 $3):>x1i:lx2+q:—\/_zx3_
2 2 2
Widac, ze
1 31 1 -3
w—%ﬂin——Tﬁ——@, i = wry + W3, 7] = DTy + W3

Dodatkowo,
T3+ 15 + @3 = BaTo F ToBy 2371 S (21 —27) (21— 27) = 0.
Wiec, W =Wt UW~, gdzie
W™ = {(wxe + Wxs, T2, T3) | T2, x5 € R}, Wt = {(&xy + w3, 2o, 73) | T2, 13 € R},

Z tego tatwo zobaczyé¢, ze W to nie podprzestrzen liniowa, np (w, 1,0), (w,1,0) € W ale
(w+@,2,0) = (1,2,0) ¢ W. O
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Cwiczenie 5. Niech n € N, sprawdzi¢, ze wielomiany vj,(t) = t5F +t*1, k = 1,....n,
tworza baze podprzestrzeni W := {v € K, [t],v(—1) = 0} C K,[t].

Rozwigzanie: Aby udownodnié, ze vy,...,v, tworza baze podprzestrzeni W musimy
sprawdzic¢, ze sa liniowo niezalezne i generujace. Udowodnimy, ze vy, . .., v, sa generujace.
Dany wielomian P € W, mamy, ze z definicje przestrzeni P(—1) = 0. Wiec, z twierdzenia
Bezouta wynika, ze P(t) = (t + 1)Q(t) dla pewnego wielomianu Q(t) stopnia ¢ < n — 1.
Zatem, Q(t) = ZZ;(l) Aot® dla pewnych wspotezynnikach A, € K. Wéwczas,

n—1
P(t) =) A (> +1t%) Z XAk (s
a=0

Dodatkowo, vi(—1) = 0dla k =1,...,n. Wiec, vy,...;v, € W i generuja W.
Wielomiany vy, ..., v, sa liniowo niezalezne. Mamy, ze

O zn: Ao 1Uq = zn: B Al e W A Zn: Aa11%7h
a=1 a=1 a=1

Przestrzen wielomianéw o wspoétczynnikach w ciele K to dziedzina catkowitosci, czyli to
jest pierscienia i jezeli PQ) = 0 to albo P =0 albo @) = 0. Zatem,

i )\a_lta_l = 0
a=1

Jezeli wielomian jest réwny zero to oznacza, ze wszystkie wspotczynniki réwnaja si¢ zeru.
Zatem \g = ... = \,_1 = 0. Hence, vq,...,v, sa liniowo niezalezne.
7 tego wynika, ze vy, ..., v, tworza baze W. [J



