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Suma i przeciecie podprzestrzen, suma prosta, przestrzen ilorazowa

Javier de Lucas

Cwiczenie 1. W zaleznosci od wartosci parametru p, podaj wymiar przestrzeni W =
<U17 V2, U3>7 gdZie

2 P 0

_— 1+2p v — ) ] 7
1 — 2% ) 2 — 3+p ) 3 10_|_p
7 —3p —13

Cwiczenie 2. Poda¢ baze sumy i przeciecia powtoki liniowej V = (ay,a9,a3) oraz W =
<b1, bz, bg), gdzie

12 Sl ey (13
a; = 1 0 ’ Az = Sk ) a3 = 3 0 )

Ty 2 2 &0 {2
o ] P I e B )
Podaj posta¢ parametryczna i uwiktana V', W, VNW i V + W. Sprawdz, ze
dim(V + W) =dimV +dimW —dim V N W.

Rozwigzanie: W postaci parametrycznej piszemy elementy podprzestrzeni liniowej jako
liniowe kombinacje elementow bazy tej podprzestrzeni. Dla V' mamy, ze

votmama = ([ 2] 03],

Szukamy bazy V. Powloka liniowa ukladu generajacego nie zmienia si¢ kiedy zastapimy
wektor tego ukladu przez liniowa kombinacje zawierajac taki wektor. Zatem
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nie sa proporcjonalne, to sa liniowo niezalezne i tworza baze V. Zatem, posta¢ parame-

tryczna V to
T T2 | 1 2 2 3
|: x3 1‘4 :| _)\1 |: 1 0 :| +)\2 |: 0 0 :| I >\17>\2'

Z postaci paramatrycznej mozna zapisa¢ posta¢ uwiklana. W tej postaci opisujemy ele-
menty podprzestrzeni jako rozwiazania uktadu rownan liniowych. Na przyktad, wezesniej
mamy, ze

T1 = A1+ 2, To = 2A1 + 3)Ag, B =M x4 = 0.
Zatem elementy V' sa takie elementy, ktére spehiaja, ze
x4 =0, T1 = T3+ 2\, To = 23 + 3)a.
Usunac A1 i Ay mozemy znalez¢ rownosci miedzy wspoétrzednami elementéw V'
Za=, 03 Ao = (21 — 23)/2 = (9 — 223)/3.

Wtedy
xy =0, 0=3xy —3x3 — 229 + 423 = 321 + T3 — 229.

Teraz dla drugiej podprzestrzeni

wotmm =[5 2102 3[4 0)

Ale powloka liniowa nie zmienia sie kiedy zastapimy wektor przez liniowa kombinacje
zawierajac taki wektor. Zatem

w={[s o[ 3] 1A dD-(2 8][4 0]
o] [57]

nie sa proporcjonalne, to sa liniowo niezalezne i tworza baze W.

Skoro
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Zatem, postaé parametryczna podprzestrzeni W to

T T2 | 1 2 2 3
] [1 2] 23] anen

Z postaci paramatrycznej mozna zapisa¢ posta¢ uwiklana. Ta postaé¢ polega na tym,
ze opisujemy elementy podprzestrzeni jako rozwiazania ukladu réwnan liniowych. Na
przyktad, wczesniej mamy, ze

T = )\1 + 2)\2, Lo — 2)\1 + 3)\2, T3 = 2)\1 T )\2, Ty = 0.
Zatem elementy W sa takie elementy, ktére speiaja, ze
Ty — 0, T =— 2(513‘1 = 2)\2) + 3)\2, T3 — 2(.231 & 2)\2) — )\2

Zatem
Ty = O, Lo = 21’1 o )\27 L3 = 2$1 - 5)\2

Ty = O, T3 = 2[)31 e 5(2%1 = CL’Q).

Wtedy
1'4:0, $3+8$1—5ZE2:O.

Podprzestrzen V' N W mozna latwo oblizcy¢é za pomoca postaci uwiklanej pod-

przestrzeni V. W. Wida¢, ze

[951 T2

o . :|€VOW<:>ZE4:0, I3+8$1—5CL’2:0,1‘4=0, O:3ZE1+JI3—2£L‘2.
3 4

Zatem
Ty = 0, 5271 - 3[L’2 = 0, 31’1 + T3 — 2]32 = (r

To posta¢ uwiktana V N W. Mozemy obliczy¢ teraz elementy V N W. Mozemy zakladac,
ze T9 przejmuje dowolna wartosé¢ xo = A i wtedy

1'4:0, ZL‘1:3/5>\, $3:2)\—9/5)\:)\/5

Wéwezas

5 2]eveme [ 2] (v )

T3 Ty T3 T4 1/5 0 10
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Drugie wyrazenie daje nam posta¢ parametryczna V N W. Na samym koncu mamy,
ze V 4+ W to podprzestrzen zgenerowana przez elementy V i W. Wtedy

1 21 [ 2 3]
2 0] [ -1 0]/

)

V+W:< 1

S W
L 1

2 2
0]710

)

Zatem

vew=([12) [R5
v+w<usH33H{é§W )= <ﬁ3

Widac, ze

0- —1 1.2 0 0
0B i 0 O M
tworza baze V 4+ W. Posta¢ uwiklana V' + W to 4, = 0. O

Cwiczenie 3. Dane sa podprzeszteni V, W C C3, gdzie C3 to przeztrzeni liniowa nad C
macierzy 2 x 2 o wspolezynnikack w ciele C, postaci

_ Ty T2 e ] ) 10 01
v=q[ 5 ] rmepiaciop s = (o 1 1 0])

Oblicz V + W, VN W. Czy C2 jest suma prosta podprzestrzeni V i W? W takim
przypadku podaj roktad na sktadowe wektoréw

0 1 -1
13 1|
Rozwigzanie: 7 definicji V + W to zbiér C3 wektoréw postaci

V+W={v+w|veV,we W}

Aby ustali¢ V 4+ W, obliczymy uklady generujace V' i W. Takie uklady daja nam uklad
generujacy W + V.
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Dla V mamy

I A ) o T To B 1 0 0::41
M_|:[l§'3 x4:|€V<Z>M—|:_x2 _x1:|—$1|:0 _11+$2[_1 O:|

7 tego wynika, ze

Latwo widac, ze

to baza dla V. Dla W juz mamy, ze baza to

10 0 1
le:lo 1}’ M;V‘:L 0}

Prd(§ 5L S0 L A

Zastapiac elementy ukladu generujacego V' + W przez liniowe kombinacje z tym ele-
mentem widaé ,ze

B 2 20 10 0 1
vew=([5 ][0 o) [on] 1 0]):
0 1 1 0 10 0 1
vew=(lo o] Loo] [0 V]| o))
0 1 10 00 0 0
viw=(15 ][0 0] [0a]]10])
Wiec, V + W jest zgenerowana przez baze kanoniczna C%. Zatem, W +V = Cgi

dimW +V = 4.
Mozna bezposrednio zauwazyc¢, ze

Wiec,

dmVNW =dmV +dimW —dimV +W =24+2-4=0=VNW =0.
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Mozemy obliczy¢ tez obliczy¢ V N W za pomoca postaci uwiktanych V' i W. Znamy
juz posta¢ uwiktana V. Dla W mamy, ze

T1 To T1 Tgim 0 1 10
nnewe R n]a Vo] eelo )

Z tego wynika, ze v1 = x4 = p i v9 = r3 = A i posta¢ uwyktana to x1 — x4 = 0, x5 — x3.
Wtedy widaé, ze

1 T2
v:[ ]EWOV<:>:I;1:x4,x2:x3,x1:—x4,x2:—x3.

T3 T4
L B0
&0 10 [

Skoro V+W = C20 VNW = {0} to méwi sig, ze V, W sa w sumie prostej. Z tego wynika,
ze kazdy element M € C3 mozna zapisaé¢ tylko w jednym sposéb jak M = My + My
gdzie My € V' i My, € W. Wiadnie, dany drugi rozklad M = M, + Mj, to

Hence,

Prawa strona nalezy do V' i lewa do W. Skoro V N W = {0} to

i z tego wynika, ze rozklad M jest jedynym. W naszym przypadku, musimy obliczy¢
)\1, )\2, )\3, )\4 takie, ze

5 { ; _11 } — MMY 4 oMY+ A MY 4 A MY (3.1)

Takie uklad réwnan liniowych ma postaé
1 =Xy + A3, —1 =X+ A4, 3= =X+ Ay, 1=—Xy+ As.

7 tego wynika, ze

Aby rozwiazaé taki uktad mozemy tez korzysta¢ z form liniowych

W1 =T + Ty, W2 = Ty + T3,W3 = T1 — Ty,Wq = To — T3.
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Wiasnie zastosujac w; po obu stronach (3.1) otrzymujemy
2 =wsy(a) = wi (MM + XMy + MM + MMY) =2\3 = A3 = 1.
Podobnie

0 = wy(a) = wo( MM} + oMy +AgM” + MM ) =20 = Ay = 1.

Znowu
0 = ws(a) = wa (MM + Ao My + XaM” + A MJ¥) = 2)g = Ay = 0.
—4 = w4(a) — WQ()\lMlv + )\QMQV + )\3M1VV + )\4M2VV) =2\ = A\ = —2.

Zatem

a=—2M{ +M" + M)
i

e R ' ey

A = A LT

gdzie
o —2 Tl
[ 2 0 } eV, { af ! ] €

0

Cwiczenie 4. Niech V = R? i W = {(z,y, 2)|z +y + =z = 0}. Oblicz klasy przestrzeni
V/W i podaj interpretacje geometryczntych klas. Udowodnij, ze V/W jest isomorficzny
do R.

Rozwigzanie: Z definicji, klasa absktrakeji [v] przestrzeni V/W to zbidr
v ={weV]v—weW}

Wida¢, ze zbiér
v+ W ={v+w|lweW}

nalezy do [v]. Wlasnie, widaé z definicji [v], ze kazdy element [v] nalezy tez do [v].
Zatem, [v] = v+ W.
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Geometrycznie, W to plaszczyzna 7 przechodaca przez (0,0,0). Widaé, ze W = [0].
Dodatkowo, mamy, ze [v] to plaszczyzna m, ‘réwnoleglta’ do W przechodzac przez v.
W doktadnosci, aby zdefiniowaé réwnoleglosé potrzebujemy jakies struktury matematy-
cznej aby zdefiniowa¢ katy i jeszcze tego nie mamy. Tutaj rownolegly tylko oznacza, ze
plaszczyznie 7 i m, maja puste przeciecie.

Mozemy udowodnié, ze V/W ~ R dwoma sposobami. Mozemy zdefiniowaé odw-
zorowanie:

O :V/W e [v]— O(Jv]) = w(v) €R,

gdzie w(v) = (x +y + 2)(v), gdzie z,y, z to sa odwzorowanie
z(z1,x9, X3) = T1, y(x1, T2, T3) = T9, 2(x1, X2, T3) = 3.

Mozna udowodnié, ze w to odwzorowanie liniowe, cyzli w(Ajv; + Avy) = Aw(vy) +
Aow(vz) dla dowolnych A1, Ay € R i vy, vy € R3. Teraz, udowodnimy, ze @ jest dobrze
zdefiniowane. Wiladnie, trzeba zauwazy¢, ze moze sia zdarzy¢, ze [v1] = [vo]. A takim
przypadku ®([v1]) = w(vy) 1 ([vs]) = w(ve). Ale skoro [v1] = [v2], nasze odwzorowanie
jest dobrze zdefiniowane wtedy i tylko wtedy gdy w(v;) = w(vy). Natomiast,

[v1] = [v2] & Fw € W, 01 = ve + w ='w(v1) = w(vs) Fwlw).

Z definicji W wynika, ze w(w) = 0. Zatem w(v;) = w(vy) 1 P jest dobrze zdefiniowane.
Udowodnimy, ze ® jest liniowe. Trzeba pamietaé, ze V/W ma struktura przestrzeni
liniowej z dzialaniami:

Alv1] = [Avd], (1 4+ v3] = [1] + [va], ~ VA ER,vy,v; € V.

Teraz

@()\1[1)1] + )\Q[Ug]) = (IJ()\l[vl] + )\Q[UQ]) = @([)\11)1 + )\2212])

1 zatem

w(A1v1 + Aav2) = Ajw(v1) + Aew(v2) = A\ @([v1]) + AP ([v2)]).
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Teraz, mamy udowodnié¢, ze ® jest injekcja, czyli musimy sprawdzic, ze
O([v1]) = ®([wa]) = [va] = [v2]-
Korzystajac z liniowos$ci w mamy, ze
O([v1]) = P([ve]) = w(v1) = w(ve) = wW(vy —v2) =0= 13 —ve € W = [v1] = [19).

Wiec, @ jest injekcja.
Sprawdzamy, ze ® jest surjekcja. Dla dowolnego A € R mamy, ze

B([A(1,0,0)]) = w(A(1,0,0)) = A € R.

Zatem, ®(V/W) =R i ¢ jest surjekcja. Z tego wynika, ze ® jest izomorfizmem.
Istnieje inna metoda, aby udowodnic¢, ze ® jest izomorfizmem. Trzeba udowodni¢, ze
posiada funkcja odwrotna po prawie 1 lewej stronie; czyli istnieje ¢ : R — V/W takie,

7ze o d = Idv/w 1ido (I>_: IdR
Mozemy zdefinjowaé¢ @ : R € XA — [A(1,0,0)] € V/W. Wtedy

O o B(N) = B([A(1,0,0)] = w(A(1,0,0)) = A = Idg(\)

® o &([v]) = 2(w(v)) = w(v)|(L,0,0)].
Skoro w(v) = w(w(v)(L,0,0)), to [v] = [w(w(v)(1,0,0))] i
@ 0 &([v]) = 2(w(v)) = [v] = Idy,w([v]).
Wigc, @ jest bijekcja.

Ostatecznie, mozemy zdefiniowaé¢ ® inaczej. Dana podprzestrzen W, mozemy zdefin-
iowa¢ podprzestrzetn W taka, ze W @ W = R, np W = ((1,0,0). W takim przypadku,
kazdy element v € R? ma tylko jeden rozklad

v =y 4+ vy, vw € W,up € W.
Korzystajac z tego, zdefiniujemy

D:V/W 3 [v] = vweW

Takie odwzorowanie jest dobrze zdefiniowane, czyli jezeli [v] = [w] to ®([v1]) = P([va]).
Wiagnie,

W' =[] & Jw e W,y + vy = vjy + 05 +w S vy — vy = U + W — v
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Skoro W N W, lewa strona nalezy od W i prawa do W, to

('] = [V & vy — vl =0 & vy = v5.

Zatem ®([v']) = ®([v*]). Poza tym, ®)[v'] = &([v*]) = [v'] = [v’] i ® jest injekcja.
Dodatkowo, ® jest surjekcja poniewaz dla dowolnego elementu e € W mamy, ze

B([e]) = e.

Wigc, ® jest bijekcja i skoro W ~ R wynika, ze V/W ~ R. [



