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Przestrzen dualna, annihilatory

Javier de Lucas

Cwiczenie 1. Sprawdz, czy nastepujace odwzorowania sa formami liniowymi:

a) D: C=(R 9fb—>Zan a, ER,  peN, to € R,

dt”

t1
b) D:C°([0,1]) > f »——)/ e f(z')dz' € R, a € R, to,t; €10,1],
to

Tir. .. '‘T12 n
Q) Tr: Mn;K)S | .o ... il s €K

Tpl -+ Tpn

Cwiczenie 2. Dana jest przestrzeri liniowa M (R) macierzy 2 X 2 o wspélezynnikach w
R. Oblicz baze dualna bazy

|1 Q = | 0=l =1 1 w1l 0
my = 0 1 S BT = & i , Mg = 11 Sy (= 11 .

Rozwigzanie: Musimy znalez¢ formy liniowe wy, ..., wy @ Ma(R) — R takie, ze
wi(mj) 3 51]7

gdzie 5{ to funkcja delta Kroneckera, czyli 5? =1ldlai=7i 517 = 0dlai # j. Korzystajac
z form liniowych

Ty T2

91M2<R)9[ :|l—>ZL’i€]R,

xr3 T4

mamy, ze

w1:91—93, w2:94—91, w3:91—|—82—94, w4:—91—92+93+84

spelniaja takie warunki. Skoro baza dualna jest jedyna, to wi,...,ws to baza dualna
bazy 91, e 7&4.
Jezeli nie widaé¢ bezposrednio jaka jest baza dualna, to musimy obliczy¢ wy, .. ., w;.

Za pomoca bazy dualnej mamy, ze

w1 = )\101 + )\292 + )\393 + )\49
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Ta forma liniowa speknia, ze
L=wi(m) =AM+ XA, 0=wi(ma) = A+ A3,

O:wl(mg):)\1~l—)\2—i—)\3—i—)\4, O:wl(m4)=)\1—i—)\3+)\4.

Macierzowo taki uklad wyglada nastepujaco

1 0 0 1)1 1 00 1|1 1 00 1|1
01 0 1[0 I8 01 010 _& 01010
1 11 1]0 011 0|1 010 0] O0
101 1]0 0 26=Ec0) —1 000 1 0]-1
Zatem A3 = —1, A\ =0, Ay =01 A\; = 1 Dla drugiej formy w-
100 10 1 B0 nl|0 100 1|0
010 1|1 =, 010 1]1 = 010 1|1
1 1110 01 1 0]0 01 0 010
101 110 § k0.5 1a Ou[\D 0 01 010
Zatem A3 =0, Ay =0, Ay =11 A\ = —1. Dla ws:
1 0 Q=P R O O Ly 1.0 0 1|0
01 010 = @l ' 0 o IfO . 01 0 10
1 11 1|1 0.1ty -2 0. T 01 001
1 01 10 0 Of=k 0|0 0 01 010
Zatem )\3 = 0, )\2 = 1, )\4 =-1i )\1 =1. Dla Wyq.
100 1]0 100 1|0 1 00 1|0
01 0 1]0 N 01 0110 . 0 1.0 elosing
11 11/0 011010 01 0 0]-1
190 d8d= 1 0 01 01 0 0=g- 0] 1

Zatem A3 =1, o =—-1, Ny, =11\ =-1. 01

Cwiczenie 3. Dana jest przestrzefl C°([—1,1]) funkcji ciaglych na [—1,1]. Dane sa

)
podprzestrzenie P = {f € C%([-1 ])If( )= f(=2)}, N ={f € C-1,1])| f(z) =
—f(=x)}. Dowieé¢, ze P & N = C°[—1,1]). Skonstruuj podprzestrzeni B;, By C
[CO([—1,1])]* takie, ze

feP = w(f)=0Vw € By, f €N < ws(f)=0Vwy € Bs.
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Rozwigzanie: Zdefiniujemy
6, :C°l=1,1] > f— f(z) €R
dla 2 € [—1,1]. Latwo udowodnié, ze 4, jest forma liniowa:

0u(Af1 + Aafo) = (AL + Ao fo) (@) = M fi(2) + Ao folz) = A0u(f1) + A20a(f2),
dla A, A € R, fi, f2 € CO[=1, 1]. Widad, se f € P wtedy i tylko wtedy gdy
fePe f(z)=f(-=),Vz € [-1,1] & 6:(f) = 6-.(f), Vo €[-1,1]
< (0, —=0_2)(f) =0,V € [-1,1].
Widat, ze jeseli (6, — SL)(f) = 0 dla 2 to (64 —'6)(F) =0-dla —z. Wiec,
[EP S 0= 0:)(f)=0Yz & [0;1]
Formy w, = 8,° 6_, zgenerujy-podpizestrzénta By ¢ JCO[=1, 1])]*. Widas, ze
fe€Psw(f)=0,Vu<€ B.

Podobnie
f €N & w(f) =0,Vw € By,

gdzie By = (W), = 0, + 6_,|z € [0,1]).
U

Cwiczenie 4. Dana jest podprzestrzeri R[] wielomianéw o wspétezynnikach w ciele R
stopnia mniejszego/réwnego n. Dana jest baza Py = 1,..., P, = t" wielomianéw R,[-].
Zbuduj baze dualna.

Rozwigzanie: Musimy znalezé formy liniowe wy, . ..,w, € R[] takie, ze w;(P;) = &/
Wiemy, ze istnieje tylko jedna taka baza. Zdefiniujemy

1d"P
k . mny. —
R[5 P S= (0 €R, k=0,....n,
gdzie 'P = P(0). Wtedy tatwo wida¢, ze

5 () = &b
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Cwiczenie 5. Dana jest podprzestrzen V przestrzeni liniowej £. Udowodnij, ze zbior
Ve wszystkich form liniowych w € E* takich, ze w(v) = 0 dla kazdego v € V jest
podprzestrzenia liniowa przestrzeni £E*. Jezeli dim F < oo, wykaz, ze dim V° = dim F —
dim V.

Rozwigzanie: Udowodnimy, ze V° jest podprzestrzenia liniowa. Aby to zrobi¢ pokazu-
jemy, ze jest niepusty i ze dowolna liniowa kombinacja elementow V° nalezy do V°.
Wida¢, ze V° jest niepusty poniewaz forma liniowa zero, czyli w : e € E — 0 € R
nalezy do V°. Teraz, dane dowolne formy liniowe wy,wy € V° i skalary A1, Ay € R mamy,
ze
(Arwr + Asws) (v) = Awi (v) + Adsws(v) = 0.

Zatem V° jest podprzestrzenia liniowa.
Udowodnimy teraz, ze jezeli dim E < oo to dimV° = dim £ — dim V. Dana baza

{v1,...,v,} podprzestrzeni V', mozemy rozszerzy¢ ta baze do bazy przestrzeni E za po-
mocg pewnych wektorow v, 41, .., vy, gdzie n = dim'V. Do bazy {vy,...,v,} przestrzeni
liniowej F istnieje zawsze baza dualna wy, ..., w, speliajaca, ze

wi(”j) = 5;7

gdzie 0} to delta Kroneckera, czyli §) =1 dla i =j i, =0 dla i # j. We szczegblnosci

widaé, ze dla i = r 4+ 1,...,n mamy, ze w;(v;) = 0. To oznacza, ze formy w,11,...,wy
zeruja sie na bazie podprzestrzeni V. Skoro vy, ..., v, generuja V iw, 11, ..., w, saliniowe,
to te formy liniowe zeruja si¢ na podprzestrzeni V. Wowczas, formy liniowe pod-
przestrzeni (Wyy1,...,wy) zeruja si¢ na V, czyli

<w7"+17 sata? 7wn> CV.

Teraz mozemy udowodnié, ze V° C (w41, ..,w,). Dana dowolna forma liniowa w € V°,
taka forma liniowa mozna zapisaé¢ jako liniowa kombinacje elementéw bazy dualnej

n
w = E AoWe,-
a=1

Skoro w sie zeruje na V', to zeruje sie na vy, ..., v,. Wiec,

Ozw(vj):Z)\awa(vj):Z)\aég, j=1,...,r
a=1 a=1
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7 tego wynika, ze A\; = ... =\, = 0. Wiec,

I8
W= Z AaWa € (Wri1y -y Wn).

a=j+1
Zatem V° C (Wry1, ... ,wp) i
Ve = (Wrt1y- oy Wn)-

To oznacza, ze dimV° =n —r. [

Cwiczenie 6. Dane sa podprzestrzenie V, W przestrzeni liniowej E. Udowodnij, ze
(V+W) =VenWwe, Ve+Wwe c (VnWw)%, ¥ie V°o°
Jezeli dim E < oo, to Vo=V i Ve W° = (VNW)°.

Rozwigzanie:

Najpierw, udowodnimy, ze (V +W)° = VenWe. Jezeli w € (V + W)°, to w zerujeg
sie we szegdlnosci na V i na W. Zatem w € V° Aw € W°. Woéczas w € W°NVe°i
(V+W)y cwenve.

Odwrotnie, zakladamy, ze w € V°NW?®. Z definicji przestrzeni V + W, kazdy element
e € V + W mozna zapisa¢, jako sume e = ey + ey, gdzie ey € V i ey € W. Skoro w
jest liniowa, to

w(e) = w(ey) + w(ew)-

Skorow € V°iw e W°, to
w(e) =wley)+wlew)=04+0=0.
Zatem, w(e) = 0 dla dowolnego e € V + W iw € (V + W)°. Z tego wynika, zZe

Venwe c (V+W)e.
Poniewaz (V 4+ W)° C VeNWeiVenWe C (V+ W) to VeNWe = (V + W)e.
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Teraz udowodnimy, ze V° + We° C (VNW)°. Jezeli w € V° 4+ W?, to
w = wy + woy,
dla pewnych wy; € V°iwy € W°. Zatem, dla dowolnego e € V N W mamy, ze
w(e) = wi(e) +wale) =0+0=0.

Wiee, w € (VN W)°. Zatem Vo + We° C (VNW)°.

Teraz udowodnimy, ze V' C V°°. Zauwazmy, ze lewa strona to V' C E i prawa strona
to Voo C E**, czyli V i V°° naleza do réznych przestrzen. Natomiast, takie wyrazenie
ma sens poniewaz, kazdy element E, w szczegdlnosci kazdy element V', mozna zrozumieé¢
jako element w E**. Aby to zrobié¢, przypominamy, ze kazdy element e € E mozna
zrozumie¢ jako odwzorowanie ¢, : E* — R, czyli ¢, € E**, postaci

de(w) = w(e).
Widag¢, ze ¢, jest forma liniowa na przestrzeni sprzezonej E*:
Pe(Awr + Aawa) = (Mwr + Aaws)(e) = Mwi(e) + Aawa(e) = Mige(wr) + Aage(w2)

dla dowolnych A, Ao € Riwyws € E*.
Dany element e € V', mamy ze

Jako element ¢, € E**, mozemy zapisac¢
¢e(w) =0, Yw e V°

ig, e Vee. Wiec, V C V°°.
Aby udowodnié, ze V°° = V trzeba korzystaé ze skoniczonego wymiaru V' (ogélnie to
nie prawda).
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Skoro dim E' < oo, to dimV° =dim E — dim V' i dim F = dim E*. Zatem mamy, ze
dimV° =dim F—dimV = dim V°° = dim £*—dim V° = dim F*—dim E+dim V' = dim V.
Woéwcezas, dla dim ' < oo, mamy, ze dim V°° =dimV i V°° C V. Zatem V°° =V.

Jezeli zakladamy, ze dim £ < oo, mozna udowodni¢, ze V° + W° = (V. N W)°.
Wiasnie,

dim(VNW)?=dimE —dimVNW =dimE — (dimV +dim W —dimV + W)
= dim F—dim V—dim E4+dim E—dim W+dim V+W = dim V°+dim W°—dim(V+W)°.

7 tego wynika, ze
dim(VNW)° =dim V° +dim W° — dim(V° N W?) = dim(V° + W°).

Skoro dim(V° 4+ W°) = dim(V N W)%i Vo +W° C (VAW)® to Vo +W° = (VNW)°. O



