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Uwagi organizacyjne: kazde zadanie rozwigzujemy na osobnej kartce. Kazde za-
danie nalezy podpisa¢ imieniem i nazwiskiem wtasnym oraz prowadzacego ¢wiczenia.
Na wszelki wypadek prosimy tez o podanie numeru grupy. Prosimy o sprawdzenie,
czy telefon komérkowy jest wytaczony a kalkulator i inne pomoce naukowe (np. ta-
blice matematyczne) schowane. W razie watpliwosci prosimy o kontakt z asystentem.
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Zadanie 1. Zapisz réwnanie % -+ g—y; =0, gdzie z = z(x,y),
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Zadanie 2. Wyznaczy¢ i zbadaé punkty krytyczne funkeji z(z, y) niejawnie zadanej
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réwnaniem: z —I—z+7+(2x—y) +3=0.
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Rozwiazanie: Aby znalez¢ punkty krytyczne musimy rozwiza¢ uktadu

0 0 2
8*;:0, azzo» P(z,y,2) =2+ 2+ —5—

x2+1+(2x—y)2+3:0.

w punktach gdzie 0F/0z # 0, czyli kiedy z mozna przedstawié jako z = z(x,y) za
pomoca funkcji F'.
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Aby obliczyé¢ 0z/0x 1 0z/0y korzystamy z wzordw:
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To prostsze niz obliczy¢ z(z,y) za pomoca F(z,y,z) = 0 i obliczy¢ jej pochodne
(wyrazenia z = z(z,y) moze by¢ bardzo skomplikowane). Z powyzszych wzoréw
widaé, ze punkty krytyczne funkcji z = z(x, y) sa punktami (xg, yo) takimi, ze punkt
(%0, Yo, 20), dla pewnego 2, jest rozwigzaniem réwnan:

2
8—F:8x—4y—u:0, 8—F:—Zl:(:—l—2y, F(z,y,2)=0

T dy
10F/0z # 0. Z drugiego rownania 2x = y. Z tego i pierwszego wynika, ze x € {1, -1}
albo z = 0. Korzystajac z F(x,y,z) = 0, zauwazamy, ze F(z,y = 22,0) = 3 # 0.
Wiec, nie istnieja rozwiazania tego ukladu z z = 0. Natomiast, dla x = 1 mamy
y=212>+22+3=0, czyli z = —1. Jednoczesnie, dla z = —1, mamy, ze y = —2 i

z = —+/3. Ponadto,
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Podsumujac, funkcja z(z,y) ma punkty krytyczne

P=(1,2 (2(1,2)=-1), Py=(-1,-2) (2(-1,-2) = —V3).



Przyanalizuzemy, czy takie punkty sa maksimum,

Muszimy obliczy¢ macierz Hessiana:

minimum, czy punktem siodta.
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to macierze Hessiana sa
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Widaé, ze dla pierwszego punktu, czyli (1,2), to D; < 01 Dy > 0. Wiec, to localne
maksimum z = —1. Dla drugiego punktu, (—1,—2), mamy, ze D; > 01 Dy < 0. To
punkt siodta.

Zadanie 3. Obliczyé obj@tos’é czesci na ktore ,podwojny” stozek 2—; +
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Rozwiazanie: Korzystamy z wspotrzednych eliptycznych (r, 0, ¢):

T =arcospsinb, y=>brsingsinb, z=crcosb,

gdzie r > 0, ¢ € [0,2m) 1 6 € [0, 7). W tych wspéhrzednach, mamy, ze
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Punkty przeciecie miedzie takymi brytyami spetniaja, ze
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Widaé, ze gorna czgsc przeciecia, A, jest takie, ze r € (0,1], ¢ € [0,27) 1 6 €
[0,7/4). Wowczas, objetosé przeciecia jest

/ drdydz = / |JEYE | drdgdo = / / / 58 | drdgdo.
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Latwo obliczy¢, ze
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Wigc, objetos¢ gornej czesci przeciecia to
1 /4 2w 2
/ drxdydz = abc/ rzdr/ sin 9d9/ dp = ?abc[l — cos/4].
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Objectos¢ catego przeciecia to dwa razy tyle.

Zadanie 4 Znalez¢ rozwiazanie ogdlne rownania rézniczkowego:
: y :
sin x cos y—— = cos x sin y.
dx
Podaé rozwigzanie szczegblne, spetniajace warunek poczatkowy y(0) = 7.

Rozwiazanie: Pisac réwnanie w postaci

cosydy  coswdzx

siny sinx
widaé¢, ze to rownanie w rozdzielnych zmiennych. Sprawdzamy kiedy mianownik
po prawiej stronie sie zeruje. To moze prowadi¢ do rozwiazan szczegdétowych. Mia-
nownik, sie zeruje, gdy siny = 0, czyli kiedy y = km 1 k € Z. Wida¢, ze to sa
rozwiazania szczegotowe réwnania. W szczegdlnodci, y = 7 to rozwigzanie szcze-
gétowe, ktore spelnia, ze y(0) = m. Wiec, to rozwiazanie szczegdtowe spelniajace
wymagany warunek zadania.
Gdy siny # 0, mamy, ze
v cosyd z cosx dx
[resydy _ preoseda
siny sin
Woéwezas,
log | siny| = log |sinz| + C = |siny| = ¢|sinz| = siny = Asin, AeR.

Jezeli dla z € [—1, 1] zdefiniujemy arcsin(z) jako kat ¢ w [—m, 7] taki, ze sin(p) = z,
to

y = arcsin(\sin z)+2k7m albo m—y = arcsin(Asin z)+2km, keZ, AeR.

Wiec,
y = arcsin(Asinx) + km, ke Z, AeR.

Rozwiazania rownania wygladaja nastepujaco



Widaé, ze nie istnieja szczegbélowe rozwiazania takie, ze y(0) # km dla pewnego
k € Z. Kiedy y(0) = k7, rozwigzanie nie jest jedynem.



