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GEOMETRIA ROZNICZKOWA DLA POCZAKUJACYCH

Kilka dodatkowych rozwiazan

J. de Lucas
Dana rozmaitos¢ N, czyli zbior punktow, ktéry lokalnie wyglada jak R™, mozemy
zdefiniowa¢ dla kazdego punktu p € N przestrzen styczna 7,N. Przestrzen styczna to
przestrzen liniowa wszystkich pochodnych kierunkowych w punkcie p. Mozemy zain-
terpretowa¢ kazda pochodna kierunkowa jako wektor. Wiazka styczna do N jest zbior
wszystkich przestrzen stycznych do N.
Wiazka styczna pozwala nam powiedzieé, ze jakas pochodna, np.

to odwzorowanie D : R? — TR2. Wlagnie, dla kazdego punktu p € R? np. dlap = (1, 1),
mamy jedna pochodna kierunkowa, np.

0 0

R A

Ponadto, dla kazdego punktu rozmaitosci N mamy przestrzen dualng do 7, N, tzn
TyN. Mowimy, ze ta przestrzen to przestrzen kostyczna do p. Przestrzen wszystkich
przestrzeni kostycznych, to wiazek kostyczny TN do N. Kazda rézniczka to odw-
zorowanie df : p € N v df, € T*N, czyli dla kazdego punktu, df, to funkcja liniowa.

Cwiczenie 1. Oblicz rézniczki funkcji
flz,y,2) =ayz+a®+y*+22  flr,y,2) =2’y —2y—sinz,  f(z,y,2) =2°+y".
i oblicz jej wartoséi, (df), € TyR* w punkcie p = (1,2,4). Dany pochodne kierunkowe

0 0 0
= — +2—+3— € T,R?

D
ox dy 0z

oblicz (df),(D,) dla ¢ = 1,2,3. Pamigtajac, ze dz*(0/0x7) = 6%, sprawdz, ze

(Dpf)(p) = (df)p(Dy).
Krétko mowiac, rozniczka pozwala nam obliczy¢ pochodne kierunkowe funkcji rozniczkowalnej.

Cwiczenie 2. Oblicz rézniczka funkeji f : (z1,...,2,) € R" — f(z1,...,2,) € R.
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Cwiczenie 3. Oblicz rézniczki funkcji
flz,y,2) =ayz + 2> + 9 + 22, f(z,y,2) = 2°y* — 2y —sin 2, flz,y) = 2* + >
i oblicz jej wartos¢i w punktach (2,3,4), (1,2,1) 1 (2,3,4).
Cwiczenie 4. Oblicz rozniczke zewnetrzng formy
w1 = (2%y + 2)dz + 2yzdy + 2ydz wy = (2*y* — 2y)dz — sin zdz, ws = (22 +1%)

1

we = (2%y + x)dx A dy + vyzdy A dz + 2ydz A dw wy = (2%y* — 2y — sin 2)dz A dy.

wy = sin(2?2)dz A dy + 2xydz A dy — dz A dz, ws = (zzdr + yzdy — (2% + y?)dz)
Rozwigzanie: Mamy, ze
dwy = d(z*y + ) Adz + d(zyz) A dy + d(2%y) A dz.
Skoro
d(z*y+r) = 2zyde+2?dy+de, d(zyz) = yzde+yrdz+azdy, d(zy) = 2zydz+22dy,
to
dw, = (2zydx + 2*dy + dz) A dw + (yzdx + yrdz + xzdy) A dy + (2zydz + 22dy) A dz.
Przypominamy, ze dx A dx = dy N\ dy = dz N dz = 0. Wiec,
dw, = 2?dy A dx + (yzdz + yadz) A dy + 22dy A dz.

Tez musimy zauwazy¢ ze dx A dy = —dy Ndx, de Ndz = —dz ANdy, dy Ndz = —dy N dz.
Z tego wynika, ze

dw = (2% — yx)dy A dz + (2y — 22)dz A dy.

Warto pamietaé, ze ddw; = 0, wigc, jezeli nie widac¢ tego z poprzednego wyniku, to cos
jest nie tak...
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Warto zauwazy¢, ze jezeli mamy pole wektorowe
F = (ay + x)i + 2yzj + 2°yk,

ktory ma takie wspdlezynniki jak wy, w szczegdlnosci i <+ dx, j <> dy, k < dz, to jego
rotacja jest

i j k
VXF=|5 % &= -yi+ly-2k
F, F, F,

i wspdélezynniki rotacji sa wspolczynnikami formy dw, dla i <> dy Adz, j <> dz Adx i
k < dy A\ dz. Jezeli

we = (2 + x)dzx A dy 4+ zyzdy A dz + 2*ydz A dx.
Mamy, ze
dws = d(z®y + ) Adx A dy + d(xyz) ANdy Adz + d(2*y) A dz A dx.
Skoro
d(x*y+2) = 2eyde+2dy+dr, d(ryz) = yzdet+yrdz+xzdy, d(2*y) = 2zydz+22dy,
iderANdr =dy Ndy =dz Ndz, to
dws = yzdz Ady A dz + 2*dy Adz A dx = (yz + 2*)dz A dy A dz.
Jest wazny zatwazy¢, ze jezeli pole wektorowe ma postaé
F = ayzi+ 22yj + (2®y + o)k

jego dywergencja, czyli

OF=w OF, =O0K
=L T Y A 2
\Y o - By + 52 yz + 2

jest wspoétezynnikiem dwuformy dwg, gdzie wg jest dwu-forma z wspolezynnikami . [

Cwiczenie 5. Dana funkcja f : R® — R, udowodnij, ze d*f = 0.
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Cwiczenie 6. Méwi sie, ze forma rézniczkowa jest zamknieta, gdy dw = 0. Natomiast,
k-forma w jest doktadna, gdy istnieje k& — 1-forma 6 taka, ze df = w. Udowdonij, ze
nastepujace funkcje sa zamkniete

2z 2y
= dr +
L+ 22+ 92 lL+z2+y

w = 2xdr + 2ydy + 2zdz w Sdy

Ktére sa doktadne?

Cwiczenie 7. Dana funkcja f : (z,y) € R — 22 +y% € R i forma dz on R. Oblicz
frdz.

Cwiczenie 8. Dana funkcja f : (z,y) € R? — (y,z) € R? i forma dz A dy on R2, oblicz
f(dx A dy).

Cwiczenie 9. Oblicz przestrzen styczna do powierzchni
P4 2L

w punkcie (1,1,1).



