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Zadanie 1. Obliczy¢ nastepujace granice

12
. (I+2)/*—e . V2 —coszes™® —cosx . 1—cosz®
lim —————— lim ) c) lim ———.
z—0 T z—0 1 — 1+ 222 z—0 210sin 10

Rozwigzanie: Rozwigzujemy pierwsza granice. Pamietajac, ze lim,_o(1 4 2)"/® = e, wia-
$nie

In(l+2) ru .. 1

Inlim(1+2)Y% = lim In(142)/® = lim 1 /zIn(14 z) = lim ———2 "= lim =0,
z—0 x—0 z—0 z—0 xT z—0 1 +x
widac, ze
. (14 z)Ye—le. Fe=¢ 10 :
lim = = - (nieoznaczonosc).
z—0 xz 0 0
Zatem
1+z)" —ey I 1z—(1+z)n(1
fim LF 2 T g Tt o i g gt 12— (14 o)in(l + o)
20 x 20 2 z(1 + ) z—0 12 1+z
L=  dk it x 1 ; 1 e
= e lith — — — —elim——mn--— =,
202z |1+ (14+2)? 14z =0 2(1 + x)? 2

Druga granice

b i V2 — coszesi T — cos
im
20 1o/ 22

rozwigzujemy za pomoca rozwiniecia Taylora drugiego rzedu dwoma metodami.
Metoda 1:

Rozwiniecie Taylora mianownika drugiego rzedu z resztg Peano:
1 — V14222 = —2% + O(z?).

Taki wyrazenie mozna otrzymaé bezposrednio wiedza, ze /1+y = 1+ y/2 + O(y).
Zatem, 1 — /14222 =1—-1—2%+ O(2?) = —2* + O(2?). Rozwinigcie Taylora licznika
I[(x) jest dtugie jezeli nie liczy sie odpowiednio. Mamy, ze [(0) = 0. Teraz,

dl esin’ (@) 2 dl

— =sin(z)P(z), P(z) = |14+ ——— + 2e" @) /2 — cos(z) cos(z)| = —(0) = 0.
fp =SOP@), P = |14 e (@) cos(z)| = -(0)
d?l dP d?l

— = cos(z)P(z)+sin(z)— (Nie trzeba obliczy¢ dP/dx!!l) = W(O) = P(0)=17/2.
T

dz? dx



ANALIZA |
8 stycznia 2015 _
Semestr zimowy QJ«\‘DZIE IZY@

Kolokwium II (rozwiazania)

=M=

N e
Ryt

Zatem
l(x) = Z:UQ + O(z?).
Wiec,
lim \/m&m% —cosT _ m E Ly _Z.
z—0 1 — m 250 — 2 4
Metoda 2:

Mamy, ze do drugiego rzedu wolét zera:

e = 1 4 224 O(2?), V14212 =14 2> + O(z?),
V2 Hicos 22 1 222 — x4 — =1 k[ 44O(z?).

Zatem do drugiego rzedu

V2 = cosze™® = 14 22 + 2%/4 + O(2%) = 1 + 5/42% + O(z?)

V2 = cosze™ T — cos . 14 Dalfa1 4+ rdy 2

lim = lim

z—0 1—-—v1+ Q2 z—0 — 12

Obliczmy trzecia granice:

i
7

1 — cosx19

Mamy, ze cos(z'?) =1 —2%/2 + O(2?°) i sinz'® = 2% + O(2%°). Zatem
1 — cos®!® s b~ L1k LI /2 1

lim ——— = lim .
z—0 xlo Sin xlo x—0 xm 2

0

Zadanie 2. Wykaza¢, ze funkcja: f(x) = x + sinz jest jednostajnie ciagta na R ( Wsk.

sina — sinb = 2sin %2 cos 4£2).

Rozwigzanie: Funkcja f jest jednostajnie ciagla kiedy
Ve > 0,30 > 0,|z1 —x2| <6 = |f(x1) — f(z2)] <e.

W naszym przypadku
|f(z1) — f(22)] = |21 — 22 + sin(zy) — sin(w2)] < |21 — 22| + | sin(z1) — sin(zy)|

) T1 — Ta T+ T2 . T1 — Ta
sin cos sin .
2 2 2

= |xy — x| + 2

< |y —zo| +2
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Funkcja sin(x/2) jest ciagta w x = 0, to dla €/4 > 0 istnieje 6; > 0 taki, ze
|z| < ) = |sin(z/2)| < €/4.
Niech § < min{d;,€/2}. Zatem jezeli |21 — x| < 6, to

xT1 — T2

|x1—x2|—|—2|sin( )|<€/2—|—6/2=6.
7Z tego wynika, ze funkcja f(z) jest jednostajnie ciagla.

Mozna tez zauwazy¢, ze |sin(z)| < |z| kiedy x pisze si¢ w radianach. To wida¢ na
okregu jednostkowym, gdzie mozemy zdefiniowa¢ funkcje trygonometryczne. W takim

przypadku, nie trzeba korzysta¢ z ciaglosci sin(z) i zadanie jest prostsze.
U

Zadanie 3. Udowodnij, ze dla x > 0 zachodzi nier6wnosé:

arctgx
1+z

In{Li+ z) >

Rozwigzanie: Skoro x > 0 mamy, ze

arctgx
14+x

In(l+2) > & fle)=(1+2)In(l +x) —arctgx > 0.
Aby udowodnié¢ taka nier6wnoséé¢ korzystamy z wzoru Taylora pierwszego rzedu wokoét
punktu o = 0 z reszta Lagrange’a. Wida¢, ze f(0) =01

df 1 x? df
. —1In(1 1— ="In(1 -
dx n(l+2)+ 14 22 n( +$)+1—|—x2:>dx

(0) = 0.

Dodatkowo
dif 1 2¢(1 +22) — 222z (1+22)?+2z(1 + )

de2 7 1+ (14 22)2 T fl=pz)(1 4 22)2

Z tego wyniku i korzystajac z wzoru Taylora pierwszego rzedu dla f wokoét zy = 0 dla
x > 0 wychodzi:
> f

5O >0 fea = ()

= fl—xé(ﬁ(x))x— > 0, 0(zx) €]0, z[.
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Zadanie 4. Zbada¢ w zaleznosci od parametru a ciaglosé i rézniczkowalnosé funcji:
1 1
= &_<&.0)
= & er—1? ? 4.1
f=r] m F et g (4.1

Rozwigzanie: Widaé, ze ta funkcja jest ciagla i rézniczkowalna dla x # 0. Sprawdzamy
co sie dzieze w punkcie z = 0. Funkcja jest ciagta w x = 0 kiedy

lim f(z)= lim f(x)= f(0).

z—0t z—0~

Aby by¢ ciagta, to powinno by¢ lim, o+ f(z) = f(0) = a, co zawsze spelnia sie z definicji
fii

— e e
a=lm Moo= -~ eln S0 Ay
1/ . er —1 1. e’ 1
= lim = =
z=0- (e — 1) +xe® 20~ 2" + xe® 2

Zatem, kiedy a # 1/2, to funkcja f(z) jest ciagta w R — {0} i kiedy a = 1/2, to funkcja
f jest ciagla w R.

Funkcja f jest rézniczkowalna poza zerem. Sprawdzamy czy funkcja f(x) jest roz-
niczkowalna w punkcie z = 0. Dla a # 1/2 funkcja nie jest ciagla w punkcie x = 0. Skoro
to warunek konieczny, aby by¢ rozniczkowalna, to funkcja f nie jest rozniczkowalna dla
a#1/2.

Zobaczymy, czy funkcja f jest rozniczkowalna w z = 0 dla a = 1/2. Przypominamy,
ze funkcja f jest rézniczkowalna w x = 0, kiedy f7(0) = f.(0) i sa skonczone, czyli
pochodne prawostronna i lewostronna réwnaja sie i sa skoriczone. Sprawdzamy czy takie
waruneki spekia sie:



ANALIZA |
8 stycznia 2015 :
Semestr zimowy QQXDZIE IZY@

Kolokwium II (rozwiazania) =(T1=

Nl @
e wansah

02 i LE SO s 1 -1 -1
z—0~ T z—0~ xT
ef—1-—xz 1 o . c
T G VR BT 2e" — 2 —2x —x(e®* — 1)
20~ x 20~ 2x2(e® — 1)

Za pomoca wzoru Taylora i e® = 1+ 2?/2 4+ 2*/3! + O(2*) mamy, ze wzor Taylora do
trzeciego rzedu licznika i mianownika wokol zera to

22%(e® = 1) =22*(1 + z — 1) + o(2®) = 22° + O(2?),

2-z)(e-1)-2r=2—-2)(I1+ax+2°/2+23/3 +...=1) -2z
=2%/3! — 23 /2 + o(2®) = -2 /3! + O(z?).

Wowezas,
. 2" =2 —2x —x(e” — 1) —z3/3! 1
0Pl 952(e* — 1) s~ 273 2. 3|
Natomiast,
i) FORYIL @
O lim 2t 2] =0.
R R R

Zatem, f'(0) # f"(0) i ta funkcja nie jest rozniczkowalna dla zadnej wartosci a.
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