ANALIZA |
20 stycznia 2015 :
Semestr zimowy \\Q\iDZI‘:'\k B IZ}’@

Lista XIX —

={{{|=

A M\
WERsyTEr AR

Kryterium zbieznoSci

Javier de Lucas

Zadanie 1. Zbada¢ zbieznos¢ szeregu:

[o.¢] 1 «

Z[l—nsin—} . aceR (1.1)
n

n=1

Rozwigzanie: Szereg zbiezny ) a, spelnia warunek konieczny lim,,_, . a, = 0. W na-
szym przypadku, wida¢, ze szereg (1.1) nie spelnia warunku koniecznego dla o = 0:

170
lim a, = lim [1—nsin—J = =0
n

n—-+00 n—+o00

Natomiast, dla a # 0 mamy, ze skoro funkcja wykltadnicza jest ciagta

. ; THALE . i _osin\°
lim a,= lim |1—nsin—| = lim |[1—mnsin— =(1- lim —*
n—-+00 n—-+00 n n——+oo n n—-+00 oy

Teraz mozemy pamieta¢ definicje Heiniego granicy funkcji

lim f(z) =be (2, "7 20 1T, # 20 Vn € N= f(z,) "3 D).

T—T0

Korzystajac z tego, widac, ze z

i sin x L
z—0 X
iz, =1/n "2E%° 0 wynika, 7e
L A
sin (=
lim 1(”) =1.
n—-+0o Py
Zatem
: e | % &
lim [1 —nsm—} =@ -B*=0
n—-+o0o n
dla a0 # 0.

Teraz sprawdzamy czy szereg (1.1) jest rozbiezny za pomoca kryterium poréwnaw-
czego. Przypominamy, ze kryterium poréwnawczne w postaci granicznej moéwi, ze dane
szeregi »  a, i Y b, o wyrazach nieujemnych, to jezeli

. a
0< lim —= < o0
n—+4o00o n
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to >, a, i), b, maja taki sam charakter, czyli albo sa jednoczesnie zbiezne albo jed-
noczsnie rozbiezne.

W naszym przypadku, porownamy (1.1) z szeregiem Y. 1/n**. Zatem, mamy obli-
czy¢
[1 — nsin ﬂ “

lim il
n—-+o0o —Sa
n
Skoro funkcja wyktadniczna jest ciagla, to
. [1—nsini])® ~ 1—nsini]”
Hm S = rmim  —
n—+o00 n—+o0o

e 2
Korzystajac z definicji Heiniego granicy funkcji i skoro 1/n — 0, to mozemy obliczy¢
poprzednia granice obliczajac nastepujaca granice (przez Taylor)

i —x3 /3|
R % 1
lim = lim ==
x—0 1’2 x—0 [L‘2 6

Skoro x,, = 1/n e B # 0, z tego wynika, ze

R ol oy
ik [1 nsmn] _1

T —
n——+o0o oy 6

i nasz szereg (1.1) i > 1/n®* maja taki sam charakter. Zatem, skoro Y 1/n®* jest
szeregiem harmonicznym rzedu 2a, to dla 2a < 1 jest rozbiezny i dla 2a > 1 zbiezny.
Tak samo dla (1.1). O

Zadanie 2. Zbada¢ zbieznosé szeregu:

fﬂv’—@ﬂ,aﬁ>u (2.1)

n=1
Rozwigzanie: Widaé, ze

il ol/ - %"= 15 1 2,0
Zatem, ten szereg spelnia warunek konieczny zbieznosci. Aby sprawdzi¢. czy ten szereg
jest zbiezny, korzystamy z kryterium poréwnawczego. Mamy, ze

a® — b*

. . Tz r E
QI:IL% = glcli% In(a)a® — In(b)b* = In -
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Z definicji Heiniego i poprzedniej granicy tatwo wynika, ze

CLl/n i bl/n a
lim ——— =1In-.
n—-+o0o ]_/n b
Zatem, nasz szereg i > 1/n maja taki sam charakter. Skoro ) 1/n jest rozbiezny,
to (2.1) jest rozbiezny.
U

Zadanie 3. Obliczy¢ promieri zbieznosci szeregu i zbadaé jego zbieznosé na kranicach
przedzialu zbieznosci:

(o} n 00 n 24 3n
DI P ST i
“ ; Vn ; nb - ; S
d) Z ﬁx", e) Z \l/on;x”, f) Zcos(n)x".
n=1 n=1 n=1

Rozwigzanie: Definiuje si¢ promien zbieznosci szeregu > a,(z — 2)" jako

1

" lim SUDA_i 5o |dn |/

albo réwnowaznie !

lim.supl Moo

R:

lanta]
an|

Ogolnie (nie zawsze), korzystamy z pierwszej definicji kiedy a, ma potegi do n’ej i z
drugiej kiedy pojawiaja sie liczby n! Warto pamietac, ze jezeli istnieje lim,,, o |ay|, to
lim sup,,_, ; oo|@n| = limy, 4 |a,|. Kiedy limsup,,_, . |a,|"/" = 0, to R = +o0.

Promien zbieznosci pozwala nam zagwarantowac, ze szereg jest zbiezny dla = € (zo—
R,x0+ R). Dla x = 2y £ R, trzeba osobno ustali¢ czy szereg jest zbiezny czy rozbiezny.

Dla F
a) Z

n=1

Bk

mamy, ze
1 1 B

iy o0 |1/v/R) 7" limppe0 1/nl/20
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Zatem, skoro poprzednia granica istnieje, to granica goérna tez i sa sobie rowne. Wow-

czas,
1 1 e

- limsup,,_,, |1/v/n|t/" i 4o 1/nl/2n

Wiec, szereg jest zbiezny dla x € (—1,1). Dla x = 1 szereg ma postac

A
2T

To szereg harmoniczny rzedu 1/2, wiec rozbiezny. Dla = —1 mamy szereg
n=1 \/ﬁ :
Na mocy kryterium Leibniza, taki szereg jest zbiezny (warunkowo).
Dla 3
:L.’Vl
b o B
) ; non
mamy, ze
i . 1 e
limg o6 1/(n5™)Y/m | limy, s oo 1/ (ndf75) —
Wiec,

1 1

R - =
limsup,,_,, . 1/(nd™)Y/" = lim,_, 4 1/(n!/"5)

=5.

Zatem, szereg jest zbiezny dla z € (—5,5). Dla # = 5 szereg ma postaé

o0

1

To szereg harmoniczny, wie¢ rozbiezny. Dla @ = —5 mamy, szereg >~ (—1)"/n. Na

mocy kryterium Leibniza, taki szereg jest zbiezny (warunkowo zbiezny).

Analizujemy

3"
c) Zn+1x.

n=1
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Skoro a, ma posta¢ z liczbami do n’ej, korzystamy z definicji

1

~ limsup,,_, 4 oo |an|

R

1/n

Teraz
1 1 1

iyt 00 [@n] 7 liMysie03/(n+ 1)1/~ 3

Gdzie zauwazylismy, .ze 1 = lim,_, 4o (n)"/" < limy, 400 (n + 1)Y™ < limy,_ 400 (2n)V/7 =
1.

Zatem
1 1 .

lim sup,,_, , o |an|*/™ ~ m)’ 3/(n+1)in 3

Wiec, szereg jest zbiezny dla z € (—1/3,1/3). Dla 2 = 1/3 szereg ma posta¢

1
Zn—i—l'

n=1

To uogélniony szereg harmoniczny, czyli ma posta¢ ) 1/(an + b) dla a # 0, wiec
rozbiezny. Dodatkowo, korzystajac z kryterium poréwnawczego, to

, 1/n
hm R W e ]
n—+o0o 1/(n g 1)

Zatem, skoro > 1/n jest rozbiezny, to Y, 1/(n + 1) jest rozbiezny.
Dla x = —1/3 mamy szereg
e )
Z n+1’

n=1

S

—~

Na mocy kryterium Leibniza, taki szereg jest zbiezny (warunkowo).
Teraz analizujemy

00 n2
d> Z 3n4n+1$
n=1

Skoro a, ma posta¢ z liczbami do n’ej, korzystamy z definicji

1

limsup,,_,, o |an

‘l/n
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Zatem,
1 == 1 B 1 _ 1o
limy, s o0 |@n|/™  limy_yqoo n2/m/(3n4nt)1/n — lim,_, o n2/n/(3 - 41+1/n) — 77
i
1 1
limsup,, o lan¥™  lmy, oo |a, /"
Wigc, szereg jest zbiezny dla o € (—12,12). Dla o = 12 szereg ma postaé
i
n=1
To szereg harmoniczny rzedu -2, wiec rozbiezny.
Dla x = —12 otrzymamy szereg
5
B
n=1
Na mocy kryterium Leibniza, taki szereg jest zbiezny (warunkowo).
Rozwigzujemy teraz
o \/ﬁ -
e) ; rh e
Poniewaz a,, ma postac z liczbami do n’ej, korzystamy z definicji
N 1
limsup,,_, | oo |an /™
Zatem, korzystajac z wzoru Stirlinga n! ~ n"e™"v/2mn mamy, ze
1 - 1 ‘3 10 _0
My, oo |a@n|/m = v
” llmn—>+00 |: = elon\/%:| 1mn4}+oo ne o
Wiec,
1 1

- limsup,, ., o |an|/™ - lim,, 4 oo [an|V/™ -

i szereg jest rozbiezny dla dowolnego = # 0. Szereg tylko mozna sumowaé dla x = 0. [J
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Zadanie 4. Obliczy¢ promien zbieznosci szeregow:

;%xQ +1 222 )2+l ;ﬁ

Rozwigzanie: Dla pierwszego szeregu i korzystajac z wzoru Stirlinga, n! >~ n"e™"+v/27mn,
otrzymamy, ze

& n
( lim |Cl2n+1|1/(2n+1))_1 N Lm Y o R -0 S A
n—-+o0 n—-+00 n! Ao n”e—"\/%

el/? - 1
={=lim ——— e
n—-+00 4"+12/ 27Tn \/E

R = (Hmsup, - yoclonl ) = 1 Jadogal /@) =

n—-+0o00o

s~

Teraz mamy obliczy¢ promieri zbieznosci szeregu

E 2271 2n+1

W tym przypadku, trzeba wprowadzi¢ takie wyrazenie do postaci ) a,(z — zo)", czyli

[e.9]

Z 22n(3 2n+1 Z 3. 62n 4/3)211-&-1.

n=0

Rozwiazywajac mamy, ze

n——+ n—-+00

E S
2n+1 1
( hm |agnga] /)T = ( lim V3. 62") =

-1
] 1
R = (limsup,_, ,|a,/"/") " = ( lim V3. 62”) =5

n—-+00

Teraz mamy obliczy¢ promieri zbieznoSci szeregu

i (22 + 2)3"
14+n2

n=0
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W tym przypadku, trzeba wprowadzi¢ takie wyrazenie do postaci ) a,(x — x¢)",

czyli

Rowiazujac, to mamy, ze

( lim ]a3n|1/(
n—4o00

i 2% (x + 1)
it U

)1 _ < lim m) - ;

n—-+00

R = (lim Supn—>+oo|an|1/n)_1 = ( lim |a3n|1/(3n))_1 =

0

n—+00,

1
5

Zadanie 5. Korzystajac z rozwiniecia f(x) = arctgx w szereg Taylora znalezé sume

szeregu:

Rozwigzanie: Wiemy, ze

Dlaz <1iy=—2?, wiemy, z

1

I
>_(=1) on + 1
n=0
df¥e = 1}
de 1+ x2
e

1+ 22

Yy n=0 n=0
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Zatem, prawa strona to szereg Taylora funkcji g(x) = (1+2%)~!. Calka prawej strony
bedzie szeregiem Taylora dla f(z):

f(a:) _ Z é;i)ixmﬂ +C,

n=0

gdzie C trzeba ustali¢ przypominajac, ze f(0) = C' = 0. Wowczas,

f(l‘) _ Z (_1)n [E2n+1.

- 2n + 1
Wreszcie
Ir =l I8
;(—1) el f(l) +=arctanl= Ve
O

Zadanie 6. Korzystajac z rozwiniecia funkeji sin x oraz cosx w szereg Taylora znalezé

sume szeregu:
00

(=1"n
—~ (2n+ 1

n

Rozwigzanie: Mamy, ze szereg Taylora sinusa i cosinusa maja postaé

= (=1)na?ntt o (W

sin i E T cosT = E D
| |
—~ (2n+ 1)! —~ (2n)!

Widag¢, ze

' g = (_1)nx2n+1 = (_1)nl,2n B > (_1)nx2n+1 1
_51nx+xcosx——z—(2n+1)! —l—xnzzo—(2n)! —Z (2n)! _2n—|—1+1 .

n=0 n=1

Z tego wynika, ze

1 o
5(— sinz + xcosx) = Z

(_l)nnx2n+l
n=1 (

2n +1)!

Zatem
o0

(-D)"n 1 ,
(Qn——|—1)| = §(COS 1 —sin ].)
0 !

n=»



