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Szereg Taylora

Javier de Lucas
Zadanie 1. Wykaz, ze ¢* > 1 + z dla kazdego = # 0.

Rozwigzanie: Funkcja f : x € R — e® € R jest nieskoriczenie wiele razy rozniczkowalna
w R. Z tego powodu, dla kazdych =,y € R mozemy zapisa¢ funkcje f(z) za pomoca
wzoru Taylora wokot xq jak:

n k) 20
)= Z / li! )(at —x0)F + R, (z, 7o),

gdzie R, (x,x0) to jakas funkcja, tzw reszta, taka, ze lim, ., R,(x,x0)/(x — 29)" = 0

i f%(z0) to pochodna stopnia k w punkcie g, tj. f¥(z¢) = d*f/dz"*(x0) dla k > 0 i
zdefiniujemy 9 (xq) = f(x0). Mowimy, ze

n k) 0 :
Zf /5! o)

to rozwiniecie/wielomian Taylora stopnia n funkcji f wokol x.
Reszte mozna zapisa¢ na kilka sposobow. Tutaj korzystamy z reszty w postaci La-

grange’a:
e fn+1)(0>
Rn(l’,l'o) = m(fﬂ — X
gdzie 0 to jakas liczba miedzy x i xg, tj. xg < 0 < x lub x < 0 < xy.
Aby rozwiazaé zadanie, wystarczy korzysta¢ z wzoru Taylora dla n = 2 wokot xy = 0.
W takim przypadku, mamy ,ze fO(0) = fY(0) =11 f2(0) = ¢’. Wiec,

>n+1’

69

f(x) =142+ R (x,0), Ry(z,0) = 5352.

Skoro €/ > 0, to Ry(x,0) > 0 dla z # 0. Zatem,

14z <1l+a+ Ri(z,0) =€, Vo # 0.
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Zadanie 2. Wykaz, ze e > 1+ x + ”g—? + "’g—? dla kazdego x # 0.

Rozwigzanie: Juz wiemy, ze funkcja f : x € R +— € € R jest nieskoniczenie wiele razy
rozniczkowalna w R. Wowczas, dla kazdego x, g € R mozemy zapisa¢ funkcje f(z) za
pomoca wzoru Taylora wokot xg jak:

n k) o .
f(x)zzf k(! )(x—xo) + R,(x, o),

gdzie reszte mozna zapisa¢ jako:

n+1)
Badoiteh= f—@(x —

(n g 1)! )n—i—l

?

gdzie 6 to jakas liczba miedzy = i xg, tj. z9 < 0 <z lub x < 0 < z.
Aby rozwiazaé zadanie, wystarczy korzystac z wzoru Taylora dla n = 3 wokot xg = 0.
W takim przypadku, mamy ,ze f¥(0) =1 dla k=0,1,2,...1 f9(0) = ¢’. Wiec,

:L‘2 $3 69 2
f(:c):1+x+§+§+R3(:c,0), Rg(x,o):@x.

Skoro €/ > 0, to Rs(x,0) > 0 dla x # 0. Zatem
Lo 13 Yo s ardaly @
1+x+§x —1—6:76 <1—|—$+§x +6:L' + R3(x,0) = €%, Va # 0.
U

Zadanie 3. Rozwii wielomian f(x) = 2> — 5z + 6: a) wokol punktu z = 1, b) wokot
punktu z = —5.

Rozwigzanie: Funkcja f : * € R — 22 — 52 + 6 € R jest nieskoniczenie wiele razy
rozniczkowalna w R. Z tego powodu, dla kazdego x, g € R mozemy zapisa¢ funkcje f(x)
za pomoca wzoru Taylora wokot xg jak:

n k) -
f(z) = Z / kg! )(:v — 20)¥ + R, (w, 1),

gdzie reszte, w postaci Lagrange’a, mozna zapisac¢ jako:

n+1)
R,(x,z0) = J;TLT(S?(SU —x0)",

gdzie 0 to jakas liczba miedzy x i xg. W szczegolnosci dla zp = 1 i n > 3 mamy, ze
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k=0

gdzie 6 to punkty miedzy 11 x (wlacznie). Aby rozwigzaé zadanie, wystarczy korzystaé
z wzoru Taylora dla n > 2 wokot xg = 1. W takim przypadku, mamy ,ze

=2 MAO)=-3 AU)=2 M@E)=0, k>2¥eR

Wiece, R, (z,1) =01
flz) =2-3(z—1)+ (z —1)%

Wtasnie, rozwiniecie Taylora stopnia n > n’ wielomianu P(x) stopnia n’ to wlasnie
wielomian P(x). To si¢ dzieje dlatego, ze rozwinigcie Taylora to jest wielomian, ktory ma
takie same pochodne jak funkcja f w pewnym punkcie xy. Kiedy funkcja to wielomian,
to tylko taki wielomian spetnia, ze jego pochodne az do stopnia n w x( sa takie same.
Wiec, wielomian Taylora rowna sie wielomian P(z).

Teraz rozwiniecie Taylora funkcji f(z) dla o = =51 n > 3 jest
— (1) gl G
/@) ZM ot CARR s gyt

gdzie 0 to punkty miedzy —5 i x. Aby rozwiazaé¢ zadanie, wystarczy korzystaé z wzoru
Taylora dla n > 2 wokot xy = —5. W takim przypadku, mamy ,ze

fO(=5)=56, fU(=5)=21, fIP(-5)=-10, fO@H) =0, k>2,V9ecR.

Wiee, R, (z,1) =01
f(z) =56+ 21(z +5) — 5(x + 5)°.

Skoro reszta réwna sie zeru dla n > 2, to rozwiniecie Taylora i wzor Taylora dla n > 2.
OJ
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Zadanie 4. Rozwin za pomoca wzoru Taylora w otoczeniu xy = 0 do n-tego stopnia
wlacznie nastepujace funkcje: e®, sin(z), cos(z), (1+z)™im €N, (1 +z)™!, 1+ =,
(1+z)"1/2

Rozwigzanie: Funkcja f : x € R — e® € R jest nieskoriczenie wiele razy rozniczkowalna
w R. 7 tego powodu, dla kazdego z,zo € R mozemy zapisa¢ funkcje f(z) za pomoca
wzoru Taylora wokot zq jak:

n k) 2
TR s Z / k(! )(37 — 20)* + Ru(z, 0);

gdzie reszte, w postaci Lagrange’a, mozna zapisaé jako:

RAZ,Zo) = w(m =g

(n+1)! 2

Y

gdzie 0 to jakas liczba miedzy = i xg. W szczegblnosci, dla xg = 0 mamy tzw wzor
McLaurina

n_ k) n+1)
o) 2 3 L0 O

I x
i (n+1)!

Dla funkcji f(z) = € juz wiemy, ze f**9(0) =¢? i

d¥f
Zatem,
"~k e?
fa) =32 4 & g
< k! (n+ 1)!

gdzie 6 to punkty miedzy 0 i z, tj. 0 < 6 < z. Rozwiniecie/wielomian Taylora stopnia n

funkeji f wokot xzg =0 to

n
.lek

., @ = ZE

k=0
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Dla funkcji f(z) = sin(z) mamy, ze

df
dx

d2
—(x) = cos(z) = sin(z+7/2), d—j; = —sin(z) = sin(z+7) =
x
dla k € NU {0}. Zatem, dla x = 0 otrzymamy
df d2f d3f d2k+1f . kof
Toyer, Too oo o8 -y, T

df

T k( x) = sin(z+k7/2)

=0, k=0,1,2,...

i wzor McLaurina przyjmuje postac

T ) k ,.2k+1 in(6 2 9 9
sin(m) i Z ( ) x ' Sln( + ( 1.1 ')TF/ )x2n—|—27
“F (2k + 1)! (2n'+2)!
gdzie 0 to punkty miedzy 0 i z, tj. 0 < 6 < z lub z < # < 0. Rozwiniecie/wielomian
Taylora stopnia n to

i (_1)kx2k+1 3 s T (_1)nm2n+l

- Hm RSt

T P il S
nf(2,0) (2k + 1)! YRR T @2n + 1)

k=0

Warto zawsze pamigtaé takie rozwinigcie. Dla n — +o00 otrzymamy tzw szereg Taylora
funkcji sin(z) wokot punktu zy = 0:
PO k 2kt

0)
5(z, 2k+

M

k=0

Kiedy prawa strona istnieje dla pewnego , to f(z) = S(x,0). Jezeli tak jest dla kazdego
punktu z € R, moéwimy, ze f(x) jest analityczna. Nastepujaco pokazujemy jak rozwiniecie
Taylora zbliza si¢ do f(x) = sin(z) dla stopnia 1,3,5,7 1 9.
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Dla funkcji f(z) = cos(z) mamy, ze

%@j) = —sin(z) = cos(z+7/2), % = —cos(z) = cos(z+7m) = %

dla k € NU{0}. Zatem, dla = 0 otrzymamy,

() = cos(x+km/2)

df d*f a3 f deF d*FLf d* f %
dx( e 0, dx? " dx3 " dat dx2k+1 (=1 0 dx2k (z) = (=15
dla £ =1,2,3,...1wzér McLaurina przyjmuje postac

" (=DFz% o cos(@+ 2n+1)7/2) s
cos(z) = 2| T |
kz:; (2k)! (2n 4+1)!
gdzie 0 to punkty miedzy 0 i z, tj. x < 6 < 0 lub 0 < # < z. Rozwinigcie/wielomian
Taylora stopnia n funkcji f wokoét ' =0 to

] 1 (_1)]61‘2]6 ¥, 72 ZL‘4 76 (_1)nm2n

Warto pamieta¢ taki wzor Dla n — +oo otrzymamy tzw szereg Taylora funkcji sin(x)
wokot punktu x = 0:

Kiedy prawa strona istnieje dla pewnego x, to f(z) = S(xz,0). Jezeli tak jest dla kazdego
punktu z € R, mowimy, ze f(x) jest analityczna.

Nastepujaco pokazujemy jak rozwiniecie Taylora zbliza sie do f(x) = cos(z) dla
stopnia 2,4,6,8 1 10.
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Dla funkcji f(z) = (14 )™, gdzie m € N, mamy, ze

(1') = m(l-'-l’)mil, %(z) — m(m_1)<1_'_x)m72 -

d* f
ety

a
dx

dla k > m mamy, ze d*f/dz* = 0. Zatem, dla 2 = 0 otrzymamy,

d d? d* m!

i wzor McLaurina przyjmuje postaé¢ z reszta Lagrange’a:

m)!

- m' k m—n—1_mn+1
= I <
/(@) kzgwm—k)f” T e e e, & onsm

k=0

Dla n > m to

k=0
poniewaz reszta sie zeruje. Rozwiniecie/wielomian Taylora stopnia n wokot xg = 0 to

Tnf(x,O):zn:(_lliﬁ, . >, Tnf(x,O):zm:(_lliﬂ, m < n.

k=0 ’ k=0

Nastepujaco pokazujemy jak rozwiniecie Taylora zbliza si¢ do f(z) = (1 + z)!! dla
stopnia 2,4, 6,8 i 10. Funkcja jest na niebiesko.

1T © ©C u A GRS U
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Dla funkcji f(z) = (1 + z)~! mamy, ze

dr ™ 1 2f 2 af, . 3-2-1
T T @O T T BT iy

dr f d* f

—(z) = (=1)*k!(1 k=l o Z 2(0) = (=1)*k).
L @) = (R = T o) = (L1
Wzor McLaurina przyjmuje dla f(x) posta¢:
] § e k .k (— n-+1

k=0

dla 0 miedzy 0 i 2. Wowezas, rozwiniecie Taylora funkeji f(z) wokol xy = 0 stopnia n

ma postac:
n

T f(a,0)="> (h1)En.

k=0

To rozwiniecie mozna obliczy¢ inaczej:

s — LS (1)

:1+x:1—(—x):k0

Mozemy pokazaé jak rozwiniecie Taylora zblizaja do funkcji 1/(1 + x):

/
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Dla funkcji f(z) = /1 + & mamy, ze

df 1 L Bf, 11 s Bf, 113 ”
Twy=cavar, Tw=—tara™, Tw=120 10
idla k> 0:
dr f

1134 N8k —3) . T (—1)F (2% — 2)! o
O Pape (L) 2240 AR T ) (2k—1)/2 _ 1 (2k-1)/2
o) =0T 555 ;— (+2) * g i

Zatem, dla z = 0 otrzymamy,

dif (21 (2k = 2))
|

i) k> 0.
s s T =

Wzor McLaurina przyjmuje dla f(x) posta¢:

— (—1)* (2k —2)!
UOEDY ?21£Kk—).

k=0

D (=D)F - (2k)
9% (2k — 1)(k!)2

zF 4+ Rt Oh= F + R, (z,0),

k=0

¥ =3 k+1 k N
f@):%ﬁ(i ) ot + Rale,0)

Rozwiniecie McLaurina funkeji f stopnia n to

N 5 2k
Tnf(m,0)2§m< I )xk
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Zadanie 5. Rozwin za pomoca wzoru Taylora w otoczeniu xy = 0 do n-tego stopnia
1
wlacznie nastepujace funkcje: In(z), In(1 + x), arctgx, e=.

Rozwigzanie: Funkcje In(z) i er nie sa dobrze zdefiniowane w punkcie xy = 0, wiec, nie
mozna poda¢ wzoru Taylora dla tych funkcji wokol tego punktu. (Temat zaawanzowany)
Natomiast, mozna poda¢ wzor Taylora dla funkeji f : x €] —00,0] — f(z) € R postaci
f(z) = ex dlaz <0i f(0) = 0. Wtasnie, jezeli funkcja f : [a, b] — R jest rozniczkowalna
stopnia n + 1 na (a,b) C R i posiada pochodne rzedow do n + 1 (wlacznie) w (a,b) po
prawej stronie w x = a i po lewej w & = b, to mozemy napisa¢ wzor Taylora dla f dla
punktow x € [a, b]. W naszym przypadku,

1/x
lim e'/* =0, f/(07) = lim — = 0.
z—0— P2 A e
. k
d]l 1 1o de 2 1/z 1 1/ dkf c Ca 1/z
%:_ﬁe , E:EFJ +;€ i%ﬁ: ;LL’O‘ e, r <0.
Zatem, przez indukcje
B(2) — £5)(0 dF
P T rz—0~ dl’k

Wtedy, funkcje maja ciagle pochodne wszystkich rzedéw. Wowezas, mamy, ze

Fz) H:RXxs 0]

Czyli rozwiniecie Taylora dla kazdego stopnia n jest zero!!! Ta dziwna funkcja jest nie-
skoriczenie wiele razy rozniczkowalna, ale rozwiniecie Taylora nie zbliza sie do f(z). W
takim przypadku, mowi sie, ze taka funkcja nie jest analityczna. Natomiast f(z) jest
gtadka.

Dla funkcji f(z) = In(1 + x) mamy, ze

df , T d2fl 'y - 1 G | %2
0T @D F G T ey °” L
Zatem,
d* d*
d_;éi(rc) = (D k=D +2)F = d—g’;:(m = ()" E-D 2>-1k>0
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i, skoro f(0) = 0, to wzor Taylora dla tej funkcji ma postac

"L (=D (ke — 1)1 nL(—1)kH!
flay =3 Y kf Lok b R, 0) =3 %xk + Ru(w,0).
k=1 k=1
Wowczas rozwinigcie Taylora woktol zera funkeji In(1 + ) stopnia n jest
n LK, k+1 1 1 1 1 n+1
Ty (x,0) ZZ%xk:x—ﬁx—kgﬁ_13;3_._,4_—( 7”>L s

k=1

Warto pamietaé¢ taka rozwiniecie. Mozna obliczy¢ to rozwiniecie inaczej.
O

Zadanie 6. Napisa¢ rozwiniecie funkcji e* do wyrazow z z°.

Rozwigzanie: Wiemy, ze szereg McLaurina dla e¥ i sinz to

kgl 14 82 k.2k+1
Yy _ Y ¢ i —(_1) %
of = i s g @k + 1)
k=0 k=0

Zatem
- o0 1 oo 2k’+1 ¢
& s Z k_ Z (2/{:/ )

Rozwinigcie Taylora "¢ trzeciego rzedu, to cze$é trzeciego rzedu szeregu Taylora.
Skoro

. 3 P 1 3 b S| x3 b 3
e :1+<x—§+g+ )+2! <$—§+5+ )—Fi(m—?—i-y‘i‘ )

to rozwinigcie Taylora funkcji f(z) = ™% trzeciego rzedu wokot xy = 0 to
L,
T5f(z,0) = 1+x+§x .
U

Zadanie 7. Napisa¢ rozwinigcie funkcji In(cos z) do wyrazow z °.
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Rozwigzanie: Wiemy, ze szereg McLaurina dla In(1 + y) (dla y > 0) i cosx to

o k+1 0 (_1)1%219
1+y Z COS.T:ZW
—1 k=0
Zatem
2 gt gt 1 2 xt 2 2
In(cosz) = In(1+cosz — 1) (—§+I—a+__)—§(_§+z_a+ )

ik i S L o iwgt g 4
+.§(—§+I—a+...) —Z(—E—FI—E—F...) + ...

Rozwinigcie Taylora In(cos x) szostego rzedu, to czes¢ szostego rzedu szeregu Taylora.
Skoro

O
Zadanie 8. Oblicz za pomoca wzoru Taylora:
sin @ sin

Rozwigzanie: Aby obliczyé¢ granice za pomoca rozwinie¢ Taylora, trzeba obliczyé¢ rozwi-
niecie licznika i mianownika az do takiego rzedu, aby nie otrzymac¢ nieoznaczono$ci. Na
przyktad, do pierwszego rzedu:

. sin x 0 7
sinz =x4 O(z), In(l1+2z) =2+ 0(z), = glﬁlir(l)m—glcli%g—l

. sinz AT
lim
z—0 T z—0 I

O

Zadanie 9. Oblicz za pomoca wzoru Taylora:

lim

z—0 1:3 z—0 z—0

z+In(v1+ 22 — ) lim (i _cosz + 2) lim(1 4 7)1

x4 r3sin z
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Rozwigzanie: Mamy, ze dla f(z) = x + In(v/1 4+ 22 — x) wynika, ze f(0) =0, f'(0) =0,

1— 222
'@ = gy = O =0, @) = an = 10 =1/6

Zatem rozwinigcie Taylora dla f(z) jest /6. Korzystajac z tego

o x+In(v1+a2—-2) . 28/6 1
lim = lim ==
x—0 333 x—0 333 6

Dla drugiej granicy:

; 3 cos T+ 2 A 3sinx — xcosx — 2%
lim ( = <i————] =|lim

z—0 \ x4 r3sinx zdsinx

Rozwiniecie piatego stopnia liczniku to
3(w—2*/31+2° /) —2(1—2?/2+2* /4)) —22 = 3v—3x—a? /242 /2+32° /5! —2° /4! = —2/(5-4!) "
Rozwiniecie pigtego stopnia mianowniku to z° Zatem

/(5 . AN 45
:hmmz_i_

lim i e 50

x—0

(SSinx — X CosT — 2x>

x3sinx
O
Zadanie 10. Korzystajac ze wzoru Taylora oblicz granice:

. cosx — coshx + 22 ) 2
lim 3 y lim (tg(z))®* .

x—0 r3sin” x =7

Rozwigzanie: Przypominajac, ze sin(x) = z — 2°/3! + O(2) wynika, ze mianownik ma
rozwiniecie Taylora rozne od zera dla stopnia n > 6. Jednoczesnie, dla licznika I(z) =
cos  — cosh +2? mamy, ze

dl : : d?l
[(0) =0, %(O) = (—sinz —sinhz+22)(0) = 0, @(O) = (—cosz —coshx+2)(0) = 0,
TL0) = fsine —sinh)(0) = 0, T(0) = (cosr — cosh)(0) = 0
73(0) = (sinz —sinh)(0) = 0, —=(0) = (cosz — coshz)(0) =0,
d°l ) , d®l
—(0) = (=sinz — sinhz)(0) = 0, —(0) = (— cosx — cosh z)(0) = —2,

dxS
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Z tego wynika, ze
I(x) = —22°/6! + O(2?).

Natomiast
m(x) = 2% + O(z%).

Fatwo to udowodni¢ patrzac, ze sin(z) = x + O(23) i 2*sin®(z) = 23(z + O(z

2% + O(2%). Zatem

cost —coshz +22 . —2z°%/6! 2
lim — =lim—=——,
z—0 x3sin’ x a0 b 6!

Taka granica mozna rozwiaza¢ leko inaczej. Wiemy, ze

R A TR
cosx:1—7+z—a+..., smxax—y—kg—ﬁ-k
i 2 4 6
T A
hr=1+—+—+—
coshx = +2+4'+6'+
Z tego wynika, ze lieznik ma rozwiniecie wokot zera szostego rzedu:
3 5 7 3
3 s Bemn il g kN L i 6
T° sigte-=-T (m 3'+5‘ 7|—|— > =1z + O(z°)

i mianownik
¢os x —scosh x + ¥ = ~22°/6l.-F O(z®).

Zatem
cosx —coshz + 2% . —22°%/6! 2
lim — =lim ——— = ——.
0 r3sin® x z—0 g6 6!

Dla drugiej granicy mamy, ze

lim (tg(x ))tg(%) — 10 [(nieoznaczonosé)|

z—7

Aby uprosci¢ obliczenie granicy piszemy, ze

) =

In lim (tg(2))** = lim In (tg(z))"**" = lim tg(22)In (tg(z)) = lim In (tg(x))

=7 r—7 =7 T—

ENE]

ctg(2x)
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Teraz
. In(tg(x)) . 2(x —7/4)
ctg(2x) = —2x+0(x), In(tg(z)) = 2+0(x) = lim ———=* = — lim —————~ = —1.
Zatem

In lim (tg(z))®*) = —1 = lim (tg(z))#*) = e,

s} s
14)4 14)4



