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Javier de Lucas

Zadanie 1. Policz
∑∞

n=1
1

n(n+1)
.

Rozwi�azanie: Mamy, »e

∞∑
n=1

1

n(n+ 1)
= lim

k→+∞

k∑
n=1

1

n(n+ 1)
= lim

k→+∞

k∑
n=1

(
1

n
− 1

n+ 1

)
= lim

k→+∞

[(
1− 1

2

)
+

(
1

2
− 1

3

)
+ . . .+

(
1

k
− 1

k + 1

)]
= lim

k→+∞

(
1− 1

k + 1

)
= 1.

�

Zadanie 2. Policz
∑∞

n=1
5

7n+7n2 .

Rozwi�azanie: Mamy, »e

∞∑
n=1

5

7n2 + 7n
=

5

7
lim

k→+∞

k∑
n=1

1

n2 + n
=

5

7
lim

k→+∞

k∑
n=1

1

n(n+ 1)
.

Korzystaj�ac z poprzedniego zadania

lim
k→+∞

k∑
n=1

1

n(n+ 1)
= 1⇒

∞∑
n=1

5

7n2 + 7n
=

5

7
.

Szereg
∑

n an mówi si�e, »e jest teleskopowy gdy ma posta¢

∞∑
n=1

1

n(n+ b)
, b ∈ N.

Te szeregi sumuj�a si�e podobnie. Na przykªad

∞∑
n=1

1

n(n+ 3)
= lim

k→+∞

k∑
n=1

1

n(n+ 3)
=

1

3
lim

k→+∞

k∑
n=1

(
1

n
− 1

n+ 3

)
=

1

3
lim

k→+∞

(
1− 1

4
+

1

2
− 1

5
+

1

3
− 1

6
+

1

4
− 1

7
. . .+

1

k
− 1

k + 3

)
=

1

3
lim

k→+∞

(
1 +

1

2
+

1

3
− 1

k + 1
− 1

k + 2
− 1

k + 3

)
=

11

18
.

�
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Zadanie 3. Policz
∑∞

n=1 ln
(
1− 1

(n+1)2

)
.

Rozwi�azanie:

∞∑
n=1

ln

(
1− 1

(n+ 1)2

)
= lim

k→+∞

k∑
n=1

ln

(
1− 1

(n+ 1)2

)
= lim

k→+∞

k∑
n=1

ln

(
n(n+ 2)

(n+ 1)2

)
= lim

k→+∞
ln

(
1 · 3
2 · 2

2 · 4
3 · 3

3 · 5
4 · 4
· · · k · (k + 2)

(k + 1)2

)
= lim

k→+∞
ln

(
1

2

(k + 2)

(k + 1)

)
= − ln 2 + lim

k→+∞

(k + 2)

(k + 1)
= − ln 2.

�

Zadanie 4. Policz
∑∞

n=0 aq
n, |q| < 1.

Rozwi�azanie: To szereg geometryczny:

Sk ≡
k∑

n=0

aqn ⇒ qSk − Sk = aqk+1 − a⇒ Sk = a
qk+1 − 1

q − 1
.

Zatem, skoro |q| < 1 otrzymamy, »e

∞∑
n=0

aqn = lim
k→+∞

Sk = lim
k→+∞

a
qn+1 − 1

q − 1
=

a

1− q
.

�

Zadanie 5. Zbada¢ zbie»no±¢ nast¦puj¡cych szeregów:

∞∑
n=1

1

2n− 1
,

∞∑
n=1

n

√
1

n
,

∞∑
n=1

lnn

n3
,

∞∑
n=1

n+ 2

2n3 − 1
,

∞∑
n=1

sin 3n

3n
,

∞∑
n=1

2n sin
π

3n
,

∞∑
n=1

n!

100n
,

∞∑
n=1

enn!

nn
,

∞∑
n=1

(
2n+ 1

3n+ 1

)n
2

.
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Rozwi�azanie: Przypominamy, »e ka»dy szereg zbie»ny
∑

n an musi speªni¢ warunek ko-
nieczny, czyli limn→+∞ an = 0. Pierwszy szereg speªnia warunek konieczny

lim
n→+∞

1

2n− 1
= 0.

To nie zagwarantuje, »e szereg jest zbie»ny: to warunek koniczny ale nie wystarczaj�acy.
Aby sprawdzi¢ czy ten pierwszy szereg jest zbie»ny, korzystamy z kryterium porównaw-
czego.

Kryterium porównawcze mówi nam, »e je»eli dane s�a szeregi
∑

n an i
∑

n bn wyrazów
nieujemnych takie, »e an ≤ bn, ∀n > n0 dla pewnego n0 ∈ R, to:

• je»eli
∑

n bn jest zbie»ny, to
∑

n an jest zbie»ny

• Je»eli
∑

n an jest rozbie»ny, to
∑

n bn jest rozbie»ny.

W naszym przypadku mamy, »e

1

2n− 1
≥ 1

2n
, ∀n ≥ 1.

Skoro 2
∑

n 1/n jest rozbie»ny, to
∑

n 1/(2n− 1) jest rozbie»ny.
Drugi szereg nie speªnia warunku koniecznego

lim
n→+∞

n

√
1

n
= 1 6= 0.

Wi�ec, drugi szereg jest rozbie»ny.
Trzeci szereg speªnia warunek konieczny. Skoro n3 jest ci�agiem rosn�acym, to z twier-

dzenia Stolza wynika, »e

lim
n→+∞

lnn

n3
= lim

n→+∞

ln n
n−1

n3 − (n− 1)3
= lim

n→+∞

ln n
n−1

3n2 − 3n+ 1
= 0.

To nie zagwarantuje, »e szereg jest zbie»ny. Aby to sprawdzi¢, korzystamy z kryterium
porównawczego. Mamy, »e

lim
n→+∞

lnn

n
= lim

n→+∞

ln n
n−1

n− (n− 1)
= 0.
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Zatem, istnieje n0 ∈ N taki, »e je»eli n > n0 to lnn < n. Zatem, ∀n > n0 mamy, »e
lnn/n3 < 1/n2. Skoro

∑
n 1/n

2 jest szeregiem harmonicznym rz�edu 2, to jest zbie»ny i z
kryterium porównawczego, to

∑∞
n=1

lnn
n3 jest zbie»ny.

Dodatkowo, mo»emy udowodni¢, »e trzeci szereg jest zbie»ny za pomoc�a kryterium
porównawczego w wersji granicznej. Taki kryterium mówi nam, »e je»eli dane s�a szeregi∑

n an i
∑

n bn i

0 < lim
n→+∞

an
bn

<∞

to
∑

n bn i
∑

n an maj�a taki sam charakter:
∑

n an jest zbie»ny wtedy i tylko wtedy gdy∑
n bn jest zbie»ny. Je»eli

0 = lim
n→+∞

an
bn

i
∑

n bn jest zbie»ny, to
∑

n an jest zbie»ny. Odwrotnie, je»eli

lim
n→+∞

an
bn

= +∞

i
∑

n bn jest rozbie»ny, to
∑

n an jest rozbie»ny.
Zastosujemy kryterium porównawcze w wersji granicznej do naszego szeregu. Porów-

namy trzeci szereg z
∑

n 1/n
2:

lim
n→+∞

lnn
n3

1
n2

= lim
n→+∞

lnn

n
= 0.

Skoro
∑

n 1/n
2 jest zbie»ny to trzeci szereg jest zbie»ny.

Mamy, »e czwarty szereg speªnia warunek konieczny

lim
n→+∞

n+ 2

2n3 − 1
= 0.

Korzystamy z kryterium porównawczego w wersji granicznej aby zbada¢ czwarty szereg.
Porównamy szereg z

∑
n 1/n

2. Mamy, »e

lim
n→+∞

n+2
2n3−1

1
n2

= lim
n→+∞

n+2
2n3−1

1
n2

=
1

2
.

Skoro
∑

n 1/n
2 jest zbie»ny to nasz szereg jest zbie»ny.

4



ANALIZA I

20 stycznia 2015

Semestr zimowy

Lista XVIII

Przeanalizujemy szereg
∞∑
n=1

sin 3n

3n
. (5.1)

Taki szereg speªnia warunek konieczny. Skoro −1 ≤ sin(3n) ≤ 1 i limn→+∞ 3n = +∞
wynika, »e

lim
n→+∞

sin 3n

3n
= 0.

Nie wiemy, czy taki szereg jest o wyrazach nieujemnych poniewaz sin 3n mo»e byc ujemny.
Wi�ec, sprawdzamy, czy szereg jest zbie»ny bezwgl�enie, czyli czy szereg

∞∑
n=1

| sin 3n|
3n

(5.2)

jest zbie»ny. Aby to zrobi¢ korzystamy z kryterium porównawczego i porównamy to z
szeregiem.

∞∑
n=1

1

n2
.

Wida¢, »e

lim
n→+∞

| sin 3n|
3n

1
n2

= lim
n→+∞

n2| sin 3n|
3n

= 0.

Zatem, istnieje n0 taki, »e dla ka»dego n > n0 mamy, »e

| sin(3n)|
3n

≤ 1

n2
.
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Skoro
∑∞

n=1 1/n
2 jest zbie»ny, korzystaj�ac z kryterium porównawczego otrzymamy,

»e (5.2) jest zbie»ny. Zatem, szereg (5.1) jest bezgl�ednie zbie»ny. Poniewaz∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

sin 3n

3n

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
n=1

| sin 3n|
3n

,

to otrzymamy, »e nasz szereg (5.1) jest zbie»ny.
Zbadamy teraz szereg

∞∑
n=1

n!

100n
(5.3)

Wida¢, »e taki szereg nie speªnia warunku koniecznego i jest rozbie»ny. Korzystaj�ac z
wzoru Stirlinga:

lim
n→+∞

n!

100n
= lim

n→+∞

nne−n
√
2πn

100n
= lim

n→+∞

( n

100e

)n√
2πn = +∞.

Kolejny szereg to
∞∑
n=1

enn!

nn

Wida¢, »e taki szereg nie speªnia warunku koniecznego i jest rozbie»ny. Korzystaj�ac z
Stirlinga:

lim
n→+∞

enn!

nn
= lim

n→+∞

ennne−n
√
2πn

nn
= lim

n→+∞

√
2πn = +∞.

Nast�epuj�acy szereg
∞∑
n=1

(
2n+ 1

3n+ 1

)n
2

Speªnia warunek konieczny zbie»no±ci

lim
n→+∞

(
2n+ 1

3n+ 1

)n
2

=

(
2

3

)limn→+∞
n
2

= 0.
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Aby zbada¢ czy taki szereg jest zbie»ny korzystamy z kryterium pierwiastkowego
Cauchyego. Taki kryterium mówi nam, »e je»eli

∑
n an jest taki, »e

lim sup|an|1/n = b,

to: je»eli b > 1, to szereg jest rozbie»ny; je»eli b < 1, to szereg jest zbie»ny; je»eli b = 1
kryterium nie pozwala okre±li¢ zachowania szeregu. W naszym przypadku mamy, »e

lim
n→+∞

n

√(
2n+ 1

3n+ 1

)n
2

= lim
n→+∞

(
2n+ 1

3n+ 1

) 1
2

=

√
2

3
< 1⇒ lim sup|an|1/n =

√
2

3
< 1.

Zatem szereg jest zbie»ny.
Tez mo»na sprawdzi¢ charakter szeregu za pomoc�a kryterium D'Alemberta. Taki

kryterium twierdzi, »e dany szereg
∑

n an i warto±¢ granicy

lim
n→+∞

|an+1|
|an|

= b,

to: je»eli b < 1 to szereg jest zbie»ny i je»eli b > 1, to szereg jest rozbie»ny. Je»eli b = 1,
to kryterium nie pozwala nam okre±li¢ charakteru szeregu.

W naszym przypadku, mamy, »e

lim
n→+∞

(
2n+3
3n+4

)n+1
2(

2n+1
3n+1

)n
2

= lim
n→+∞

[
(2n+ 3)(3n+ 1)

(3n+ 4)(2n+ 1)

]n
2
(
2n+ 3

3n+ 4

) 1
2

.

Dodatkowo,

lim
n→+∞

[
(2n+ 3)(3n+ 1)

(3n+ 4)(2n+ 1)

]n
2

= lim
n→+∞

[
1 +

6n2 + 11n+ 3− 6n2 − 11n− 4

6n2 + 11n+ 4

]n
2

=

= lim
n→+∞

[
1 +

−1
6n2 + 11n+ 4

] −1

6n2+11n+4
(6n2+11n+4)n

2

= e
limn→+∞

n
2(6n2+11n+4) = 1.

Zatem

lim
n→+∞

(
2n+3
3n+4

)n+1
2(

2n+1
3n+1

)n
2

=

√
2

3
< 1⇒ lim supn→+∞

|an+1|
|an|

=

√
2

3
< 1

i szereg jest zbie»ny. Warto podkre±li¢, »e
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lim supn→+∞
|an+1|
|an|

= lim supn→+∞|an|1/n

i kryterium D'Alemberta i Cauchyego s�a rownowa»ne. Natomiast, w pewnych przypad-
kach mo»e by¢ ªatwiej skorzysta¢ z kryterium D'Alemberta i w innych przypadkach z
kryterium Cauchyego (np. kiedy pojawiaj�a si�e wyra»enia do n′ej). �

Zadanie 6. Zbada¢ zbie»no±¢ nast¦puj¡cych szeregów:

∞∑
n=1

(n+ 1)5n

2n3n+1
,

∞∑
n=1

(arctg n)n

2n
,

∞∑
n=1

1

lnn
,

∞∑
n=1

1

n lnn
.

Rozwi�azanie: Przeanalizujemy pierwszy szereg

∞∑
n=1

(n+ 1)5n

2n3n+1

Wida¢, »e szereg speªnia warunek konieczny. Skoro pojawiaja si�e wiele elementów do
n'ej, korzystamy z kryterium pierwiastkowego Cauchyego:

lim
n→+∞

n

√
(n+ 1)5n

2n3n+1
= lim

n→+∞

5

6

n

√
(n+ 1)

3
=

5

6
.

Zatem
lim supn→+∞|an|1/n = 5/6 < 1

i szereg jest zbie»ny.
W drugim przypadku mamy, »e arc tan : R → [−π/2, π/2] i ta funkcja jest taka,

»e |arc tan(x)| ≤ π/2 < 2. Korzystaj�ac z tego mamy, »e taki szereg speªnia warunek
konieczny:

lim
n→+∞

arc tann(n)

2n
= 0.

Aby sprawdzy¢ charakter tego szeregu sprawdzamy, czy szereg jest zbie»ny bezwzgl�ednie,
czyli zbadamy zbie»no±¢ szeregu

∞∑
n=1

|arc tann(n)|
2n

.

Wida¢, »e
|arc tann(n)|

2n
≤ πn

4n
.
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Skoro
∑

n π
2/4n jest zbie»ny poniewa» z kryterium pierwiastkowego Cauchyego

lim supn→+∞
n

√
π2

4n
=

1

4
< 1,

to nasz szereg jest bezwzgl�ednie zbie»ny. Zatem

∞∑
n=1

arc tann(n)

2n

jest zbie»ny.
Zbadamy teraz szereg

∞∑
n=1

1

n lnn
.

Oczywi±cie, taki sereg speªnia warunek konieczny

lim
n→+∞

1

n lnn
= 0.

Aby rozwi�aza¢ ten szereg trzeba skorzysta¢ z nowego kryterium: kryterium zag�eszczania

(to materiaª dodatkowy i nie obowi�azuje do egzaminu).
Zaªó»my, »e szereg

∑∞
n=1 an jest taki, »e ci�ag (|an|)∞n=1 jest malej�acy, a p jest liczb�a

naturaln�a wi�eksz�a od 1. Szereg
∑∞

n=1 p
napn jest zbie»ny wtedy i tylko wtedy gdy

∑∞
n=1 an.

W naszym przypadku mamy, »e 1/(n lnn) jest malej�acy i dla liczby naturalnej p > 1
to

∞∑
n=1

pn

pn ln pn
=
∞∑
n=1

1

n log p
.

Taki szereg jest ro»bie»ny. To oznacza, »e nasz szereg jest rozbie»ny. �

Zadanie 7. Zbada¢ zbie»no±¢ nast¦puj¡cych szeregów:

∞∑
n=1

(−1)n
(
3n+ 1

4n+ 1

)n ∞∑
n=1

(−1)n( n
√
2−1),

∞∑
n=1

(−1)n+1n

(
3

4

)n−1

,
∞∑
n=1

(−1)n lnn
n
.
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Rozwi�azanie:Aby zbada¢ pierwszy szereg korzystamy z kryterium Leibniza:
Je»eli szereg

∑
n(−1)nan jest taki, »e limn→+∞ an = 0 i (an)n∈N jest nierosn�aca, to

szereg jest zbie»ny.
Korzystaj�ac z tego, mo»emy analizowa¢ pierwszy szereg:

∞∑
n=1

(−1)n
(
3n+ 1

4n+ 1

)n

.

Mamy, »e

lim
n→+∞

(
3n+ 1

4n+ 1

)n

=

(
3

4

)limn→+∞ n

= 0.

Dodatkowo,

an+1

an
:=

(
3n+4
4n+5

)n+1(
3n+1
4n+1

)n =

(
3n+ 4

4n+ 5

)[
(3n+ 4)(4n+ 1)

(3n+ 1)(4n+ 5)

]n
=

(
3n+ 4

4n+ 5

)[
12n2 + 19n+ 4

12n2 + 19n+ 5

]n
< 1.

i skoro (an) to ci�ag wyrazów dodatnich, to jest nierosn�acy. Zatem, na moc kryterium
Leibniza, szereg jest zbie»ny.

Korzystamy znowu z kryterium Leibniza aby zbada¢ drugi szereg:

∞∑
n=1

(−1)n
(

n
√
2− 1

)
. (7.1)

Mamy, »e

lim
n→+∞

(
n
√
2− 1

)
= 1− 1 = 0.

Dodatkowo, wida¢, »e ci�ag cn := 21/n jest malej�acy i z tego ªatwo wynika, »e an = n
√
2−1

jest malej�acy. Korzystaj�ac z Leibnitza, szereg (7.1) jest zbie»ny.
Zbadamy teraz

∞∑
n=1

(−1)n+1n

(
3

4

)n−1

.

Mamy, »e

lim
n→+∞

n

(
3

4

)n−1

= 0.

Dodatkowo,

an+1

an
=

(n+ 1)
(
3
4

)n
n
(
3
4

)n−1 =
n+ 1

n

3

4
< 1⇔ 3n+ 3 < 4n⇔ n > 3.
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Dla n > 3 mamy, »e an+1/an < 1 i ci�ag an jest nierosn�acy poniewa» jest ci�agiem
wyrazów dodatnich. Zatem, na moc kryterium Leibniza, nasz szereg jest zbie»ny.

Zbadamy
∞∑
n=1

(−1)n lnn
n
.

Znowu mamy, »e korzystaj�ac z twierdzenia Stolza:

lim
n→+∞

lnn

n
= lim

n→+∞

ln n
n−1

n− (n− 1)
= 0.

Dodatkowo,

an+1 − an =
ln(n+ 1)

n+ 1
− lnn

n
=
n ln(n+ 1)− (n+ 1) lnn

n(n+ 1)
=

ln (n+1)n

nn+1

n(n+ 1)
=

ln
[(
1 + 1

n

)n 1
n

]
n(n+ 1)

i skoro (1 + 1/n)n < e wynika, »e

an+1 − an <
ln e

n

n(n+ 1)
< 0, n > 1.

Zatem, an jest niemalej�acy i szereg jest zbie»ny. �
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