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Kryterium zbieznosci I

Javier de Lucas

Zadanie 1. Policz > 7, n(n+1)

Rozwigzanie: Mamy, ze

= lim
) n=1
o (1 55 FEy 1
= fim [l (FEERE RN gy (1o )=
kiTooK 2)+<2 3)+ +(l<: k+1)1 kiToo( k+1>

Zadanie 2. Policz Zn 1 7n+7n2

Rozwigzanie: Mamy, ze

;7TL2+7TL ? g ? g n—l—l

Korzystajac z poprzedniego zadania

k 00

5 Y
I ——1:> S
kiToo n(n+1) ; m24+Tn 7

Szereg  a, mowi sie, ze jest teleskopowy gdy ma postac

=~ 1
_ b .
Zn(n—l—b)’ Sl

n=1

Te szeregi sumuja sie podobnie. Na przyktad

1 1 1 11
k+1 k+2 k+3) 18
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Zadanie 3. Policz > 7 In (1 — (;)

Rozwigzanie:

Zln( n+1 ) kgrfoozln(l_ n+1)) kgglmgln(%)
(1-32-43-5mk-(k:+2)>
2:-23-34-4 (k+1)2

- im o ()

k42
—In24 lim w =210 s
k—+o00 (k’ + 1)
O
Zadanie 4. Policz Y~ aq", |q| < 1.
Rozwigzanie: To szereg geometryczny:
k qk+1 -1
S EZaq" = ¢S, — Sy =ag"Tl—a = 5 :a—l.
q _—
n=0
Zatem, skoro |g| < 1 otrzymamy, ze
o) n+l 1
Zaq" lim S = lim aq S
= k—+o00 k—+o0 q— 1 1-— q

0

Zadanie 5. Zbada¢ zbieznos¢ nastepujacych szeregdw:

= 1 - T Inn . n+2
Saer L g A S Sy

— sin 3" no. T N = e > /2n+1)\°?
S Y S YOE X (5)

n=1 n=1 n=1 n=
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Rozwigzanie: Przypominamy, ze kazdy szereg zbiezny > a, musi spelni¢ warunek ko-
nieczny, czyli lim,, , ., a, = 0. Pierwszy szereg spetnia warunek konieczny

1
1m =
n—+oo 2n — 1

To nie zagwarantuje, ze szereg jest zbiezny: to warunek koniczny ale nie wystarczajacy.
Aby sprawdzié¢ czy ten pierwszy szereg jest zbiezny, korzystamy z kryterium poréwnaw-
czego.

Kryterium poréwnawcze méwi nam, ze jezeli dane sg szeregi > a, i) b, wyrazow
nieujemnych takie, ze a, < b,, Yn > ng dla pewnego ng € R, to:

o jezeli ) b, jest zbiezny, to ) a, jest zbiezny
o Jezeli ) a, jest rozbiezny, to ) b, jest rozbiezny.

W naszym przypadku mamy, ze

1 1
> —, Vn >1.
2n—1 2n

Skoro 2 1/n jest rozbiezny, to Y 1/(2n — 1) jest rozbiezny.
Drugi szereg nie spelia warunku koniecznego

1
li V= =1 |
nffoo\/; s

Wiec, drugi szereg jest rozbiezny.
Trzeci szereg spelnia warunek konieczny. Skoro n? jest ciagiem rosnacym, to z twier-

dzenia Stolza wynika, ze

A o . In 1 ) In 25

lim -—=—= lm ————— = lim —"——— =

n—+oo M3 n—+oo N3 — (TL — 1)3 n—+oo 3n2 — 3n +1

To nie zagwarantuje, ze szereg jest zbiezny. Aby to sprawdzié¢, korzystamy z kryterium
porownawczego. Mamy, ze
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Zatem, istnieje ng € N taki, ze jezeli n > ng to Inn < n. Zatem, Vn > ny mamy, ze
Inn/n® < 1/n% Skoro Y 1/n? jest szeregiem harmonicznym rzedu 2, to jest zbiezny i z
kryterium porownawczego, to » -, 12—? jest zbiezny.

Dodatkowo, mozemy udowodnié, ze trzeci szereg jest zbiezny za pomocag kryterium
porownawczego w wersji granicznej. Taki kryterium moéwi nam, ze jezeli dane sa szeregi
YonOn i owby i

0< lim bt < 00
n—+o00 O
to >, b, 1), a, maja taki sam charakter: > a, jest zbiezny wtedy i tylko wtedy gdy
>, bn jest zbiezny. Jezeli

i), by jest zbiezny, to Y a, jest zbiezny. Odwrotnie, jezeli

A
lim ™ — =400
n—-+4o0o bn
i), b, jest rozbiezny, to ) a, jest rozbiezny.
Zastosujemy kryterium porownawcze w wersji granicznej do naszego szeregu. Porow-
namy trzeci szereg z »_ 1/n:
b In
n3 n

n—+o00 — n—-+oo 1
n

Skoro Y~ 1/n? jest zbiezny to trzeci szereg jest zbiezny.
Mamy, ze czwarty szereg spetnia warunek konieczny
. pr A2
lim ——— =
n—+oo 2n3 — 1

0.

Korzystamy z kryterium poréwnawczego w wersji granicznej aby zbada¢ czwarty szereg.
Porownamy szereg z > 1/n?. Mamy, ze

n+2 n+2

: 2n3—1 : 2n3—1 1
lim %= = lim 57— =T
n—+oo  — n—+400 = 2
n n

Skoro Y 1/n? jest zbiezny to nasz szereg jest zbiezny.
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Przeanalizujemy szereg
oo . n
sin 3
E . (5.1)
3n
n=1

Taki szereg spelnia warunek konieczny. Skoro —1 < sin(3") < 11 lim, 103" = +00
wynika, ze
i 3n
lim o — (.
n—+oo 3N

Nie wiemy, czy taki szereg jest o wyrazach nieujemnych poniewaz sin 3" moze byc ujemny.
Wigc, sprawdzamy, czy szereg jest zbiezny bezwglenie, czyli czy szereg

2. | sin 3"|
B (5.2)
n=1

jest zbiezny. Aby to zrobi¢ korzystamy z kryterium poréwnawczego i porownamy to z

szeregiem.
o0

]
n2’
n=1
Widag¢, ze
| sin 3] :
. LR n?|sin 37| i
A, i
n?

Zatem, istnieje ng taki, ze dla kazdego n > ny mamy, ze

sin(@)] _ 1
3n T n?
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Skoro "2 1/n? jest zbiezny, korzystajac z kryterium porownawczego otrzymamy,
ze (5.2) jest zbiezny. Zatem, szereg (5.1) jest bezglednie zbiezny. Poniewaz

[e.9]

sin 3"
>

n=1

o0

< Z | si;ln?)”]’

n=1

to otrzymamy, ze nasz szereg (5.1) jest zbiezny.

Zbadamy teraz szereg
el
5.3
210 (-3

n=1

Wida¢, ze taki szereg nie spelnia warunku koniecznego i jest rozbiezny. Korzystajac z
wzoru Stirlinga:

n! ; nte "/ 2mn

lim o )n\/277 = +00.

i "5
oo 1007 nostbe - 1007 e STl

Kolejny szereg to

n

= |
e n.

nv
n=1

Widaé, ze taki szereg nie spelnia warunku koniecznego i jest rozbiezny. Korzystajac z
Stirlinga:
e"n! e"n"e " 2mn
lim = i —4—5—+— = Tm® v2%n.= +o00.

n—+oo N n—-+oo nn n—-+oo

Nastepujacy szereg

Spetnia warunek konieczny zbieznosci

A Aon e\ T (2Pl E
lim = | - = 0.
n—+oo \ 3n + 1 3
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Aby zbadaé czy taki szereg jest zbiezny korzystamy z kryterium pierwiastkowego
Cauchyego. Taki kryterium méwi nam, ze jezeli ) a, jest taki, ze

lim sup|a,|”™ = b,

to: jezeli b > 1, to szereg jest rozbiezny; jezeli b < 1, to szereg jest zbiezny; jezeli b = 1
kryterium nie pozwala okresli¢ zachowania szeregu. W naszym przypadku mamy, ze

n 1
on +1)2 m+1\2 |2 2
lim { = i =4/ <1=1 nl/":\/j<1.
n=4bo <3n+1) by (3n+1) 3 im sup|a| 3

Zatem szereg jest zbiezny.
Tez mozna sprawdzi¢ charakter szeregu za pomoca kryterium D’Alemberta. Taki
kryterium twierdzi, ze dany szereg ) a, i warto$¢ granicy

1- |an+l| o b

n—-+oo |(Ln| 3

to: jezeli b < 1 to szereg jest zbiezny i jezeli b > 1, to szereg jest rozbiezny. Jezeli b = 1,
to kryterium nie pozwala nam okresli¢ charakteru szeregu.
W naszym przypadku, mamy, ze

n+1

2n+3) T2 z 1
(3e12) i [(2n+3)(3n+1)] (2n+3> |
n——+0oo

lim o242l =
2n+1

ntoo (Zatl)s (3n+4)(2n +1) 3n+4
Dodatkowo,
o [(@nt3)(3n+1) L fm [y 677 110 +3 — 602 — 11n — 4 L
n=too [(B3n4+4)(2n+1)|  noteo 6n2 + 11n + 4 B
) , 1 m(ﬁnz-l-lln—&—ll)%
=0 { T 6nZ 1 1in +4]
7] elimn%+oo m $oq!
Zatem -
(2n+3)T 9 |a | 9
. 3n+4 _ . |# . ntll /2
ngrfoo <2n+1)% B \/; < 1= lmsup, o || \/; <1
3n+1

i szereg jest zbiezny. Warto podkresli¢, ze
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|an|
i kryterium D’Alemberta i Cauchyego sa rownowazne. Natomiast, w pewnych przypad-
kach moze by¢ tatwiej skorzysta¢ z kryterium D’Alemberta i w innych przypadkach z
kryterium Cauchyego (np. kiedy pojawiaja sie wyrazenia do n'ej). O

1/n

lim sup,,_, | o = limsup,,_, | o |an|

Zadanie 6. Zbadaé¢ zbiezno$¢ nastepujacych szeregow:

= (n+1)5" . (arctgn)” = -1 1
Z A el TR Z D | ;M’ Zlnlnn'

n=1 n=1

Wida¢, ze szereg spelnia warunek konieczny. Skoro pojawiaja sie wiele elementow do
n’ej, korzystamy z kryterium pierwiastkowego Cauchyego:
A 1)am AL ) 1 5
lim u = limy = (n+ 14 = —.
n—s4oc 2n3ni-l n—+o0 6 3 6

Zatem
limsup,,_, , oo|an|"/" = 5/6 < 1

i szereg jest zbiezny.
W drugim przypadku mamy, ze arctan : R — [—7/2,7/2] i ta funkcja jest taka,
ze |arctan(z)| < 7m/2 < 2. Korzystajac z tego mamy, ze taki szereg spelnia warunek

konieczny:

arc tan”

f 2Ot
n—4o0o on

Aby sprawdzy¢ charakter tego szeregu sprawdzamy, czy szereg jest zbiezny bezwzglednie,

czyli zbadamy zbiezno$¢ szeregu

i |arc tan™(n)|
n=1 2n '

Widaé, ze
larc tan™(n)| < "

on = y4n’
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Skoro Y m*/4™ jest zbiezny poniewaz z kryterium pierwiastkowego Cauchyego

: W21
lim sup,,_,, o 1

to nasz szereg jest bezwzglednie zbiezny. Zatem
2, arctan™(n)
Z 2n
n=1

jest zbiezny.

Zbadamy teraz szereg
o

1
X:Inlnn'

n=

Oczywiscie, taki sereg spetnia warunek konieczny

F 1
lim =0
n—+oo nlnn

Aby rozwiaza¢ ten szereg trzeba skorzysta¢ z nowego kryterium: kryterium zageszczania
(to material dodatkowy i nie obowigzuje do egzaminu).
Zalozmy, ze szereg Y - a, jest taki, ze ciag (|a,|)s>, jest malejacy, a p jest liczba
naturalng wigksza od 1. Szereg > 7 | p"a,n jest zbiezny wtedy i tylko wtedy gdy > 7| an.
W naszym przypadku mamy, ze 1/(nlnn) jest malejacy i dla liczby naturalnej p > 1

to

o0 o

i !
£ prInpn i Z nlogp’

n=1
Taki szereg jest rozbiezny. To oznacza, ze nasz szereg jest rozbiezny. [J
Zadanie 7. Zbada¢ zbieznos¢ nastepujacych szeregdw:

S () Sepean, Sy ()T St

n=1 n=1 n=1
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Rozwigzanie:Aby zbadaé pierwszy szereg korzystamy z kryterium Leibniza:

Jezeli szereg . (—1)"a, jest taki, ze lim,_, o a, = 01 (a,)nen jest nierosnaca, to
szereg jest zbiezny.

Korzystajac z tego, mozemy analizowaé pierwszy szereg:

S ()

n=1

' 3n + 1 n 3 limp— 4o m
lim = |- = 0.
n—+oo \ 4n + 1 4

oy (B2 (3n+4) l(3n+4)(4n+1)r = (3n+4) l12n2+19n+4r .

G (iZE)n B dn+5/ [ (3n+1)(4n +5) An+5/) [12n2+19n+5

Mamy, ze

Dodatkowo,

i skoro (a,) to ciag wyrazow dodatnich, to jest nierosnacy. Zatem, na moc kryterium
Leibniza, szereg jest zbiezny.
Korzystamy znowu z kryterium Leibniza aby zbada¢ drugi szereg:

i(—n" (\/5 h 1) . (7.1)
Mamy, ze
nEToo<{L/§_1> LhdE o

Dodatkowo, widaé, ze ciag ¢, := 2!/ jest malejacy i z tego tatwo wynika, ze a,, = V/2—1
jest malejacy. Korzystajac z Leibnitza, szereg (7.1) jest zbiezny.

Zbadamy teraz
o] 3 n—1
_1 n+1 Sy :
>--1n (3)

n=1

Mamy, ze

Dodatkowo,
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Dla n > 3 mamy, ze a,.1/a, < 11 ciagg a, jest nierosnacy poniewaz jest ciagiem
wyrazéw dodatnich. Zatem, na moc kryterium Leibniza, nasz szereg jest zbiezny.

Zbadamy

n=1

Znowu mamy, ze korzystajac z twierdzenia Stolza:

lim an_ lim L _—o.
n—+oo M n—+oo N — (n = 1)
Dodatkowo,
Inn+1) Inn nln(n+1)—(n+1)lnn = In (Zﬁ)ln In[(1+1)"1]
Qpy1 — An = =i T, = -

n+1 n n(n+1) n(n+1) n(n+1)
i skoro (1 +1/n)" < e wynika, ze

In &
mn

n B ey
el e n(n+ 1)

1, n>1.

Zatem, a, jest niemalejacy i szereg jest zbiezny. [



