ANALIZA |
14 i 17 pazdziernika 2014 JALE
1 4y ! I
Seme?tr zimowy \‘}.‘\D o~ ZY@
Lista IV ={1[=

Ny, ————— o
sy AR

Przeliczalnosé, kresy, bijekcje

Javier de Lucas
Zadanie 1. Wyliczyé¢:

o U2, 4]

n=1ln>nl"
ST+
® Uicpa At 0raz [Ny g Ae, gdzier Ay = [t, 2t] x [, 1].
Zadanie 2. Pokaza¢, ze funkcja f : X — Y, gdzie X =]0,1[, Y =[-2,2]\ {-1,1}
—3z —1, % €]0,%],

) ="¢ 33% 6]%, %],
62 = 5, z:]31]

jest bijekcja. Znalezé f~'(z).
Zadanie 3. Udowodni¢, ze zbior A = {x € N : 10|z} jest przeliczalny.

Rozwigzanie: Zbior A jest przeliczalny kiedy A ma skoiiczony wiele elementéw albo ist-
nieje bijekcja f: A — N. Udowodnimy, ze funkcja

fiAsz—>2/10€N

jest bijekcja. Najpierw, skoro 10|z, to x/10 € N i ta funkcja jest dobrze zdefiniowana.
Nastepnie, udowodnimy, ze f jest bijekcja, czyli jest injekcja i surjekcja.
Funkcja f jest injekcja wtedy i tylko wtedy gdy

f(n1) = f(na) = ny = no.

Mamy, ze
f(n1) = f(ny) = ny1/10 = ny /10 = ny = no.

Woéwecezas, f jest injekcja.
Funkcja f jest surjekcja wtedy i tylko wtedy gdy
Vn e N,Ja € A, f(a) =n.

Aby udowodnié, ze f jest surjekcja wystarczy zauwazy¢, ze dla n € N mamy, ze 10n € A
i f(10n) = n. Wiec, f jest surjekcja.
Skoro f jest injekcja i surjekcja, to f jest bijekcja i A jest przeliczalny.
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2z, x € N
Zadanie 4. Korzystajac z funkcji f(z) = ’ '
ystaja ji f(z) {—2$—1,9§€Z\N
pokazaé przeliczalnos$é zbioru Z.

Rozwigzanie: Zbior A jest przeliczny kiedy ma skoriczone wiele elementéw albo istnieje
bijekcja miedzy A i N. Skoro Z ma nieskoriczone wiele elementow, to Z jest przeliczalny
kiedy istnieje jaka$ bijekcja miedzy Z i N. Sprobujemy udowodnié¢, ze f : Z — N to
bijekcja.

Najpierw udowodnimy, ze f to injekcja, czyli

firy) = f(rg) = zi=im:

Aby to udowodnié¢, najpierw zauwazamy, ze f(x) jest parzysty dla z € N i nieparzysty
dla = € Z/N. Wigc, jezeli f(z1) = f(x2), albo 1,29 € N albo x1, 29 € Z/N. Jezeli
x1,T9 € N, to

f(ZL'l) = f(l’g) = 211 = 219 =21 = To.

Jezeli x1, x5 € Z/N to
Fppeeai(ry) =2 — 1 1% 212 — 1 .= 2.

Wigc, f jest injekcja.

Aby udowodnié, ze f jest surjekcja musimy sprawdzié, ze dla kazdego elementu n € N
istnieje x € 7Z taki, ze f(z) = n. Zeby to udowodnié, trzeba pamietaé, ze dla x € N
wynika, ze f(z) jest parzysty i jezeli € Z/N, to f(x) jest nieparzysty. Wiec, dany n
parzysty, widaé, ze

r=n/2€eN, r = f(n).

Natomiast, dla n nieparzysty, to
z=(n+1)/(-2) € Z/N = f(x) =n.

Wige, dla kazdego n € N mamy, ze istnieje x € Z taki, ze f(x) = n. Zatem, f jest
surjekcja.
Skoro f jest surjekcja i injekcja to f jest bijekcja i Z jest przeliczalny. [J

Zadanie 5. Dowiezé, ze kazdy zbior rozlacznych, potzonych na prostej odcinkow jest
przeliczalny.

Zadanie 6. Omowi¢ po raz n—ty dowod przekatniowy Cantora nieprzeliczalnoéei od-
cinka 0, 1].
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Zadanie 7. Pokazaé, ze zbior wartosci funkcji f(z) = l_f%, gdzie x € R, jest nieograni-
czony.

Rozwigzanie: Zbior A C R jest ograniczony, gdy istnieja liczby M, My € R takie, ze
M, < a < M, dla kazdego a € A. Moéwiac inaczej, zbidér A jest ograniczony z gory i z
dot.

Udowodnijmy, ze zbior wartosci funkcji f, czyli

A={f(x) e Rlz e R}

nie jest ograniczony z gory, czyli dla kazdego M € R istnieje a € A taki, ze a > M.
Kiedy zbiér nie jest ograniczony z gory, to nie jest ograniczony.

Aby udowodnié, ze A nie jest ograniczony z gory, musimy udowodni¢, ze dla kazdego
M € R istnieje x € R taki, ze f(x) > M, czyli

1'3

g e

Skoro 1 + 2% > 0, to jest réwnowaznie warunkowi
2> M(1+2%) < 1% - Mz> - M >0 2%(z =~ M)— M>0. (7.1)

Teraz widac, ze dla kazdego M istnieje x speliajac ostatni warunek. Wtasnie, dla M < 0
mamy, ze dla kazdego x > 0 ten warunek si¢ spelnia. Natomiast, Dla M > 0 wybieramy
z > max{l,2M} i mamy, ze

x221, z— M > M.

Widag, ze taki x istnieje i spelnia nasz warunek (7.1). Wiec, zawsze istnieje a spelniajacy
f(z) > M i zbiér wartosci f nie jest ograniczony z gory i wtedy nie jest ograniczony.

0

Zadanie 8. Pokaza¢, ze zbior liczb postaci mv/5 — n, m,n € N jest nieograniczony z
gory.

Rozwigzanie: Musimy udowodnié, ze dla kazdego M € R istnieje
a€ A:={mV5—nlm,neN},

taki, ze a > M. Czyli, istnieja m,n € N takie, ze mv/5 —n > M. Wlasnosé Archimedesa
liczb naturalnych moéwi nam, ze dla kazdego x € R istnieje m € N taki, ze x < m.
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Korzystaja¢ z tego, mamy, ze
M+1
V5

Wiee, M < mv/5 —n dla n = 1. Element m+v/5 — n nalezy do A i wtedy A nie jest
ograniczony z gory. [

<m=M<mV5— 1.

Zadanie 9. Pokazaé, ze funkcja f(z) = xsinz,z €]0, +00[, nie jest ograniczona z gory
ani z dot.

Rozwigzanie: Nieograniczno$é z gory. Musimy udowodnié¢, ze dla kazdego M € R istnieje
x €]0, +o0| taki, ze f(z) > M. Z wlasnosci Archimedesa mamy, ze dla kazdego M € R
istnieje element k € N taki, ze

M -1
4
Wige, f(x) > M dlaz = (dk + 1)7/2 .
Nieogranicznosé z dot. Musimy udowodni¢, ze dla kazdego M € R istnieje x €0, +o0|

taki, ze f(x) < M. Z wlasnosci Archimedesa mamy, ze dla kazdego M € R istnieje
element k € N taki, ze

2
<k;s—M<4k+1;»M<(4k+1)f:f((4k+1)f).
T 2 2

2|M| -3 2
% < k= Z|M| < 4h+3 = —(Ak+3) T < M < (4h+3)7 = M > f ((4k+3)7 ).
O

Zadanie 10. Wykac, ze kres gorny zbioru liczb postaci 17, gdzie z € Ry = {z € Rlz >
0} jest rowny 1.

Wiemy, ze x < 1+ 2 12z tego /(1 + ) < 1 dla z > 0. Z tego wynika, ze 1 to

ograniczenie gorne zbioru
x
Al= zeR;p.
{ Il 4 | +}

Aby udowodnié, ze 1 to kres gorny, czyli najmiejsze ograniczenie gorne, trzeba udowodnié,
ze nie ma « spetniajac

Ve e Ry, <a<l.

1+

Taki warunek jest rownowasnie warunkowi

Ve € Ry,

—1<a-1<0 <<= VrxeR,,
1+z = S s

>1—a>0.
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Ale to ostanie jest falszywel!! Jezeli 1 > § > « to ustalajac x = /(1 — ) otrzymamy

1
1+z

=l=f<1-a.

To sprzeczno$é i nie ma a < 1.

Zadanie 11. Wykag¢, ze liczba 2 nie jest kresem gérnym zbioru liczb postaci gﬁi . & N.

Rozwigzanie:
Wystaczy znalezé liczbe o spetniajac, ze

3n+1
2n + 1

<a <2, Vn € N.

Widag, ze
3n+1 3 1/2

PR R D e R

Wiec, Vn € N mamy, ze
AT 3 1/2 3

T Tl ol 2

Zatem, 3/2 to ograniczenie gorne liczb (3n +1)/(2n + 1) dla n € N. Skoro 3/2 < 2 to 2
to nie kre§ gorny: istnieje mniejsze ograniczenie géorne naszego zbioru. [




