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Granice ciagow

Javier de Lucas
Zadanie 1. Bezposrednio z warunku Cauchy’ego wykazac, ze ciag {+} jest zbiezny.

Zadanie 2. Bezposrednio z warunku Cauchy’ego wykazaé, ze ciag a,, = Y ,_, m jest
zbiezny.

Zadanie 3. Zmnalez¢ granice ciaggu danego wzorem rekurencyjnym:
1
Apyl = 5 a; > 0, aq 7é 1.
a’TL
Zadanie 4. Zbadacé zbieznosé ciagéow:

n3 n . [ 2m
(a) an = cos (m) ) (b) b, = = o <§n) :

Rozwigzanie: Widac, ze

mn3

2n2 +n
dazy do +o00. Z tego powodu, mozemy spodziewac sig, ze cosinus tego kata bedzie oscy-
lujacy i1 {a,}nen bedzie oscylujacy. Aby udowodnié, ze ciag {a,}ner nie jest zbiezny
wprowadzamy dowdd niewprost. Zaktadamy, ze lim,, . a, isnieje i udowodnimy, ze po-
jawia sie jakas sprzecznosé. Aby to zrobié, korzystamy z faktu, ze jezeli lim,, . a, = a,
to dla kazdego podciagu {an, }reny mamy, ze limy_, 1 a,, = a.
Teraz, mamy zamiar zbudowa¢ dwa podciagi {an, }ren 1 {an fren takie, ze

Iim a lim a,.
k—4o00 - # k—4o00 "k

Czyli otrzymamy jakas sprzecznosc.
Zamin to robimy, mozemy uprosci¢ a,:

7Tn2 7TTL2 7m+7rn —T7n +7TTL
a, = COS — COS — = — | =COS | ————< — ] .
2n+1 2n+1 2 2 22n+1) 2
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Dla podciagu {an, }ren, gdzie ny = 4k, mamy

_ _ —7dk w4k _ —7dk : w2k
lim a,, = lim cos + = lim cos | —=—— | = lim cos .
k—r400 k—+00 2(8k +1) 2 k—+00 2(8k+1) n—-o0 8k +1

Skoro ok n
m m m m T
I =2 = Tk, Yk > & D e 2
koo 8k +1 . 4 0 o T @k "3 €

Poniewaz cos(7/4) = v/2/2 =~ 0.7, mozna ustali¢ ¢ i ky aby zagwarantowaé, ze

1 w4k
ik ek — e 1
> Ko, 2<COS(2(8]€—|—1)><

Jednoczesnie, dla podciggu {a, }ren, gdzie nj = 4k + 2, mamy

_ , —m(4k+2) w4k _ m(2k + 1)
lim a, = lim cos - +7)=— lim cos| ————= ).

k—doo F  k—too 2(8k +5) 2 k—+o0 8k +5
Skoro
m(2k+1) =« T —m(4k+2) «
———— = — = dko,Vk > k xg — Mgt e~ < —
kotoo SE45 - 4 ¥ O @ T <EmETE) 4 ¢

Wiec, mozna ustali¢ € aby zagwarantowad, ze

m(2k+1) 1
Jko, Yk > Bt T — ——.
0, > Ko, < — €08 ( Sk +5 ) < 5

Wigc, jezeli istnieja takie granicy, to te podciagi maja granice mniejsze i wigksze od zera,
wiec te granicy sg rozne. To sprzecznosé i nie istnieje granica ciggu {a, }nen-

Mozemy udowodni¢, ze ciag {b,}nen nie ma granicy jak wezesniej. Wprowadzamy
dowod niewprost. Zakladamy, ze lim,, ., b, isnieje, to

Bm &, =klith by = lin=b,,
n—+00 k—+o0 k=400

dla podciagoéw {by, }ren 1 {bn'k bren, gdzie ng = 3k i nj, = 3k + 1.
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Natomiast,
lim by, = —F gin (27k) = 0
(b = gy in (k) =
i
k+1 2 1 2
lim b, = lim Sk + sin 27rk:—|——7r = —sin il i
Zatem

lim b lim b,
k—+4o0 " ?é k—+o00 "’

to sprzecznosé i ciag {b, }nen nie ma granicy.

O

Zadanie 5. Zbadacé zbieznosé ciagu i znalezé granice:

S 1

Rozwigzanie: Trudno obliczy¢ sume ciaggu. Wiec, najtatwieszy to ograniczy¢ cig z gory i
z doh korzystaé z twierdzenia trzech ciagdéw. Aby to zrobié¢, bedzie korzystny usunac 1,
poniewaz utrudnia obliczenie granicy.

Skoro i < n, widac, ze

n

PR Rl
VAR s vn24+n  Vn?2+n

Mamy, ze
= Vn? n2+i_i:1 vnZ+n VnZ+n
Wiec,
1> lim lim 1.

1 2 1 n
—— — s — = lim — =
n—+4oo £ ! \/TL2+i i n—H—OO; \/n2+n n—+o00 ‘/TLQ—f—TZ

1=

7 tego wynika, ze
n

1
lim —=
n—+oo Z vn? 41

=1

1.



ANALIZA |
24 i 28 pazdziernika 2014
Semestr zimowy 1\DZ IZ}%
Lista VI = { 4 ‘ =

=
oy BRsyTEr AR

gdzie k € N, a \; > 0.

Rozwigzanie: Aby wiedzieé, jak rozwiazaé ten problem mozna pamietaé¢ prosty przyktad:

lim /17 4 27 + 3n.

n—-+00

Pamigtamy, ze mozna to rozwiazaé¢ za pomoca twierdzenia trzech ciagdéw i powiedzieé,

VAS)
Var < 1420 30 < /343 + 3
Zatem
3= lim ¥3*< lim V1I"+2"+3"< lim ¥/3"+3"+3"= lim 3V3=3.
n—-+o0o n——+o0o n—-+0o n——+00
Podobnie,

lim ! 41704 5% 5K 872,

n——+00

Pamie¢tamy, ze mozna to rozwiaza¢ za pomoca twierdzenia trzech ciagéw i powiedziec,
ze
V8 < /I 4+ 57 4 81 < /8 + 8n + 8n

Zatem

= lim V8 < lim V1" +5"+8 < lim /8" +8 + 8 = lim 8V/3=S8.

n—-+4oo n—-+oo n—-+o0o n—-+oo

Wida¢, ze nasz problem to proste uogélnienia poprzednich granic. Wiec, znowu mozemy
korzysta¢ z twierdzenia trzech ciagow. Widaé, ze dla A = max(\, ..., \x) mamy, ze

k k
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Zatem
k
A< lim P A< lim AVE =)
n——+oo P, n—-+oo
i
k
Jm 2=
O

Zadanie 7. Obliczy¢ granice ciggu o wyrazie ogdlnym: u,, = (1 + %)n, Up = (1 — —z)n,
2 2
n n -—n+43 n ft n !
= ()" = (=) = (52) = (22)

Rozwigzanie: Prawie wszystkie granicy mozna rozwiazaé korzystajac z wzoru

m a,=0= lim (1+a,)""

n—-+o0o n—-+o00

= €.

Na przyktad

° 2
2\ " 9 n/2
lim (1 + —) = lim (1 + —> } = e
n—-+oo n n—-+oo n
° ¥,
2 n
1\" "
lim (1-—=) = lim |[(1-= = lim Y™ =1.
n—-+00 n2 n—-+o00 n2 n—-+o0o
* A(n-3)/
4 3—n 4 —n /4| =)/
lim (1 - —) = lim [(1 — —> ] = et
n—-+o0o n n—-+oo n
* r 5
5\ i F n/5
lim <n % ) = lim (1 + —) ] =e°.
n—-+4oo n n—-+oo n
[ J

n2 + 6 n2 6 n2/6 6
lim = lim 1+ — = ¢5.
n—+00 n? n——+o0o n2
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2

, n2+2\" 11"
lim = lim |- =0.
n—+oo \ 2n2 + 1 n—s+oo | 2

OJ
Zadanie 8. Obliczyc’ granice ciagu o wyrazie ogolnym wu, = \/n++/n — \/n—/n,
_\/ V2 = 1), uy, =n(V2r2 +1— V202 — 1), u, = —L
n++/n+v/n
h n 3 0ogo N
u, = 2 "acosnw, u, = "nsg’i’f!, U, = n(lnfn+ 1) — Inn); u, = : (lj"), Uy, = 115;8;,
Up = ?222227 T :_7!17 O 27,:3”'
Rozwigzanie:
: (vn+vn)* — n—\/ﬁ)g
lim \/n++vn—\/n—+vn=
n——+00 n—>+oo \/n +4/n+ \/n e
o 2v/n 5 2f [/
= |lim =
e T+ Vi Vi f Ul 1
_ , n(n—\/nQ—l)(n—l—\/n?—l)
lim y/n(n—+vn?2—1)= lim
n—+oo n—+oo n -+ A /n2 e

= lim \/n(n2 wll Gl D) = lim = lim vn/Vn i
I N W " Inpn =1 V2

o2 +1— (2n% — 1
lim n(VZRTE1 < vaZ—T) = lim Mo £1=-0@n —1)
n—+00 n—+oo 1/2n2 +1++/2n2 — 1

2n 2n/n
= lim = lim =1/V2.
no+oo \/2n2 + 1+ V202 —1  notoo (/202 /n2 +1/n2 + /202 /n? — 1/n? /

nsinn!

lim w, = lim
n—-+o0 n—+oo N2 + 1
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Korzystamy z twierdzenia trzech ciagéw

n nsinn! n
n24+1" n24+1 " n2+1

i nsinn!
0= lim — < lim < lim =
n—+oo nZ4+1 n—+oco N2 + 1 n—+oo n2 + 1
Zatem .
. : nsinn!
lim w, = lim 5 =
n—+oo n—+oo N 4+ 1
I PR T e = Tog ()i g i [iE®
im u, = lim n(lo n) —log(n) = lim nlo .
n—-+4o0o n—-+o0o g g n—+oo g n
Mamy, ze
T
—  <log(l+2z) <=x.
I+ — & \s
Wiec,

1 1 1
n o < nlog Ll <n-=1
1+1/n n n

7 twierdzenia trzech ciagoéw

1 1 1
lim n i < lim nlog( +n) < lim n—=1
n

n—+oo 1 + 1/7’1, T n—+4oo T n—o4oo 1N

1
1 < lim nlog( +n) <1
n

n—-+oo
Woéwcezas
nl_lgloo Uy = nl_l}_{loo n(log(l +n) —log(n) =1
|
lim i
n—-+oo N

Korzystajac z Stirling

n!
lIlm —=1
n—+00 e~/ 2n ’
mamy
. e "n"v2mn . n
lim —————— = lim e "v2mn =0.
n—4oo nm n—4o0o



