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Twierdzenie Stolza i metryki

Javier de Lucas
Zadanie 1. Zbadacé zbieznos¢ ciagu i znalezé granice:

C1E3i 4 (204 D)5

n

an

PN

Rozwigzanie: Zeby obliczy¢ taka granice korzystamy z twierdzenia Stolza, ktore mowi
nam, ze

{bn}nen rosnacy, n1—1>I—Eoo by, =5 00; nEIfoo Z:i—:g: =b € RU{+00, —00} = nl_l)IEOOZ—: =b.
Aby obliczyé¢ lim,,_, | o a, zdefiniujemy
A= Z—n, oy 1i—|—3i+~~+(2n+l)i, b, = n°/*.

Ciag {bn }nen jest rosnacy i lim,, 1 b, = +00. Dodatkowo,

e (2’/’L = 3)i nig__cz. o0

1. Cn+1 —Cp
5 5 :
n—>+oobn+1—bn n—>+oo(n_|_1)4_n4 00 — 00

To niocznasnos$é typu oo/(oo — o0). Aby to rozwizaé, usuniemy oo — oo korzystajac z
Wwzoru

A* — B*= (A - B)(A® + A’B+ AB* + B).

W szcezegolnosei, dla A = (n + 1)% i B=ni otrzymamy

s s (n+1)>—nd
(n+1)4_n4: 5 5 5 55
(m+1)*+(n+1):2ni+ (n+1)in2 +n
5nt 4+ 10n3 + 10n% +5n + 1
(n+1)7 4+ (n+1)2ni +(n+1)ins +n7

1

N}

9

gdzie korzystalismy z faktu, ze (14 n)® = 1+ 5n+ 10n* + 1013 + 5n* +n’. Wsp6czynniki
tego wielomianu mozna ustali§ za pomoca trojkata Tartaglia albo za pomoca znakéw
Newtona. Z powyzszego wzoru wynika, ze
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(n—l-l)%+(n+1)%n%+(n+1)gn3+n% _4.2

el
ST

. Cn+1 — Cn .
1 — =1 2 3
LR 5 el (2n+3) 5nt + 1003 + 1002 + 5n + 1 5

7 twierdzenia Stolza

=
(\]
ENT

i . Cn+1 — Cn 4-2
lim a, = lim = = —.
n—+00 n—+00 bn+1 -5 bn 5 5

O

Zadanie 2. Sprawdzié, korzystajac z Tw. Stolza, ze:

154254 4+mb 1
lim ==
n—oo n6 6 n—00 n

o 1 1 LY s
: hm_<\/7L+1Jr\/n+2+'”+\/ﬁ)_2(\/5 b

Rozwigzanie: Dla pierwszej granicy mamy, ze mianownik to ciag {n°},en rosnacy, ktory
dazy do +o0. Wiec, sprobujemy korzystaé z Stolza dla ¢, = 1°+...+n’ib, = nb. Czyli
sprobujemy obliczy¢ granicg lim, 4o * za pomocg lim, i Z:E:Z: Aby to zrobic,
musimy jeszcze sprawdzi¢ granice:

. Cnt+1 — Cn b (TL + 1)5
lim —— = lim ————
n—00 bn+1 - bn n—00 (77/ + 1)6 —nb
. (n+1)°
lim
n—oo 6n® 4 15n4 + 20n3 + 15n2 + 6n + 1
(=)

— i n
n=00 6n°/nd + 15n*/nd + 20n3/nd + 15n2/nd + 6n/nd + 1/n°

Skoro istnieje, to
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Dla drugiej granicy mamy, ze mianownik to ciag {y/n},en rosngcy, ktory dazy do
+o00. Wige, mozemy sprobowaé korzystaé z Stolza dla b, = v/n i

1 1 1
Cp = + o —,
vn+1l Vn+2 V2n
Widag, ze
1 = 1 1
Crtl #5.Cn = - .
i} V2n+1  V2n+2 i+l
Wigc,

1 1 1 1 i 1
lim PTG gy V2L Fibniok Varl o o <\/2n+1 + s \/T+1> (Vn+1++/n)
b by e YaFloya s ekl yR)(Vatl-vi)

. 1 1 1 s
_nh—>nol<>(\/2n—|—1+\/2n+2_ \/n+1>( Rt 1++/n)

V2R F T A (L= V)R L

—hm< R e W )(\/n+1+\/ﬁ)
i [ V2 VR - V2V F T Vit T+
B Von +2v2n+1 NG

_V2-V2(V2-1)
2

n—oo

n—o0

2.

Zatem

11mM:\/§<1+1—\/§>:2(\/§—1>: i N

O

Zadanie 3. Wykaza¢, ze jezeli ciag liczbowy (a,,) jest zbiezny, to:

. nap+(n—1ay+...a, ]
lim = lim a,.
n—oo n+(n—1)+...+1 n—00
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Rozwigzanie: Widaé, ze mianownik ciagu

_nar+(n—1ax+...ay
"Toont+(n—1D+...+1

9

czyli
bp=n+n—-1)+...+1

to ciag rosnaczy i lim, 1 b, = 4+00. Zatem, stosujemy twierdzenie Stolza dla

n = i (0~ Dz + g b= W=T) L

Mamy
Cnt1—Cn (N4 1)ar +nag+...ap0 — (nay+(n—1)az+...a,)  ar+az+...+ap1
bpi1 — by, n+l+ntic+l—(m+(n-—1 +-"+1) n+1
Wigc,

lim a1+a2+'”+an+1E]RU{—I—OO,—OO}:> lim u, = lim GOt - T Ont
n—+o0 n+1 n—+00 (s n+1

(3.1)

Natomiast, jeszcze nie wiemy czy istnieje granica

. a1+a2—i—...—i—an+1
lim .
n——+oo 7’L+1

Aby to sprwadzi¢, korzystamy znowu z twierdzenia Stolza.. Mamy ze mianownik to ciag
{d, }nen rosnacy, ktory dazy do +oo. Zdefinivjac e, :== a; + ... + a,41, mamy, ze

. En+1 — €n .t art .. Fane— (a1 + . F api) : )
| —— = lim = lim apy = lim a,.
n—+00 dn+1 - dn n—+00 n+2— (n -+ 1) n——4o00 n——+o00
Skoro lim,, ., a, z zatozenia wynika, ze
5 a1+a2+...+an+1 :
lim = lim a,
n—+00 n-+1 n—-+oo
iztegoi (3.1) wynika, ze
. . arta+...+a .
lim wu, = lim ! 2 "t~ im G-

n——+o0o n——+oo n-+1 n—-+o0o
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Zadanie 4. Narysowa¢ kule i d-odcinki w metryce ,rzymskiej” w R? czyli

d(l’ ) _ |l’| + |y|7 T1Y2 — T2l 7£ 07
’ |z —yl,  T1y2a — T2y1 =0,

gdzie |z| = /2% + 23.

Rozwigzanie: Najpierw, obliczymy postaé¢ d-odcinkow. Wiemy, ze d-odcinek [a, b] to zbior
elementéw = € R? takich, ze

d(a,z) +d(x,b) = d(a,b).

Zbadamy te d-odcinkéow dla réznych typow punktéow a,b € R2 Aby to zrobié¢, warto
zauwazyc, ze

T1Yo —xayy = 0 [FXER, - (21,22) = AY1,¥2) V (Y1, y2) = (21, 22)].

Czyli wektory a 1 b sa proporcjonalne. Tez si¢ mowi, ze a i b sa liniowo zalezne. Kiedy
ten warunek nie spetnia si¢, mowi sie, ze te wektory sa liniowo niezalezne.
e Jezeli |a| = |b| =0, to

0 =d(a,b) =d(0, ) + d(z,0).

Z tego wynika, ze d(0,x) = 0. Z wlasciwosci metryki wynika, ze x = 0. Zatem [a,b] =
{(0,0)}.
e Zalozmy teraz, ze |a] # 0 lub |b| # 0. Dodatkowo, zaktadamy najpierw, ze a i b
sa liniowo niezalezne. Wiec, d(a,b) = |a| + |b| i elementy d-odcinku to te elementy R?
spelniajace, ze
d(a,z) + d(x,b) = |a| + [b].

Mamy, ze x moze byc¢:
(a) z nie jest proporcjonalny ani do a ani do b. Wtedy,

d(a, z) + d(x,b) = d(a,b) = la| + [b] + 2|z| = |a] + [b].

Wigce, |z| = 0. Natomiast, nie ma elementu x, takiego, ze || = 0 i nie jest proporcjonalny
do aib.

(b) Jezeli x jest proporcionalny do a i b, to x = Xa i * = pb dla pewnych libez
A, 1€ R, Widag, ze jezeli jeden z tych liczb jest nieréwny zeru, np. A, to a = u/Abib i
a sa proporcjonalne. To jest przeciwko neszemu zatozeniu i A = p = 0. Wiec, || =01
z = (0,0) € [a,b)].
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(c) Jezeli x jest proporcjonalny do a i nie jest proporcjonalny do b, to z = Aa dla
pewnej liczby A € R. Woéwczas

(1= Nal +[Aa] +[b] = |af + [b] & |1 = Alla] + [A|la] = [a] & [1 = A[+[A] = 1.

Wige, |A] < 1, cezyli =1 < A< 1,i |1 =X <1, czyli 0 < X < 2. Widaé, ze powyzszy
rownoscé speltnia sie wtedy dla 0 < A <11 Xa € [a,b] dla A € [0, 1].

Jezeli mamy, ze x jest proporcjonalny do b i nie do a, to mamy podobny wynik.
Zatem, d-odcinki ma postaé

[a,0] ={Aa: A e0,1]}U{Nb: X € [0,1]}.

e Ustalmy teraz [a, b] jezeli a i b sa liniowo zalezne. W takim przypadku mozemy napisaé

a = Ab dla pewnego A € R (lub b = Aa). Zaktadamy, ze a = \b i b # 0. Wiec,
z € [a,b] & d(a,z)+ d(z,b) = |(1 — A)b).

Teraz sprawdzamy rozwiazania ostatniej réwnosci.
(a) Jezeli b i x nie sa proporcjonalne, to = nie jest proporcjonalny do a i

[ + |2 + [A[b] + 2] = L= Al[b] & 2[z] = (]T = A[ = [1 + [A|])[].

Zatem \ < 0. Z tego wynika, ze [l —A| = |14+|)|| i |z| = 0, ale nie ma takiego x poniewaz,
bytby proporcjonalny do b.
Jezeli x i b sa proporcjonalne, to x = ub dla pewnego p € R i

[Ab — pb| + [b — pb| = [(1 = A)b = (J]A = | + [1 = ul)|o] = [1 = Al[b]

Z tego mozna udowodni¢, ze jezeli A > 1 to 1 < p < A Natomiast, dla A < 1 to
A<p<l

Wigc, [a, b] to wszystkie punkty miedzy a i b.

Teraz obliczymy kule o §rodek a i promien 7, tj. K(a,r):

Jezeli punkt = € K(a,r) jest proporcjonalny do a, to |z — a| < r. To zbiér punktow
Aa dla —r/|a| < A < r/|a|

Jezeli punkty a, x nie sa proporcjonalne, to
d(a,z) = |a| + |z| <7
Jezeli |z| > r nie ma punktow. Jezeli |x| < r to koto o promien r — |z| i Srodek w (0, 0)

minus linia od 0 do a.
O
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Zadanie 5. Niech X := K(0,1) (czyli {x € R? : 23 + 22 < 1}) za$:

d(z,y) = min(|lz —y[,2 — |z| - [y]). (5.1)
Sprawdzi¢, ze d(x,y) jest metryka.

Rozwigzanie: Metryka w X to odwzorowanie d : X x X — [0, +oo[ takie, ze
o dlz,y) =0 z=y, r,y € X
e d(z,y) =d(y,x), dla kazdych =,y € X,
o d(z,y) +d(y,z) > d(x,z). dla wszystkich z,y,z € X

Wige, aby udowodnié, ze (5.1) to metryka, musimy sprawdzi¢ czy spelnia powyzsze
wlasciwosci. Skoro |z|, |y| < 1, to 2 — |z| — |y| > 0. Ponadto |z —y| > 01 d(z,y) > 0.
Wiec, d jest funkcja nieujemna.

Sprawdzamy czy d(z,y) <> ¢ = y. Jezeli z =y to |z — y| = 0. Skoro |z| < 1, 2|z| < 2
i2—|z|—|z| > 0. Wigc,

d(zyz) = min(lz — z|,2 — |z| = |z]) = |z = z| ==0.
7 tego wynika, ze
ey =d(Zy) 5 0.
Teraz odwrotnie. Jezeli d(x,y) = 0 to d(z,y) = min(|Jz — y|,2 — |z| — |y|) 1 mamy dwie
mozliwosci:
e Opcja 1: 0= |z —y| <2 — |z| — |y|, cyzli z = y.

e Opcja 2: 0 =2 — |z| — |y| < |z — y|. Natomiast, skoro |z|,|y| < 1, |z| + |y| < 21
2 — |z| — |y| > 0. Wigc, taka opcja jest niemozliwa.

Wiec,
dz, ) =0 =x = y!

Zatem,
d(z,y) =0z =y.

Sprawdzamy symetrycznosé d, czyli d(z,y) = d(y, z) dla dowolnych z,y € X. Skoro
d(z,y) == min(jz —y[,2 — [z] = |y|) = min(|ly — z],2 = Jy| — |2]) = d(y, z).

Zatem, d jest symetryczna.
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Teraz, sprawdzamy nieré6wnosé trojkatowa.

d(z,y) +d(y, z) = min(|z — y[,2 = |z — [y|) + min(Jy — 2,2 = Jy[ = [2]).

Wart6sé tego wzoru zalezy od wartosci |z —yl,2 — |z| — |y, |y — 2],2 — |y| — |2|. Mamy
kilka mozliwosci

a) Zatozmy, ze min(|z —y|,2 —[z| = |y|) = o —y[ i min(ly — 2|, 2= |y = |2]) = [y — 2|
Skoro |z —y|+ |y — 2| > |z — 2] to

= |z =yl +|y—2| = |z —2| Z min(|z - 2[,2 - |z| - |2]) = d(z, 2).

b) Zatozmy, ze min(|z—yl, 2—[z[=|y|) = 2—|z|—|y| i min(|y—z], 2—[y| = |2]) = |y —=2|
Wiemy, ze |z — y| > |y| — |2|. Zatemn,

> 2= |z| = |z =2 min(|z — 2],2 — 2] = [2]) = d(z, 2).
¢) Zatozmy, ze min(ly =z, 2—[2| = |y[) = 2—[2| = |y| i min(jz—y|, 2=[y| - |z[) = [z —y].
Wiemy, ze |z —y| > |y| — |z|. Zatem,

d(z,y) +d(y,2) =2 = [y = [2| + [z — 9|

22— |z| = |z| Z min(|z — 2],2 — |z] - [2]) = d(z, 2).

d) Zatoimy, e min(jz — ], 2 — |a| — |g]) = 2 — 2] — |y| i min(|y — 2|,2— [g] — |2]) =

2=z =yl
Wiemy, ze 2 — 2|y| > 0. Zatem,

d(z,y) +d(y,z) =2 = |z[ = [yl +2 = |y| - [2]
> 2 — || = |z| =2 min(|z — 2],2 — 2] - [2]) = d(z, 2).

W kazdym mozliwym sposob, mamy, ze nieréwno s¢ trojkatowa spetnia sie. [



