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Cwiczenie 1. Czy dana funkcje da sie dookreslié w punkcie (0,0) tak, zeby otrzymana
funkcja byta ciagta?

=Y

fl(x7y> =

Rozwigzanie: Musimy zdefiniowaé funkcje f; w postaci

2 (zy)
z, L 12+y2’ ' Y)s
fl( y) k. (07 O).

w taki sposob, ze
lim 0,0) =k
aoton) L)
dla pewnej liczby k.

Krétko méwiac, poprzednia definicja méwi nam, ze wartos¢ funkcji f; zdaza do k
wzdtuz kazdej mozliwej drogi do zera. Natomiast, wida¢ na pierwszym rysunku, ze jezeli
dazymy do zera wzdluz linii x = 0, warto$¢ funkcji zdaza do —1 i jezeli dazymy do zera
wzdluz linii y = 0, to warto$¢ funkcji zdaza do 1:

Wiec, ta funkcja nie wyglada na ciagta, ale trzeba to udowodni¢. Ponadto, nie zawsze
mamy wykres funkcji. Wiec, musimy poda¢ metode aby ustali¢ czy funkcja moze by¢
ciagla.



ANALIZA 1l ,
15 marca 2014 @Dﬂﬁ&)@b
Semestr letni =1 ‘ =

Dy, ——
Weggyrr a2 *

Kiedy myélimy, ze funkcja nie bedzie ciagta lub nie wiemy wcale co moze sie zdarzy¢,
najlatwiej bedzie sprawdzi¢ kilka warunkow koniecznych dla ciaglosei funkeji.

Najpierw, sprawdzamy granice iterowane. Jezeli funkcja jest cigglta w punkcie (0, 0),
to istnieja granice

lim li = lim li = .
lim lim f1(2, y) = lim lim f1(z,y) = £1(0,0)
Jezeli granice funkcji f; nie istnieja lub nie sa sobie réwne, to funkcja nie moze by¢
ciggla. Geometrycznie, granica iterowana
2 _ 2
, R B — yt e i
ilir(l)}/l_f}l(l) f1($, y) . il—rf%) 11;1—I>r(l) x? + y2 T 20 12
wskazuje do ktérej wartosci f; dazy gdy najpierw y dazy do zera i potem x dazy do zera.
Geometrycznie, granica iterowana
2 2
x - -
lim lim f;(z,y) = lim lim N | Ve o A
y—02—0 y—0 20 12 + y2 y—0 y2
wskazuje do ktorej wartosci f; dazy gdy najpierw = dazy do zera i potem y dazy do zera.
Na wykresie wida¢, ze granice iterowane nie sa sobie réwne, poniewaz wartos¢ funkcji
f1 dazy do innych wartosci kiedy dazymy do zera wzdtuz poprzednich drég. Zatem, nie
mozemy zdefiniowaé¢ f; w taki sposob, ze funkcja f; bedzie ciagla.

Sprawdzamy teraz trzecia funkcje. Znowu, musimy ustali¢ czy mozemy ustali¢ k& w
taki sposob, ze
mzy (

fg(l’,y) - {14—+y2’

z,y),
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Znowu, korzystamy z granic iterowanych:
2

T B | Y .
lim 1 = lim lim ——— =1 =
P S y) = i e =0 =0

2

Rl ) = I e e — R0 =0
Granice iterowane istnieja i sa sobie réwne. Wida¢, ze jezeli funkcja f; ma by¢ ciagla,
to ma by¢ f3(0,0) = 0. Natomiast, to nie zagwarantuje, ze f3 jest ciagla. Aby to zag-
warantowac¢, musimy sprawdzi¢ kolejny warunek konieczny: granice wzdluz linii. Jezeli
funkcja f3 jest ciagta w (0,0), to

lim  f3(x,y) = f3(0,0) =0, lim f3(x,y) = f3(0,0) =0, YA eR.
y=Ax,x—0 z=Ay,y—0
Widac, ze
) i B2y L A3 ! A
IS S o sl e ey e e D L
i
i fa(e.y) . %y | Ay .
im z,y)= lim ——=lm ——"—" = Ilim ———y=
a=Agy—0 " Y e=dyy—0 24+ 2 a=dyy—-0 (14 My2)y?  a=xy—0 (14 )\4y2)y

To jeszcze nie oznacza, ze granica istnieje. Te warunki nie moga udowodni¢, ze funkcja
jest ciagla. 7 teoretycznego punktu widzenia, to sa warunki konieczne, aby funkcja f3
byla ciagta. 7 praktycznego punktu widzenia, korzystamy z nich, aby udowodnié¢, ze
jakis warunek nie spekia sie i funkcja nie jest ciagta. Mowiac inaczej, to sa warunki aby
udowodnié, ze funkcja nie jest ciagla.

Kolejnym warunkiem do sprawdzenia, jest sprawdzenie, czy wartos¢ funkcji f3 dazy
do zera wzdtuz parabol, czyli

lim x,y) =0, lim x,y) = 0.
e I f3(x,y) veyy S f3(2,y)
Widag¢, ze to nie spelnia sig
Azt A

am fa(y) = s = T e

Wiec, funkcja f3 nie jest ciagla poniewaz granica zalezy od .
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Szczerze mowiac, widaé¢ od samego poczatku, ze tak miato by¢. Funkcja f3 poza zerem
jest taka, ze jezeli y = Ax? to licznik i mianownik sa wielomianami gdzie kazdy wyraz
jest czwartego stopnia (méwi sie ze wielomiany sa jednorodne). W takim przypadku,
rzadko sie zdarza, ze funkcja jest ciagla.

Zbadamy teraz funkcje fo(z,y). Najpierw, sprawdzamy granice iterowane, wzdluz
linii i paraboli. ,

g dig(z,9) = Emlimgeg == = ie=0.

2

legr(l)glcgr(l)fz(x,y) = lim lim — v lim 0 = 0.

7, drugiej strony
2

. O B v e el
Rl = I e g = 00

2

. S 1 Y ”
SRRy = I e~ 0 =0

Widag¢, ze w kazdym przypadku, granice istnieja i sa takie same. W takim przypadku,
chyba czas aby ustali¢, czy funkcja jest ciagta. Musimy udowodnié, ze

Ve > 0,35 > 0,]|(z,y) — (0,0)|] < d = |fo(x,y) — f2(0,0)] < e. (1.1)

Warto przypominaé, ze to czesto jest skomplikowane. Lepiej zajmowac sia tym, tylko
gdy myslimy, ze funkcja ma by¢ ciagla, np. po sprawdzeniu granic iterowanych, itd. Aby
udowodnié, ze (2.1) spelia si¢, musimy szuka¢ takiej d, ze

| f2(z,y) — f2(0,0)| <€

dla danego ¢ > 0. Trzeba zauwazy¢, z e ogdlnie 0 zalezy od €. Teraz mamy zagwaran-
towac, ze

2z, )| <€,

poniewaz f5(0,0) = 0. Aby to zrobié¢, postepujemy zawsze tak samo. Ograniczamy
| f2(x,y)| za pomoca funkcji, ktéra zalezy tylko od /22 + y?. Zobaczmy jak.

|22y
| fo(z,y)| = oY
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Widaé, ze |zy| < (22 + y*)/2, faktycznie
(z—y)? >0 2® +y* > 20y & 2 +y* > 2y
poniewaz x? + y? < 0. Korzystajac z tego mamy, ze

ey’ _ 202 +y)
x2+y2 S :E2+y2

| fo(, y)| = ly| < 2]y

Teraz, trzeba pamietac, ze
lyl, x| < Va2 + 2.

Wiec,

2zyd| -2, 2(af +4°)
| fal,y)| = S P lyl < 2ly| < 2/22 + 2.

OgraniczyliSmy fy za pomoca funkcji 24/22 + y? ktéra tylko zalezy od /2% + y2. Ko-
rzystajac z tego, widaé, ze jezeli /a2 + y? < d to

[fa(z,9)| < 24/ 2% +y* < 20.

Skoro & musimy ustali¢ dla pewnej € > 0, to mozemy ustali¢, ze § < €/2 i wtedy

|fo(z,9)] < 2¢/22 + 92 < 26 <e.

O

Cwiczenie 2. Sprawdzi¢ istnienie i ewentualnie obliczy¢ granice

V1t a2y?—1

[ 1
lim ) lim (14 2?y?)«>+2, lm (14 22+ ¢?)«@w2
(2,)—(0,0) 2 4+ y? (:L",y)%(0,0)( v7) (x,y)ﬁ(o’o)( y)

4-—‘... R
L T 15
e




ANALIZA II |
15 marca 2014 a*{DZW FIZ}%

Semestr letni { [ ‘ =

[ ——
Wepgyre >

Rozwigzanie: Mamy, ze

v L gz —1 (1+2%%) -1 x2q?

2+ y? 2 +2)(V1+ 22 +1) (2 +2)(V1+222+1)
Zatem
. ViLAHNEy? —1 e x%?
lim S5 5 =g lim
(z,y)—(0,0) ré+y (@y)=00) (22 4+ y2) (/1 + 22y + 1

Jak w poprzednim zadaniu, musimy sprawdzi¢, czy
Ve > 0,30 > 0,0 < ||(z,y) — (0,0)|]| < 0= |fo(z,y) — k| <e. (2.1)

dla pewnej liczby k. Prosze zauwazy¢, ze powyzsza definicja jest niezalezna od wartosci
w punkcie (0,0) poniewaz tylko musimy zbadaé gdy

Aby sprawdzi¢ ciaglosé w poprzednim zadaniu, mielisSmy

Jakkolwiek, sprawdzamy (2.1) jak wezesniej. Aby ustali¢ & mozemy sprawdzi¢ granice
iterowane. Sa latwe do obliczenia i jezeli granica istnieje, ich warto$¢ ma by¢ wartoscia
granicy funkcji. W naszym przypadku mamy

R Prdaly 1-1
lim lim Yt 2 Y e, 150 —0.

z—0 y—0 2 =+ y2 z—0 12

Trzeba ograniczy¢
2202
7Y
(2 4+ y2)(V 1+ 22y?2 + 1)

Jak wezesniej, |zy| < (2% + y?*)/2. Zatem

(2* + %)

A1+ 222 +1)

z%y? (2* +y%)?

(2 4+ ) (V14222 + 1) 42?2+ y?) (/1 + 229>+ 1)

Widaé, ze /1 + 22y? + 1 > 2, zatem
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222 (xQ_i_yz)
(22 4+ y2)(y/1 + 22y2 + 1) 8
Jezeli ||(z,y)|| <6, to
22y L@Hy) 06
(Tt 8 18
Jezeli ustalamy § < 8¢, wiec,
B T
) BAC A
(22 4+ y2)(y/1 + 22y2 + 1) 8

Poprzednia metoda jest czesto bardzo wolna. Jezeli to mozliwe, lepiej korzystac
z innych metod. Na przyklad, za pomoca twierdzenia trzech ciagéw. Skoro |zy| <
(22 +9%)/2 1 (1 + 2%y*) > 1 mamy, ze
1 1
1< (1 2%P) T < (14 (a2 + )/ 4) 7P

Z twierdzenia trzech ciagow

: 2, 2\ Sk ; 2 2\2 4\ T
1< lim (14z%%)=2+ < lim (14 (2° +y7)%/4) =3+,

(z,y)—(0,0) (z,y)—(0,0)

Widag¢, ze funkcja
1
1+ (a2 + /)=
zalezy tylko od h = 22 + y?. Wiec, mozna obliczy¢
lim (14 (2 +y?)2/4) ™7 = lim(1 + h?/4)/*,
i (14 (AT =

To zwykla granica jednej zminnej typu liczby e:

B2 1/h
hm <1 + 1 ) = hm

V]
==

h

2\ 77| %
(1 + %) h2] = im0 = 1.
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7 tego wynika, ze

1< lim (142%™ < lim (14 (22 +y2)2/4) 77 = 1.

(z,y)—(0,0) (z,y)—(0,0)

1
lim 1+ 229?722 = 1.
(w,y)%(O,O)( v)

W ostatnim przypadku, wida¢, ze granica

lim LE = 2+y
(l‘,y)—>(070)( Y )

To granica jednej zmiennej:

1 1
li 142> +y*)="n% =lim(1 + h)» =e
(:ay)lg%om( AR vl — IR

O

Cwiczenie 3. Niech T : R” — R™ bedzie odwzorowaniem liniowym o macierzy 5] w
bazach kanonicznych. Wyznaczy¢ ||T|| jesli (a) w R™ ||z|| = |z!| + -+ + |2"] zad w R™
|z|| = max;—;._. |2'], (b) w obu przestrzeniach x| = max; |2|.

Rozwigzanie: Jezeli (R™, || - ||n) 1 (R™, || - ||m) sa przestrzeniami unormowymi, norma
operatora liniowego 7" : R — R™ sie zdefiniuje jako

1Tl = sup [Tl

llzlln=1

Aby thumaczyé geometryczne znaczenie tej definicji, podamy nastepujacy przyktad.
Niech T : R? — R? bedzie operatorem liniowym w bazach kanoniczych postaci

H f] (3.1)
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Wektory jednostkowe w R? ze wzgledu na [[(z,y)|| = |z| + |y| sa na brzegu
nastepujacego obszaru

L L L
~1 Q 1

Obrazy tych wektoréw sa na brzegu obszaru

W tej przestrzeni zdefiniujemy norme ||(z,y)|| = max(|z|, |y|), czyli norma wektora (z,y)
to najwieksza warto$¢ wszgledna wsréd wsplérzednych wektora (z,y). Widaé, ze dla
naszego operatora, najwicksza norma wektora 7'z, dla ||z||s = 1, to 2. Wige, ||T]] = 2.

Mozemy obliczyc norme T z inng norma w jego dziedzinej ||(z,y)|| = max(|x|, |y|)
w R%. W tym przypadku, wektory ktére maja norme 1 w R? ze wzgledu na ||(z, )| =
|z| + |y| sa na brzegu nastepujacego obszaru
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Obrazy tych wektoréw sa na brzegu obszaru

N
N

. . . .
-4 -2 [ 2 4

Wida¢, ze najwigksza norma tych wektoréw to 4. Zatem, ||T']| = 4.

Teraz obliczymy norme ogdlnego operatora 1" : R" — R™. Zaczynamy zbadajac op-
erator T dla ||(z1, ..., %n)|ln = Doy | 1 |(z1, - ., ) || = max;—1__, |@;]. Aby ustali¢
|T|| najpierw udowodnimy, ze ||T'|| mozna ograniczy¢ przez pewna stala k i pozniej, ze
|Tx||,, = k dla pewnego wektora x € R" z ||z||, = 1. W tym sposob, otrzymamy, ze

IT]| = k.
Korzystajac z nieréwnosci trojkatowej mamy, ze
n n
i T g
E T 5T E LT
=1 j=1

1T [m =

= max
i=1,....m

m

Mamy, ze

.....

n
< max Z|tijxj].
i=1,....m
i=1
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n n

1%.,n 157 n 1,...,n =1,...,

j:17...,m j 1 j:l,,..,m j=1 ]:1,...,m j:l,...,m

o

Wtedy [|zof =11

th xo

. |t* ;| dla kazdego = speliajacego, ze ||z, = 11 [|Txol|m =

17l = max = max [t = [£° ],

» T

.....

goeey

,,,,,

1Tl = max |t'].

e o JTV

Wida¢ w naszym pierwszym przykladzie, ze norma macierzy (3.1) to 2, czyli najwigksza
warto$¢ wspotezynnikow T' w naszej bazie.

Obliczmy teraz ||T|| kiedy mamy taka samg normg ||z = max; |z'| w R™ i R™. Jak
wezesniej, aby ustali¢ wartosé ||T'|| najpierw udowodnimy, ze ||T’|| jest ograniczona przez
pewna stala k i pozniej, ze ||Tz||,, = k dla pewnego wektora x € R™. W tym sposdb,
otrzymamy, ze ||T| = k.

Mamy, ze

|T5E||m =

th N

= max

n
(-
Et]x
m
j=1

n
< max Z |t 2|
i=1,....m
j=1

Mamy, ze
2| < max |2|.
=

yeeey Tl
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Z tego wynika, ze dla ||z||, =1 to

|IT2)lm < max |2°] max Y [#;]= max » |t
i=1,...,n i=1,....m 1=1,....m
=L mon 7j=1,...n

Ponadto, jezeli 1 jest taki, ze
d o= max D = ||IT) < max Y [E= ) [t
; i=1,....m i=1,....m )
7j=1,..,n 7j=1,...,n VT Y Jj=1,...,n

Teraz mozemy zdefiniowa¢ wektor postaci
Tg = [Sign{ti | sign [t o]} . . .4 Ssignfte 1])T

Wtedy [|zol[, =11

n - n . n n
ITzolln = max |36 ol > [ 3060 o] = 37101 = [ Twollm = 3 169,
O =1 j=1 j=1 j=1
Poniewaz
n n
e S [Eohey, & gl Frollm =IDEgte).
j=1 j=1

to

== i:
17 = max > [#]

Jj=1,...n

Dla macierzy (3.1) zauwazalismy, ze || T|| = 4, to wlasnie max—y,_m»-,, , [t';]. O



