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Rézniczkowalnosé i pochodne

Cwiczenie 1. Znalez¢ pochodne czastkowe funkcji
f(x,y) = arctg™.
Y

Rozwigzanie: Widaé, ze funkeji f mozna napisaé jako f(u(x,y)) gdzie
2
f(u) = arctg(u), u(z,y) = rt

Korzystajac z regly tanczuchowej mamy, ze

L =L@, 3w =) g @),

T

Aby uprosci¢ notacje, czesto sie pisze bezposrednio

or _orou  of _oou
or  Oudx’ dy  Oudy’

Skoro

BT 'y Qu 1 )1 8u__93
ou  1+u? D! vyl dy 2
Z tego wynika, ze
af 1 Iy Qs 1 r x
8x_1+<g>2y_y2+a:2’ oy 1+<£)2y2_ y? + a2
Yy Yy

O
Cwiczenie 2. Niech z = f(z2 — y2). Udowodni¢, ze spehiona jest zaleznosé:

102 10
r0r yOy
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Rozwigzanie: Mozemy napisaé f(z? — y?) jako f(u(z,y)), gdzie u(z,y) = 2* — 3. Ko-
rzystajac z reguly tanczuchowej mamy, ze

) = G ) e ) = Sl )5 )

€T

Jak wczesniej, pisze sie

0z 9fou 9z 9fdu

dr  Oudx’ oy Oudy’

Wiec,
0z "o 2 0z 7' 2
5o % Jribeew Y AT 2y ™ = y")2y
Z tego wynika, ze
19z 10z B2 S ok p a0 < Lo Tl
—— k== Lty —y“)2= =0.
295 T30y Fla” ~y)2= = fH= y)y 0

0

Cwiczenie 3. Sprawdzi¢, ze funkcja

B (@) # 0,0),
f(x7y):{ O, (m’y):

ma w punkcie (0,0) obie pochodne czastkowe, lecz nie jest w tym punkcie ciagla oraz
nie istnieje pochodna %(O, 0).
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Rozwigzanie: Pochodne czastwoke maja postaé

of f(h,0) — £(0,0) 0-0

o M0 =T Ty
1

of .. f(0,h) = f(0,0) .. 0—-0

By O T e T T O

Aby sprawdzié, czy funkcja f jest cigta w punkcie (0,0), trzeba sprawdzié, czy

lim f(z,y) = f(0,0).

(2,)—(0,0)

Mozna sprawdzi¢, ze funkcja nie jest ciagla za pomoca granicy wzdluz linii. Wiemy, ze
jezeli funkcja f jest ciagta w (0,0) wtedy

lim f(a,y) = f(0,0), lim  f(z,y)=f(0,0).

y=Az,xt—0 =AY, y—

Natomiast, w naszym przypadku, widaé, ze

. , Az? 1
ooty o (@, s I 5 e = Tl
Teraz,
) d
Bf _ 00 1y &m0 =500
Oxdy  Ox \ Oy h—0 h :
Mamy, ze
of _z(a®+y?) —ay2y  a(a® —y°)
a_y — (iIZ’2 T y2)2 — (.CC2 i y2)2 ) (33,3/) 7é (070)
i
of 31

Otrzymalismy taki wzor za pomoca twierdzen rozniczkowania funkcji. Takie twierdzenia
sa prawdziwe w punktach gdzie f jest rézniczkowalna. Wiec, nie mozemy korzystaé z
tego w (0,0). W punkcie (0,0) mamy korzystaé¢ z definicji pochodnej:
of F0.) = £(0,0) . 0-0

oy OO =T Ty =
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Korzystajac z tego, mamy, ze

dy

o'f —2 of = lim g_i(hﬁ)_g_i((]’()) —limi——i—oo
0xdy  Ox o0 h  hs0 b2 '
Zatem, 0% f /0x0y nie istnieje. [J

Cwiczenie 4. Sprawdzié¢, ze funkcja (x,y) — /|ry| ma w punkcie (0,0) obie pochodne
czastkowe, lecz nie jest w tym punkcie rézniczkowalna.

Rozwigzanie: Pochodne czastwoke funkcji f(z,y) = v/|zy| w punkcie (0,0) sa

T P S S
of _ e f(0,h) #(0,0) VO R=D00
pLL s e v T~ S S T

Wiec, pochodne czastkowe istnieja. Prawde méwiac, to juz wida¢ w rysunku, funkcja
f jest réwna zeru dla x = 01y = 0. Skoro df/dx mierzy prekasé zmianny wartosci
f w kierunku x i f(z) ma zawsze ta sama wartoscia dla y = 0, to df/0z(0,0) = 0.
Skoro 0f/0y(0,0) mierzy predkasé zmianny wartosci f w kierunku y w punkcie (0,0),
to 0f /0x = 0.

Moéwi sie, ze funkcja jest rozniczkowalna, gdy

L @) = F0.0 - 1@ y)
(2:5)—(0,0) |(z, y)]| ’

gdzie L : R? — R to pewna funkcja liniowa. Krotko méwiac, funkcja f jest rézniczkowalna
w punkcie (0,0), gdy f(x,y)— f(0,0) blisko (0, 0) jest mniej wiecej funkcja liniowa, czyli
L(z,y). Jezeli funkcja liniowa jest rézniczkowalna w pewnej punkcie, to rysunek w tym
punkcie jest lokalnie f(0,0) + L(z,y), czyli plaszczyZzna styczna do funkcji. W naszym
przypadku, wida¢, ze f nie jest rézniczkowalna.
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Jezeli funcja jest rézniczkowalna w (0,0), to istnieje swoje pochodne czastkowe w
tym punkcie i
of of

L(z,y) = 8_95(0’ 0)x + 8_x<0’ 0)y.
Korzystajac z tego i skoro f(0,0) =0, df/0z(0,0) =0, df/0y(0,0) =0, to

i < @y = f(0,0) - Lz, y)| _ |f(z,y) = £(0,0) — L(z,y)|
VYl

(2,9)—(0,0) | (z, y)|| [(z, )l
lim —YI

_ _ eyl o @yl .
@—=00 [yl @w=00  [[(z,y)|]  @-=00 /2212

Aby zobaczy¢, czy ta granica istnieje, korzystamy z granic iterowanych i wzdluz linii.

Vzyl

lim lim'=—2———"="0

—0 y—0 /LUQ + y2

N T 2

y—=00—0 , /o2 | y2 a
Wiec, jezeli granica istnieje, to ma by¢ zero. Natomiast
|zy] Al

lim ==

y=xw.a—0 /22 42 T AZ

Skoro jezli granica
T |zy]
im ——
(z.y)=(0,0) /22 4 92

istnieje wsyzstkie poprzedni granice musza istnie¢ i by¢ takie same, ale to nie sie speknia,
to funkcja f nie jest rozniczkowalna.
O
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Cwiczenie 5. Zbadaé¢ rézniczkowalnosé funkcji

2

_[Fm @ #00,
fl( 7y)_ {O’ (x7y) = (070)’ f2( 7y) \/Ty

Rozwigzanie: Funkcja f; jest ilorazem funkcji gladkich. Zatem, poza zerem, gdzie mi-
anownik sie zeruje, ta funkcja jest rézniczkowalna. Natomiast, musimy sprawdzi¢, czy
ta funkcja jest rézniczkowalna w punkeie (0, 0).

Jezeli funkcja f7 jest rozniczkowalna, jej pochodne czatkowe musza istnie¢. Sprawdzamy
czy to sie speia:

8f1 - fl(hao) _f1(070) 1 () em

3, (0,0) = lim B = e
i

%(0,0) = lim 10, 8) = £(0,0) = im 00 _ 0.

oy h—0 h h—0

To jest warunek konicznie, a nie wystarczajacy, aby zgwarantowac, ze fi jest rozniczkowalana.
Aby to sprawdzi¢, musimy pamietac, ze funkcja f; jest rézniczkowalana wtedy i tylko

wtedy gdy
— —L
hm |f1(‘r7y> f1<070> (x7y)| = 07
(2.9)(0,0) (2, )|
gdzie L to pewne operator liniowy. W naszym przypadku, operator L ma postac

0f1 h
(%(0,0), %(0,0)) = (Q,0)

Poniewaz f1(0,0) = 0, granice ma posta¢

2
Bl o

@)-00) [|(2,9)]]  @n—00) (2% + y2)3/2
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Aby sprawdzi¢ czy taka granica istinieje, sprawdzamy granice iterowane

Teraz granice wzdluz linii. Widaé, ze nie istinieje, wigc, ta funkeja nie ma granicy i
funkcja nie jest rézniczkowalna.

Funkcja f5 jest pierwiastliem funkcji gltadkich. Zatem, poza zerem podpierwiastku,
ta funkcja jest rézniczkowalna. Natomiast, musimy sprawdzi¢, czy ta funkcja jest
rézniczkowalna w punktach (z, —z) gdzie podpierwiastkiem si¢ zeruje.

Jezeli funkcja f7 jest rozniczkowalna, jej pochodne czatkowe musza istnie¢. Sprawdzamy
czy to si¢ spehia:

fr

Ofi gy Ly 28+ B —2)—hle, —o) L Yo + B — o

= lim

ox h—0 h h—0 h
| %(x, ~1) = lim Vit +§’h2x Y lim /302 /K2 + 32 /h + 1 = +oc.
Jednoczesnie

I e e
| %(x, ~r) = lim T +§’h2x i lim $/322 [R2 + 32 /h + 1 = +oo.

To funkcja nie jest rézniczkowalna. [J
Cwiczenie 6. Zbadaj rézniczkowalnos¢ funkcji
o) (2% + y?) cos <ﬁ> , dla (z,y) #0,
0, Y) =
0, dla (z,y) =0.
Czy f jest funkcja typu C'?
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Rozwigzanie: Ta funkcja jest rézniczkowalna poza zerem. Trzeba jeszcze sprawdzié, co
siedzieje dla (x,y) = (0,0). Najpierw, sprawdzamy pochodne czastkowe

1 of £(0,h) = £(0,0)

1
— H i = lim A* — | =0.
dy (0.0) B0 h b0 | et (h2> 0
To jest warunek konicznie, a nie wystarczajacy, aby zgwarantowac, ze f jest rézniczkowalana.
Aby to sprawdzi¢, musimy pamietaé, ze funkcja f jest rézniczkowalana wtedy i tylko wt-

edy gdy
— 0)—L
i M) = £0.0) = L) -
(2.9)(0,0) (2, )l
gdzie L to pewne operator liniowy. W naszym przypadku, operator L ma postac

of of
<%(o,0), a_x<0’0)) — (0,0).

Poniewaz f(0,0) = 0, granice ma postac

1
lim M— lim \/a:2+y2cos(2+ 2>.
X

@9)=00) ||(z,9)]]  @wn)=00 y

Widaé, ze ta granica zaleze tylko jednej zmiennej z = y/x? + y2, zatem

|f(z,y)] = lim zcos <l> =0.

(@.y)—0,0) ||(x, )] 1 (0,0) 22

Wiec, funkcja f jest rézniczkowalna. Natomiast, funkcja f nie jest funkcja klasy C*
poniwaz pochodne nie sa ciagte, np.

of 0 1 A (22 + y*)2z . 1
== =2z cos sin | — | .
Oz 72 + 42 (22 + 42)? 22 1 o

Wiec, widac, ze

) of ) 1 2x ] 1
Iim — = lim 2% Ccos + sin )
(z.9)—=(0,0) 0T (2,5)—(0,0) 22 + y? 22 + 92 72 + 92
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: 1 . 1
lim 2zcos| ———— | =lim2rcos¢cos| —— ) =0
(z,y)—(0,0) x? 4+ y? r—0 22 4 12

. 2r . 1 . 2rcosp . 1
lim ———sin = lim sin [ —
(z,y)—(0,0) T2 + Y2 % + 92 r—0 72 r2

i ta granica nie istnieje. Wiec,

£ Of
()00 0z | Oz (0.9



