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Rézniczkowalnosé, pochodne, ekstremum funkcji

Cwiczenie 1. Policzy¢ pochodna kierunkowa funkcji:

1 1 1
T T2 c. T
o(Z1y. .., Tx) = gl oz ... T
— s 1 Ly
T L L,
w dowolnym punkcie p = [x1, zy, ..., 2;]T w kierunku wektora h = [1,1,...,1]T.

Rozwigzanie: 7 definicji pochodnej kierunkowej mamy, ze pochodna kierunkowa funkcji
f w punkcie © € R¥ w kierunki v € R*

(V. 5)(dy =il SR PO )

t—0 t

W naszym przypadku, wiemy z algebry, ze

gO(.’I}l, e ,Q}k> = H (.’ILL — Q?j).
i>j=1

Jezeli u=[z1,...,z)  iv=[11,...,1,1]7, to
tv) = t, ... t) —
(Vo) (u) = lim ELUH T =00y plai bzt t) = o)
t—0 t t—0 t

Natomiast,

n

ol +t,...,x,+t) = H (i +t—x;—t)=p(x1,...,T).

i>j=1
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Wiec,
Vip(p) = lim t =mes?
U
Cwiczenie 2. W przestrzeni V := C([0, 1], R) okreslmy norme wzorem ||v|| := SUPyeqo.1] |V(t)]-
Znalez¢ wzér na pochodna V5, F(v) i zbadaé réniczkowalnosé odwzorowania F : V — V
zdefiniowanego wzorem: (F(v))(t) := Otvz = fot(v(s))2 ds

Rozwigzanie: 7 definicji pochonej kierunkowe;j

P A
Bl ()i e AT R) Rl e
w—0 w

Aby to obliczy¢, musimy ustali¢ F'(v + wh) € V. Z definicji F' mamy, ze
t t
[F(v+wh)](t) = / (v +wh)?(s)ds = / [v2(s) + w?h?(s) + 2wv(s)h(s)]ds =
0 0

[F(v)](t)+ w2[F(h)](t) + 2w /Ot v(s)h(s)ds.

Zatem

V() = lim PR 2w [ v(@hle)ds | 1 [wF(h) 9 / tv(s)h(s)ds}

w—0 w w—0

ViF(v) = 2/0 v(s)h(s)ds.

Widac, ze VF(v) : h € V +— V,F(v) € V jest odwzorowaniem liniowym. Ponadto, jest
ciagte. Przypominamy, ze odwzorowanie liniowe T : V' — V jest ciagle gdy ||T]| < oc.
Gdy dimV' < 0 to zawsze zdarza sia. Natomiast, gdy dim V' = +o00, nie zawsze ||T'|| =

+00. W naszym przypadku i skoro 0 <t <1, to
t t
‘/ v(s)h(s)ds / v(s)||h||ds
0 0

< supyy =i 2l|afll|vllt < supy, =i 2[|2||[Jv]] = 2]|v]].

|IVF)|| = SuP||v||:12

S SUDjy =12 ‘
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Skoro v € V jest ciagla i osiagna w [0, 1] jej najwieksza wartosé. Wiec, VF(v) jest
ciagta. Wiec, to moze by¢ L. W takim przypadku i pisac v = v + h mamy, ze

[1F(0) = F(v) = Ve F(v)]] |F'(v + 1) = F(v) = VaF ()|

lim = lim

v |z — vl| h—0 Al
Zatem |
o IF@ = F©) = VoroF@ _ | IF()]
I [ — vl n=0 Al
Ponadto,

t t
ﬂmz/#@ws/mww:MWSMW
0 0
Korzystajac z tego

F(v)= F(v) — Vi_oF F
Vv ||’U — U” h—0 ||h|| h—0

Woéwcezas, funkcja F' jest rézniczkowalna. [

Cwiczenie 3. Korzystajac z definicji réniczkowalnoci odwzorowania zbadac¢ roniczkowalno¢
i ewentualnie obliczy¢ pochodna odwzorowa:

R? 3 (z,y) — (3 1+ 2+ 22) e R?, R? > (z,y) — faﬁyg(t)dt e R.

W drugim przykiadzie g jest funkcja ciagla na R.

Cwiczenie 4. ZnaleZ¢ najwieksza wartosé funkeji u(z,y) = sinz + siny — sin(z + y) w
tréjacie ograniczonym osia x, osia y i prosta xr + y = 2.
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Rozwigzanie: Aby obliczy¢ najwieksza i najmiejsza warto$é¢ funkcji f, musimy zbadaé
funkcja na brzegu i wewnatrz obszaru

S={(z,y) €ER* | x>0,y >0,v+y < 2r}.

Wewnatrz musimy znalez¢ punkty krytyczne, tj. punkty gdzie

O . 50

6’x—8y_0'

Wiec, w naszym przypadku mamy, ze punkty krytyczne spetniaja warunki

af
sk o = cosx — cos(x + y),
i 0
= a—i = cosy — cos(z + y).

Widag, ze
cos(z) = cos(y).

Wiec, ¢ = y lub x = 2m — y. Skoro mamy wewnatrz, ze 2r > x > 0,27 > y > 01i
r +y < 2m, to druga opcja jest niemozliwa i x = y. Dodatkowo,

cosx = cos(2x) <> cos® x — sin’ x = cosx > 2cos’r — 1 — cosx = 0.
Zdefiniujac z = cosx, to 222 —1 -2 =01 2z € {1,—1/2}. Z tego wynika, ze
x € {m,2m/3,4m/3}.
Skoro y + x < 27w i y = x, to ostania i pierwsza wartos¢ sa niemozliwe i

r=27/3.
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Wiec, punkt krytyczne to
(2m/3,27/3).

imum, minimum lub cos innego. Aby to zrobi¢, musimy zbada¢ macierz Hessego

H(f) = [ % 3%96 ] _ [ —sinz + sin(z + y) +sin(z + y) ]

82f 82f . e .
i sin(x + y) siny + sin(x + y)

w punktach krytycznych, czyli

22f of w27 s 4w s 4w toa 2T toa 2T
32902 8y28x 0 — S1n 3 -+ sin % Sin 3 E: —2sin 3 — Sin 3
o F  0°F sin ¢ = sin 2% i 28 —sin%&  —2sin <"
ox0y  Ox? (217%?) 3 3 3 3 3

Oxdy  Ox?

Ly UL Y2 TSN

g _ " 'of
Ox2 Oyox
2f 9%f
(

e /2
] |

Dana macierz Hessego w punkcie p postaci

|5 ¢

mamy, ze punkt p jest:

A>01iAC — B* > 0 minimum, A< 0i AC — B% > 0 maksimum,

AC — B? < 0 punkt siodla.
Wiec, w naszym przypadku

A=-V3/2<0, AC—BQ:S—%

i mamy maksimum w punkcie

2 27 2 27 V3
r=(55) 1(FF)-+T
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Zobaczymy na brzegu. Mamy trzy czesci
L={@0]0<e<}, L={0y]0<y<2r), L={(z2m—2)|0<z<2r}

Na I3, I, i na I mamy, ze f sie zeruje.

Najmiejszych i najwigkszych wartosci funkcji f trzeba szuka¢ migdzy ekstrema
wewnatrz S i na brzegu S. 7 tego wynika, ze ektremum P jest maksimum globalne
i na brzegu mamy minimum globalne 0.

0

Cwiczenie 5. Znalezé ekstremalne wartodei funkcji f(z,y) = (z+y)e G2 na zbiorze
K:={(v,y) 2,y >0, x+y<1}.

Rozwigzanie: Musimy zbada¢ funkcje na brzegu K, czyli 0K i wewnatrz K, czyli [o( .
Wewnatrz musimy znalez¢é punkty krytyczne, tj. punkty gdzie

or [of _,
0. 1.OykLy

Wiec, punkty krytyczne speliaja warunki

0= 8_£ —e 2 W 5(:5 +yle 2 = 5(2 —r—gy)eTe N

i
8f § &% —_z By 2
028_26 27 2z +yle Y =(1=2(x+y))e 27V,
)
Widag, ze
1
2=z+y, —§:x+y.

Wiec, uktad jest sprzeczny i nie ma ekstrema wewnatrz.
Zobaczymy na brzegu. Mamy trzy czesci

I ={(x,0) |0 <z <1}, L={(0,y)|0<y <1}, Iy ={(z,1-2) |0 <z < 1}.
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Na I3 mamy, ze g3(x) = f(z,1 —z) = e 2. To funkcja jednej zmiennej. Wiec,

dgs 3 _
— = —¢

e =0,
de 2

Wiec, ta funkcja nie ma ekstrema dla 0 < z < 1.
Na I, mamy, ze go(y) = f(0,y) = ye 2. To funkcja jednej zmiennej. Wiec,

dg2 _92
_— = 1 — 2 4 et .
i (1—2y)e 0

Wiece, y = 1/2 i ta funkcja ma jedno ekstremum. Poniewaz dgs/dy > 0 dlay < 1/2 i
dgs/dy < 0 dla y > 1/2, to jest maksimum.
Na I; mamy, ze gi(x) = f(x,0) = ve"2. To funkcja jednej zmiennej. Wiec,

dgi 1 S

Wiec, = 2 i ta funkcja nie ma ekstrema, poniewaz 0 < x < 1.
Aby ustali¢ najwieksza i najmiejsza wartosé¢ funkceji f, trzeba sprawdzi¢ punkty kry-
tyczne w K i funkcja na 0 K. Wewnatrz nie mamy puntéw krytycznych. Ponadto, w 0K

tylko mamy jeden punkt krytyczne. Dodatkowo, trzeba sprawdzi¢ co sie dzieje w 017,
8[2 i 813, Czyli

f(0,00=0,  f(0,1)=e"  f(1,0)= £(0,1/2) = 1/(2e).

1
\/E’
Widac, ze
1 1 1
0< 'l < —.

e? 2¢ /e

Wigc, najwicksza wartosé, 1/4/e, znajduje si¢ w (1,0), i najmiejsza, 0, w (0,0). O
Cwiczenie 6. Znalezé wszsytkie ekstrema lokalne funkcji
flz,y) = z* +y* — 22%° + 1.

Cwiczenie 7. Dla danych a, b, c > 0 znalezé x,y, z > 0 spelmiajace warunek: ﬁ—; + %—2 +
i—; = 1, dla ktérych prostopadioscian o wierzchotkach (+z, £y, +2) [wpisany w elipsoide
o pdlosiach a, b, c] ma najwieksza moliwa objetosé.

Cwiczenie 8. Wsréd tréjkatow o danym obwodzie 2p znalezé taki, dla ktorego bryta
obrotowa powstata przez obrét dookola jednego z bokéw ma najwicksza objetosc.



