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Logika matematyczna i teoria mnogosci (I)

J. de Lucas

Cwiczenie 1. (Zad. L. Newelskiego) Niech p oznacza zdanie “Ala je”, za$ q zdanie “As
wyje”. Zapisz jako formuly rachunku zdan nastepujace zdania:

1.1. Ala je, jesli As wyje. 1.2. As nie wyje, zas Ala nie je.

1.3. Ani Ala nie je, ani As nie wyje. 1.4. As wyje, jesli Ala je.

1.5. As wyje dokladnie wtedy, gdy Ala je. 1.6. Ala je, a As wyje.

1.7. Albo Ala nie je, albo As wyje. 1.8. Badz Ala je, badz As wyje.
Rozwigzanie:

Zdania 1-6, 9 i 11 sa dos¢ oczywiste. Natomiast, trzeba wyjasni¢ reszte.

Wyrazenia: “albo”, “badz... badz...” czy “lub” moga oznaczaé inne reczy w zaleznosci
od kontekstu. Najczesciej “lub” odpowiada alternatywa: “p lub ¢” jest prawdziwe, gdy
CO NAJMNIEJ JEDNO ze zdan p i ¢ jest prawdziwe, “albo” odpowiada alternatywa
rozlacznej, czyli “albo p albo ¢” (réwniez “p albo ¢”) jest prawdziwe, gdy DOKLADNIE
JEDNO ze zdan p i q jest prawdziwe, “badz p badz ¢” jest prawdziwe, gdy JEDNO lub
ZADNE ze zdati jest prawdziwe. Ten spéjnik nazywa sie dysjunkcija.

7 powyzszych komentarzy wynika, ze:

1.1. g=np, 1.2, =p A —q,
1.3. —pA g, 14. p=gq,
1.5. p&g, 1.6. pAg,
1.7 (=pA=q) V (pAq), 1.8. —pV —q,

Ciekawo$é 1. W informatyce (w teorii obwodéw logicznych) uzywa sie wielu innych
spojnikéw : “NAND”, “NOR”, “XOR”. Mozna latwo twierdzi¢, ze istnieja 2* spéjnikéw
dwuargumentowych.
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Cwiczenie 2. Wykaz, ze nastepujace formy zdaniowe sa tautologiami:
e (p=4q) <& (—g= —p), (“prawo transpozycji’),

bYIEN1

e pV p, (“prawo wylaczonego srodka”, “prawo tertium non datur”),

peq) <(p=q9AN(q@=Dp)], (“prawo zastepowania réwnowaznosci”),

(p=4q) < (—pVyq), (“prawo zastepowania implikacji”),

=(pAq) < (—pV —q), (“prawo przeczenia koniunkeji”),
e ~(p=q) = (pA—q), (“prawo przeczenia implikacji”),
Rozwigzanie: Powyzsze formy mozna twierdzi¢ za pomoca nastepujacych tabel:

1. (p=¢q) < (—qg= —p), (“prawo transpozycji”),

pla|l—-q|p=q|p=>(p=9
0(0] 1 0 1
011 1 1
110/] 0 1 1
1/1] 0 1 1

bRAIN1

2. pVp, (“prawo wylaczonego srodka”, “prawo tertium non datur”),

p|lp|pVp
01 1
110 1

3. (peqg & llp=q9N(g=p), (“prawo zastepowania réwnowaznosci”),

peq|lp=qlr) [g=ps) |[rAs|peq & (TAs)
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4. p=q< pVyq, (“prawo zastepowania implikacji”),

plaglr=>q|-pVqg| (p=q & Vg,
010 1 1 1
o[1] 1 1 1
1ol o0 0 1
101 1 1 1

5. =(pAq) < —pV g, (“prawo przeczenia koniunkcji”),

pla|p|~q|pAqg|~(pAg | pV—q|-(pAqg) & pV g
0/0l 1| 1] O 1 1 1
o/t 110/ o 1 1 1
1ol o 1] o 1 1 1
11100 1 0 0 1

6. —(p=q) < (pA—q), (“prawo przeczenia implikacji”),

plalp=q|pA-q| ~(p=q) & pAqg,
0olo0| 1 0 1
0/1] 1 0 1
110 0 1 1
111 1 0 1

O
Cwiczenie 3. Sprawdz, czy nastepujace formy zdaniowe sa tautologiami:
L (p=q = (p=—9),
2. p A\ —p.
3. (pAg=r)=l(pA~1) = ~q)],

4. ((pVvg)=r)=[pV~r1)= g
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Rozwigzanie:

1. Nie jest tautologia.

pla|p|~g|p=qlr)| p=—q(s) | r=s
00 1 1 1 1 1
O(1}11]0 1 0 0
110 0 1 0 1 1
11110 0 1 1 1
2. Nie jest tautologia
Pl P |PAND
0 1 0
110 0
3. Jest tautologia.
plalr|~q|pVr | (pVr)A—g
000 1 0 0
0O/0|1] 1 1 1
0[1[0| 0 0 0
O[1(1]0 1 0
11010 1 1 1
1101 1 1 1
111]0] 0 1 0
1/1(1] 0 1 0

4. Nie jest tautologia.

plq|r|pVg=r|pV-r|pVv-r=-q|(pVqeg=r)=(pV-r=-q)
01010 1 1 1 1
0101 1 0 1 1
0|10 0 1 0 1
Oj1|1 1 0 1 1
1101]0 0 1 1 1
1101 1 1 1 1
1111]0 0 1 0 1
1111 1 1 0 0
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Cwiczenie 4. Sprawdz, czy nastepujace reguly wnioskowania sa poprawne:

pp=q (« ”
1. BE=L (% modus ponens” ),

2. 2= (“modus tollens” ),

3 p:>7‘7q¢7‘
© (pvg)=r?

4 pP=4q,9=r

el ( “sylogizm warunkowy” )

5 (pPA=g)=—p

= ,( “regula sprowadzania do sprzecznosci” ).

Rozwigzanie:

L. [pA(p = q)] = ¢ jest falszywe gdy ¢ = 0ip A (p = ¢q) = 1. Ale z zalozZenia
pA(p=q) =1wynika, ze p=11iq = 1. To, kiedy [pA (p = q)] = ¢ jest falszywe,
tog=11qg=0. To jest niemozliwe, wiec [p A (p = ¢q)] = ¢ nie moze by¢ falszywe
i jest tautologia.

2. [(p=q) N—q] = —pjest falszywe gdy p=0i —gA (p=q)=1. Alez =g (p=
q) =1 wynika, ze p =11 ¢ = 0. Wiec, [7g A (p = ¢)] = —p nie moze by¢ falszywe.

3. Tablica prawdy tej reguty

4

g=r|(pV
1

(p=r)A(g=r
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p | = [(pVag) =r]
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4. Tablica prawdy tej reguty

pla|r|p=qlg=r|p=>r| k=A== p=7)
0l0]0] 1 1 1 1
olo|1] 1 1 1 1
ol1]o] 1 0 1 1
o[1]1] 1 1 1 1
1{olo] o0 1 0 1
1lol1] o 1 1 1
1110 1 0 0 1
1{1)1] 1 1 1 1

5. Reguta ta jest falszywa, gdy (p A =q) = —p jest prawdziwe i p = ¢ jest falszywe.
Natomiast, p = ¢ = 0 wymaga, ze p =11 g = 0. W takim przypadku, (p A ~q) =
—p jest falszywe. Wiec, regula jest zawsze prawdziwa, czyli jest tautologia.

Ciekawos$é 2. Regula do sprowadzenia do sprzecznosci pojawia sie bardzo czesto w
matematyce.

O
Cwiczenie 5. Udowodnij nastepujace prawa rachunku zbioréw:

1. (AAB)nB=10, (A\B)UB=AUB,

2. A\(BNC)=(A\B)U (A\C), A\(BUC)=(A\B)N(A\O),

3. A\(A\B) =ANB.

4. ACBANBCC= ACC, (przechodniosé¢ inkluzji),

5. ANBCACAUB, A\BC A,

6. ACBANCCD)=(AnCCBND)AN(AUC C BUD,).
Rozwigzanie:

1. (AAB)nB=0, (A\B)UB=AUB,
Wiemy, ze (A\B) N B = () wtedy i tylko wtedy

Ve, € (A\B)NB < x € ().
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Mamy, ze

re(AAB)NB& (reANzeB)YAN(zxeB)srxe ANz e BAx ¢ B.

Skoro x € BAx ¢ Bix € () sa zawsze falszywe (méwi sie, ze sa sprzecznosciami)
mamy, ze
(re ANxe€BAz ¢ B)&xel.

Z tego,
re(A\B)NB&zel.

Mozna rozwiazac¢ ten problem troche inaczej.
(AAB)NB ={z|(xr € A) A (z ¢ B)) Nz € B} i 0={xlr(x)},

gdzie r(x) to sprzecznosé. Oczywiscie, jezeli zdania logiczne, ktére zdefiniuja zbiory
sa sobie réwne, to oba zbiory beda réwne. Wtasnie, niech x € A bedzie piz € B
bedzie ¢, wtedy

plalpAgh—-q|r | (pAgh—g) &
00 0 0 1
01 0 0 1
110 0 0 1
1)1 0 0 1

Druga relacje mozna udowodni¢ podobnie.

- ANBNC) = (A\B)U(A\C), A\(BUC) = (A\B) N (A\C),

Mamy, ze

re A\(BNC)srzeAnz ¢ (BNC)sre AN-(xe BAz e ().

Z prawa Morgana wynika, ze =(x € BAz € C) &~ (v € B)V =(z € C). Zatem

re A\BNC)& ((te AN~ (zeB))V((xre AN~ (ze())

re A\(BNC)< (e A\B)V (xr € A\C) &z AABUA\C.

Wiec,
A\(BNC)=A\BUA\C.
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Drugi sposéb: Wiemy, ze

ABNC)={z/(zre AN~ (x € B))V((x e AN~ (x € O))}

A\BUA\C = {z|x € A\BU A\C'}.

Jezeli funkcje zdaniowe zdefiniuja A\(BNC) i A\BU A\C sa réwnowazne, to oba
zbiory sa sobie rowne. Wlasnie, niech p, girbedax € A, x € Bix € C, to

plalr | pA-(gAr) | (PA=g)V (pA-T)
0/0]0 0 0
0101 0 0
0110 0 0
0111 0 0
11010 1 1
110]1 1 1
1/1]0 1 1
111 0 0

Wigc, takie funkcje sa réwnowazne i A\B U A\C = A\BU A\C.

Druga relacje mozna udowodni¢ podobnie.
. A\(A\B) = AN B. Podobnie do poprzedniego przyktadu.

. ACBABCC=AcCC, (przechodnio$é¢ inkluzji),

Przechodnios¢ inkluzji jest rownowazna do
(Vz,x e A=oreB)AN(Vr,r e B=>xe€(C)]= Ve A=xe().
Mozemy sprawdzi¢, ze wniosek
(reA=zrzeB)AN(zeB=zec())=@xcA=z2ec()

jest tautologia. Niech p bedzie © € A, ¢ bedzie x € B i r bedzie x € €', mozna
przedstawi¢ poprzedni wniosek jako

=9 Ng=r1r)={pP=r).

Korzystajac z tabeli prawdy tego wniosku,
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mozna twierdzi¢, ze jest tautologia. Wiec, AC BABCC=AcCC.
. ANBCACAUB, A\BC A,
Najpierw, udowodnimy, ze AN B C A. To znaczy, ze

Ve,re ANB=uz¢€c A

Ale,
r€eANBsrxec ANz e B.

Mozemy twierdzi¢, ze vt € AANx € B = x € A jest tautologia:

pla|phglpAhg=q
0[1] O 1
0o[1] 1 1
10| o 1
1]1] 1 1

Wiec,
receANBerxc ANz eB=zcA

i AN B C A. Reszte relacji mozna twierdzi¢ podobnie.

.(AcBACCD)= (AnC Cc BND)AN(AUC C BU D). Twierdzenie jest
podobne do poprzednich przyktadow.
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Cwiczenie 6. Udowodnij, ze dla zbiorow A i B nastepujace warunki sa réwnowazne:

e AC B,
e ANB=A,
o AUB=2B.

Rozwigzanie: Jezeli A C B, wtedy
Vr,r € A=z € B.

Wartos¢ logiczna zdania © € A = x € B jest rowna wartosci zdania z € AANx € B &
x € A. Wlasnie, niech pigbedax € Aix € B, to

pla|p=q|pAhgep
0(0] 1 1
0[1] 1 1
10l o0 0
101] 1 1

Wiec,
(Vez,re A=x € B)e (Vr,o e ANz e BexeA).

Czyi AC B ANB=A.
Jezeli AN B = A, wtedy

Ve, (re ANz € B) e xe A

Wartos¢ logiczna zdania x € ANz € B < x € A jest rowna wartosci zdania x € AV x €
B < x € B. Wlasnie, niech pigbedaxz € Aix € B, to

Pla|pANg=p|pVg|pPpVasg
00 1 0 1
01 1 1 1
110 0 1 0
111 1 1 1

Wiec,
(Ve,r€e ANveB&sreA) s Ve, € AVe € B& x € B).

Czyli AN B =A< AU B = B. Podsumowujac,

ACB&S ANB=A< AUuB=08.
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Cwiczenie 7. Udowodnij nastepujace wzory rachunku podzbioréw zbioru X:

1. AnNA =0, AUA =X,

2. AB=AnKAH,

3. (AnB) =AUB', (AUB) =A'NB, (prawa de Morgana),
4. ACB< ANB =0,

5. AcCB& B'Cc A

Rozwigzanie:

1. Mamy, ze
ANA ={zlzxe Anze A’} i 0 = {z|q(z)},

gdzie q(z) jest forma zdaniowa, ktéra jest zawsze falszywa, tj. ¢(z) = 0 dla kazdego
elementu z. Wige, AN A’ 1 () sa réwne, gdy ich formy zadaniowe sa réwne. Mowiac
inaczej

AnNA' =)oV, (re Arnre A <0).

Niech p bedzie x € A musimy sprawdzi¢, ze p A =p < 0. To twierdziliSmy w
¢wiczeniu 3.I1. Zatem AN A" = 0.

2. Mamy, ze
(ANB) ={z|~(x € ANz € B)} i AUB ={zlxre AvzeB}
Niech p bedzie x € A i ¢ bedzie x € B. Wiec, jezeli
~(pAq) = PV g

to (AN B) = A'U B’. Sprawdzamy, Ze to tautologia

pla|l-p|—-q|-(pANg | PVq|-(pAg) & PV g
0(0] 1 |1 1 1 1
o[1] 110 1 1 1
1ol o] 1 1 1 1
1100 0 0 1




