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Rozwiazania kartkéowki I1

J. de Lucas
Cwiczenie 1. Rozwiaz réwnania:
: . 7r .2 \ !
arc sin 2z + arc sin z = —, arc sin — arc sin /1 — x = arc sin —.
3 3V 3

Rozwigzanie: Jezeli x spelnia warunek
: ! 7T . m 5
arc sin 2z + arc sin « = 555 gre sin 25'= 37 arc sin 2, (1.1)

to x spehia tez
7
sin (arc sin 2z) = sin <§ — arc sin x) ; (1.2)
Natomiast, jezeli x spelia to drugie, to = nie zawsze spelia (1.1): jezeli dwa katy maja
taki sam sinus, nie koniecznie sg sobie réwne. W szegdlnosci, jezeli x spemia (1.2), to

arc sin 2xr = %—arc sin z+27k, k € Z Varc sin 2x = m— (% —arc.sin T 4 27rk:> , keZ.

Jakkolwiek, rozwiazania (1.1) sa rozwigzaniami (1.2). Wiec, sprawdzamy rozwigzania
réwnania (1.2) i sprawdzamy ktére z tych rozwiazan sa rozwiazaniami (1.1). Skoro
sin(a + f) = sin(«a) cos(5) + cos(a) sin(f) i arc sin(sin @) = a, mamy, ze z (1.2) wynika

T V3 1

2z = sin (g) cos(arc sinz) — cos <§) sin(arc sin(z)) = 5 cos(arc sin(z)) — 5T

Pamiatamy, ze arc sin(z) € [—7/2,7/2], wiec, cos(arc sin(z)) > 0. Z tego,

cos(arc sin(z)) = /1 — sin(arc sin(z)) = V1 — 22,

Wiec,

3 1 ) 3
2m:é\/l—ﬁ—;}:@%z\/?_vl—ﬁ(:}k’m:\/§V1—$2.
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Jezeli x spelia ostatnie rownanie, to tez spetia to réwnanie do kwadratu

3
2502 =3(1—-2*) 2822 -3=0r==% T

Natomiast, rozwiazanie tego réwnania nie sa taki same, jak rozwiazanie bx = /1 — 22,
kiedy podnisziemy do kwadratu, dodajemy nowe rozwiazanie. Wtasnie, widac, ze
rozwiazanie réwnania 5z = v/3v/1 — 22 jest nieujemna poniewaz prawa strona jest nieu-
jemna. Wiec, tylko z = 1/3/28 jest rozwigzaniem tego réwnania i réwnania (1.2).

Teraz musimy sprawdzié, czy x jest rozwiazaniem (1.1). To mozna sprawdzié¢ kalku-
latorem lub zauwazy¢, ze

0 3 3 L 3 100 Vol o
arc sin e arcsin-{ 5} = =,
0 < arcsin {24/ 2 <7 12
1 e ™/ 4.
28

Woéwecezas,
J . 9 3 i ) 3 s 27
arc sin A =< arc sin — —
28 28 3’
skoro tez
) ) /3 ) /3 3
sin | arc sin | 24/ — | + arc sin — =4/ =
28 28 2
to
) 5 3 /§ ) 3 T
arc sin \/ == arc sin [4/— | ==
28 28 3
Rozwiazujemy teraz
.2 N Vg 5t . 5 2 Nl N ) :
arc sin — arc sin — x = arc sin — < arcsin—= = arc sin — + arc sin — .
3T 3 3T 3

To réwnanie tylko ma sens dla x € (0,1), tj. gdy 1 — 2 > 01z > 0. Postepujac jak
wczesniej, rozwiazania tego réwnania sa pewnymi rozwiazaniami rownania

2 1
sin (arc sin3ﬁ> = sin (arc sin § + arc sin v1 — x) .
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Wéwezas,

2 1 1
F = sin (arc sin §) cos (arc sin V1 — x) + cos (arc sin §> sin (arc sin v1 — 93) .
T

Mamy, ze

cos (arc siny/1 — ) = i\/l — sin®(arc siny/1 — )
Skoro arc sin(a) € [—m/2,7/2] dla a € [-1, 1], to cos[arc sin(a)] > 0. Wigc,

2 1 2 2 Pale
5225:: 4 1 - (VI=2)2++1-1/32y/1—z.

Uwazamy, ze 1 —x > 0ixz >0, wige, (1 —x2)2=1—-121i(y/x)? = 2. Wowczas,

V—g\/_—l—i\/l—x@Q—x—l—%/_\/ l—2)e2—2=2V2yz(1 — 1)

Podnosiemy ostatnie rownosé¢ do kwadratu i przypominamy, ze nowe réwnanie ma wiegcej
rozwiazania niz poprzednie.

(=22 =8z(l~z) 92> - 122 +4=0

Wiec,
12 £1/144 - 16 - O+-'=3

Y 18 —a%)

Widaé, ze to rozwiazanie 2 — x = 2v/2y/z(1 — x). Trzeba jeszeze sprawdzié, ze to
rozwiazanie rownania

.2 o .
arc sin—-— — arc sin 3 + arc sin vV1 — z.

3V

To mozna zrobi¢ kalkulatorem lub sprawdzi¢ bezposrednio. Wiasnie, dla z = 2/3 mamy,
ze

2 1
sin | arcsin =¢in ( arc sin — + arc sin v1 — x) .
( 3«/2/3) ( 3

To oznacza, ze
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1
arcsin = 2km + arc sin 3 + arc sin V1 — z, k€ Z.

2
3v/2/3

lub

arc sin

1
:7r—<2/<:7T+arcsing—l—arcsin\/l—x), ke Z.

2
3v/2/3

Natomiast, dla z = 2/3 mamy, ze

0 < arcsin (i) L il 0 < arcsin (1) < arcsin (1) < E.
V3 2’ 3 2 6
Wiec,
0 < arcsin (i> + arcsin (1> < 2—7T
V3 3 3
Ponadto,

0< ' \/E gz
arcsin - —.
3 2

Wigc, jedyna mozliwos¢, to

2 1
arc sin = arc sin — + arc sin /1 — 2/3.
3/2/3 3 /

O
Cwiczenie 2. Znalezé¢ wspdlezynniki stojace przy 1/z oraz 1/2% rozwiniecia (z +1/2)°.
Rozwigzanie: Korzystajac z wzoru dwumianu Newtona, wynika, ze
ARV AU B SV R

Wyraz z 1/x wystepuje w powyzszym wzoru gdy 2k — 9 = —1, czyli £ = 4. Wiec,
wspoétezynniki tego wyrazu to

9 9! 9-8-7-6
= = = 126.
(4) 415! 4-3-2-1
Wyraz z 1/x? wystgpuje w powyzszym wzoru gdy 2k — 9 = —2, czyli 2k = 7. Nie ma

takiego wyrazu, poniewaz k € NU {0}.
[l
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Cwiczenie 3. Sprawdz czy funkcja f : [—1,3) — [0, 10) postaci

3x + 3, x € [-1,0],
f=< 10— 2z, z € (0,2],
3(x—1), r € (2,3),

jest bijekcja. W takim przypadku, oblicz funkcje odwrotna.



