Teoria miary i catki 2012/2013

Seria I, 4 IIT 2013 r.

Javier de Lucas

Zadanie 1. Badz (E, : n € N) i (F, : n € N) beda ciagami podzbioréw zbioru X. Wykaz, ze

e a)

liminf, . E, Uliminf, ,F, C liminf, . (E, U F,) C liminf, . E, Ulimsup,_, F,
C limsup,,_,(F, U F,) C limsup,,_,E, Ulimsup,,_, . F,.

e b)

liminf, . E, Nliminf, . F, C liminf, . (E, N F,) C liminf, . E, Nlimsup,,_,  F,
C limsup,,_,(F, N F,) C limsup,,_, . E, Nlimsup,,_, . F.

e ¢) Wykaz, ze jezeli istnieja lim,, .o, E,, i lim, ., F,, to istnieja lim,, .o, E,UF, ilim, .., E,NF,.

Zadanie 2. Badz (A, : n € N) bedzie ciagiem podzbioréw zbioru X. Usuwajac skoniczong liczbe
wyrazen tego ciagu, mozemy zdefiniowaé drugi ciag (B, : n € N) podzbioréw zbioru X. Wykaz, ze

liminf, .. B, = liminf,c A,, limsup,,_, .. B, = limsup,,c., Ax.

Wykaz, ze lim,,_,, B, istnieje wtedy i tylko wtedy istnieje lim, .., A,. Gdy istnieja, lim, .., A, =
lim,, . B,. Wykaz, ze dane ciagi podzbioréow (A, : n € N) i (B, : n € N) takie, ze A,, # B, tylko
dla n nalezacych do pewnego skoriczonego podzioru zbioru N, to

liminf, .. B, = liminf,, A, limsup,, . B, = limsup,, ., An, 3 lim B,, < 3 nhHolo A,,

n—oo
i jezeli istniejg lim, o, A i lim, .., B, to sg rowne.

Zadanie 3. Dane punkt a € R i ciag punktéw (z, : n € N) takie, ze =, # a i lim, .z, = a,
wykaz, ze lim, _..{x,} # {a}. Dane E C Rit € R zdefiniujemy E +t = {z +t: 2 € E}. Dany
ciag (t, : n € N) C R taki, ze lim,, .oot, =01 E, = E+1t, dlan € N, szukaj E C R takie, ze
lim,, . E, # E.

Zadanie 4. Funkcja charakterystyczna 1,4 podzbioru A C X, to funkcja na X postaci

1, r €A,
1A($):{0 r ¢ A

Dany ciag (A, : n € N) podzbioréw X, wykaz, ze jezeli lim,, ., A, = A, to lim,, o 14, = 14. Wykaz,
ze jezeli lim, o 14, = 14, to lim, .. 4, = A.

Zadanie 5. Badz 2l bedzie o-ciatem podzbioréw danego zbioru X i Y C X. Wykaz, ze B = {ANY :
A € A} to o-ciato podzbioréw Y.

Zadanie 6. Dana rodzina 2l podzbioréw danego zbioru X taka, ze:
o X e
e ABecA=A\B=ANB‘e,



wykaz, ze 2 to algebra podzbioréw zbioru X.

Zadanie 7. Dana algebra 2l podzbioréw zbioru X. Zatéz, ze 2 spetnia, ze dla kazdego rosnacego
ciagu (A, : n € N) C 2 mamy, ze U,enA, € A. Wykaz, ze U jest o-algebra, tj. o-ciatem.

Zadanie 8. Wykaz, ze dany rosnacy ciag algebr (2, : n € N) podzbioréw X, to U,en2, to algebra
podzbioréw X. Podaj przyktad pokazujacy, ze nawet kiedy 2, jest o-algebra dla kazdego n € N, to
suma nie musi by¢ koniecznie o -algebra.

Zadanie 9. Badz (X, ) bedzie mierzalna przestrzenia i (F, : n € N) rosnacy ciag zawarty w 2
taki, ze UpenE, = X. Badz A, = AN E,. Wykaz, ze 2 to o-ciato podzbiorow F,, dla kazdej n € N.
Czy spehia sig, ze U,en2d, = A7

Zadanie 10.Dany skoniczony zbior X. Méwi sig, ze A C X jest ko-skoniczony, gdy A€ jest skoriczonym
zbiorem. Badz 2 bedzie ztozony ze skonczonych i ko-skonczonych podzioréw X. (a) Wykaz, ze 2 to
algebra podzbioréw X. (b) Wykaz, ze 2 to o-algebra wtedy i tylko wtedy X jest skonczonym zbiorem.



