Teoria miary i catki 2012/2013

Seria III, 18 ITI 2013 r.

Javier de Lucas

Zadanie 1. Dany nieskoniczony przeliczalny zbior X i o-algebra A podzbioréw zioru X. Zdefiniu-
jemy funkcje p: A — R postaci

. 0 jesli E jest skonczonym zbiorem
p(E) =

o0 innaczej

Wykaz, ze
(a) p jest addytywna a nie przeliczalnie addytywna na A. (b) X jest granicg rosnacego ciagu
(E, :n € N) C A takiego, ze u(E,) = 0 dla wszystkich F,, i u(X) = 1.

Zadanie 2. Niech X bedzie nieskonczonym zbiorem i p bedzie Dane nieskonczony zbiér X i o-
algebra A skorniczonych i ko-skoniczonych podzbioréw zbioru X. Zdefiniujemy funkcje p na A postaci

(A4) = 0 jesli A jest skonczonym zbiorem
a |1 jesli A jest ko — skonczonym zbiorem
Wykaz, ze

e 4 jest addytywna na A.

e gdy X jest przeliczalny i nieskonczony, to u nie jest przyliczalnie addytywna na A.

e gdy X jest przeliczalny i nieskonczony, to X jest granicem rosnacego ciagu {A, : n € N} taki,
ze W(A,) =0 dla kazdego n € N, a u(X) = 1.

e gody X jest nieprzeliczalny, to u jest przeliczalnie addytywna na A.

Zadanie 3. Dane nieprzeliczalny zbior X i o-algebra A przeliczalnych i nieprzyliczalnych podzbio-
row zbioru X. Zdefiniujemy funkcje pu na A postaci

0 jesli A jest przeliczalny

u(A) = {

1 jesli A jest ko — przeliczalny

Wykaz, ze i jest przeliczalnie addytywna na A.

Zadanie 4. Niech X = (0,00) i J bedzie rodzing podzbioréw postaci (n — 1,n] dla n € N. Niech
A bedzie rodzing wszystkich sum elementéw J i pustego zbioru. Dla kazdego A € A, zdefiniujemy
1(A) jako liczbe elementéw J w A.

e Wykaz, ze A to o-algebra podzbioréw zbioru X.

e Wykaz, ze p to miara na A.

Zadanie 5. Niech (X, A, i) bedzie skoficzona mierzalng przestrzenia i € = {E) : A € A} bedzie ro-
dzina roztacznych elementow A takich, ze u(E,) > 0 dla kazdego A € A. Wykaz, ze € jest przeliczalng
rodzing.

Zadanie 6. Dana mierzalna przestrzen (X, A, ), méwi sie, ze ciag (A, : n € N) w A jest prawie
roztaczny jezeli p(A; N A;) =0 dla j # i. (a) Wykaz, ze gdy (A4, : n € N) C A jest prawie roztaczny,
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to pu (UnenAn) = Ynen (An) (b) Wykaz, ze gdy (A, : n € N) C A jest taki, ze p(UpenA,) =
>onen H(AN) < 00 to (A, :n € N) C A jest prawie roztaczny.

Zadanie 7. Dana miara i na o-algebra A podzbioréw zbioru X i pod-o-algebra Ay. Wykaz, ze u
na Aj jest miarg na Aj.

Zadanie 8. Dane miary pu; i puo na o algebra A podzbiorow zbioru X i ag,as > 0. Wykaz, ze
aqpty + aspis na A zdefiniowane na E € A postaci

(arpn + app)(E) = arpn (E) + azpe(E)
jest miarg.

Zadanie 9. Niech (X, A, 1) bedzie o-skoniczona mierzalna przestrzenia taka, ze istnieje ciag (E, :
n € N) w A taki, ze UpenE, = X 1 u(E,) < oo dla kazdego n € N. Wykaz, ze istnieje ciag roztacznych
podzbioréw (F, : n € N) w A taki, ze UpenFy, = X 1 p(F,) < oo dla kazdego n € N.

Zadanie 10.Niech (X, A, 1) bedzie przestrzenia mierzalna. Wykaz, ze dla kazdych E; i Ey w A
mamy, ze p(Ey U Ep) + p(Er N Ep) = p(Er) 4 p(Es).

Zadanie 11.Symetryczna roznica miedzy dwoma zbiorami A i B zbioru X to zbior postaci AAB =
A\BUB\A. (a) Wykaz, ze dla trzech dowolnych podzbioréw A, B i C' zbioru X, to AAB C (AAC)U
(CAB). (b) Niech (X, A, 1) bedzie mierzalng przestrzenia, to u(AAB) < p(AAC) 4+ p(CAB) dla
kazdych A, B,C € A.



