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Zadanie 1. Dany dowolny zbiór X, zdefiniujemy funkcję µ∗ na P(X) postaci

µ∗(E) =

liczba elementów zbioru E jeśli E jest skończony
∞ jeśli E to nieskończony zbiór

(1)

(a) Wykaż, że µ∗ jest miarą zewnętrzną na X.

(b) Wykaż, że µ∗ jest addytywna na P(X)

(c) Wykaż, że µ∗ jest miarą na σ-algebrze P(X).

(d) Wykaż, że M(µ∗) = P(X), tj. każdy E ∈ P(x) jest µ∗-mierzalny.

Zadanie 2. Niech X będzie nieskończonym zbiorem i µ∗ będzie miarą (1). Wykaż, że istnieje ma-
lejący ciąg (En : n ∈ N) w P(X) taki, że En ↓ ∅, tj. limn→∞En = ∅ i limn→∞ µ∗(E) 6= 0.

Zadanie 3. Niech µ∗ będzie zewnętrzną miarą na X, wykaż, że jeżeli µ∗ jest addytywna na P(X),
to jest przeliczalnie addytywna na P(X).

Zadanie 4. Niech µ∗ będzie miarą zewnętrzną na X, wykaż, że istnieje niemierzalny podzbiór X
wtedy i tylko wtedy µ∗ nie jest nieprzeliczalnie addytywna na P(X).

Zadanie 5. Niech (En : n ∈ N) będzie malejącym ciągiem w mierzalnej przestrzeni Lebesga
(R,ML, µL) postaci En = [n,∞) dla n ∈ N. Obliczyć limn→∞En, µL(limn→∞En) i limn→∞ µL(En).

Zadanie 6. Dany ciąg (En : n ∈ N) ⊂ ML postaci En = [0, 1) ∪ [n, n + 1) dla n nieparzystej i
En = [0, 1) ∪ [n, n+ 2) dla n parzystej. Wykaż, że

• istnieje limn→∞En i oblicz ją.

• nie istnieje limn→∞ µL(En).

Zadanie 7. Dla następujących ciągów (En : n ∈ N) ⊂ML postaci

• En = [0, 1) ∪ [n, n+ 1) dla n ∈ N.

• En = [0, 1) ∪ [n, 2n) dla n ∈ N.

• En = [n, n+ 1) dla n ∈ N.

wykaż, że

• istnieje limn→∞En i oblicz ją.

• istnieje limn→∞ µL(En) i limn→∞ µL(En) 6= µL (limn→∞En).
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