Teoria miary i catki 2012/2013

Seria VI, 5 V 2013 r.

Javier de Lucas

Zadanie 1. Niech Q bedzie podzbiorem wszystkich liczb wymiernych. Dane € > 0, podaj otwarty
podzbior O taki, ze Q C O i u} (0) < e.

Zadanie 2. Niech Q bedzie podzbiorem wszystkich liczb wymiernych. Wykaz, ze: a) Q to podzbiér
miary zero, b) Q to F,-podzbidr, c) istnieje Gs-podzbiér G, taki, ze Q C G i un(G) = 0, R\Q to
Gs-podzbiér.

Zadanie 3. Wykaz, ze dla kazdego rosnacego ciagu (E,, : n € N) podzbiorow R, to lim,, .., 1} (E,) =
wi (imy, o Ey).

Zadanie 4. Wykaz, ze warunek u}-mierzalnosci podzbioru E € PB(R), czyli
13 (A) = 1 (AN E) + p (AN E°), VA € B(R),
jest réwnowazny warunkowi
pr () = pp(INE)+pp(INEY), VIEeI,

gdzie Z; to zbior wszystkich otwartych podzbiorow na R.

Zadanie 5. Niech (X, .A) bedzie przestrzenia mierzalna, f funkcja f : D € X — R U {oc}. a)
Wykaz, ze jezeli {x € D : f(z) < r} € A, dla kazdej r € Q, to f jest A-mierzalna na D. a) Czy
istnieja inne podzbiory R z taka whasciwoscia? ¢) Wykaz, ze jezeli f to A-mierzalna funkcja na D,
to istnieje przeliczalna rodzina podzbioréw € C A taka, ze f jest o(€)-mierzalng na D.

Zadanie 6. Niech & bedzie rodzina podzbioréw zbioru X. Niech f : X — R U {oo} bedzie
o(€)-mierzalng funkcja. Wykaz, ze istnieje przeliczalna podrodzina € rodziny € takiej, ze f jest
¢-mierzalna.

Zadanie 7. Wykaz, ze nastepujace funkcje na R sa mierzalne w sensie Borela (a wiec mierzalne w
sensie Lebesgue’a)

1. f(z)=0gdyz€ Qi f(z) =1 gdy x € Q°.

2. f(x)=xgdyz€Qi f(z) = —z gdy = € Q°.



