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1 Powtoérzenie mechaniki kwantowej

W mechanice kwantowej mamy pojecie stanu (stan czysty). Jest to wektor w przestrzeni Hilberta, ktéry mozna
wyrazi¢ w nastepujacy sposéb:

d

¥) = e (ili) (1.1)
=1

Z jei? =1 (1.2)

W) = e 9), (1.3)

przy czym zakladamy, ze przestrzen jest d wymiarowa. Potrzebujemy 2d — 2 parametréw rzeczywistych, zeby opisaé
stan kwantowy w przestrzeni d wymiarowe;.

W mechanice kwantowej wazne sa tez pomiary. Oméwimy najpierw tak zwane pomiary rzutowe (lub pomiary
von Neumanna). Pomiar rzutowy polega na tym, ze podajemy zestaw operatoréw rzutowych P;, czyli takich, ze

P? =P (1.4)

Y p=1 (1.5)

Indeksy ¢ to rézne wyniki pomiaru. Prawdopodobienstwo p; indeksu ¢ liczy sie tak, ze

— (W P [). (1.6)
W wyniku pomiaru stan uktadu zmienia sie w nastepujacy sposéb
i, Bily)
) — = ¢}, (1.7)

VPi

czyli |1;) jest stanem otrzymanym po dzialaniu operatorem rzutowym.

Czesto jest tak, ze P; = i) (i] i o takich operatorach méwi sie, Ze sa to operatory rzutowe pierwszego rzedu
(ang. rank 1). Tutaj |i) jest pewna baza w ktérej dokonujemy pomiaru. Wtedy

= (Wla) (il) = | (¥l0) > (1.8)

Na wyktadach z mechaniki kwantowej pomiar czesto utozsamia sie z obserwabla. Powyzszy wywdd jest bardziej
fundamentalny. Mechanika kwantowa tym si¢ rézni od klasycznej tym, ze pewna wielko$¢ fizyczna, taka jak ped,
narzuca pewna baze wektoréw, w ktorych ma ona dobrze okreslone wartosci. Inna wielko$¢ bedzie miata inna baze.

Obserwable mozna okresli¢ jako matematyczna reprezetacje pewnej wielkosci fizycznej. Jedli mamy baze stanow
o dobrze okreslonej wartoéci wielkoéci fizycznej A. Definiujemy obserwable A zwiazang z wielkoscig fizyczna A tak,

ze:
A= "a;li) (i (1.9)

Po co taka definicja? Jeszcze nie wiemy. Ale wrocimy do tego. Operator taki jest przydatny, bo mozemy odtworzy¢
a; 1) (i]. Wynika to z tego, ze jesteSmy w stanie wyznaczy¢ rozklad wlasny. A jest operatorem hermitowskim, a a;
to jego wartosci wlasne. Jednym operatorem mozemy na przyktad okresli¢é hamiltonian.

Majac stan [¢)) dokonuje pomiaru wielkosci A i pytam jaka jest Srednia wartosé tej wielkosci?

=sz-ai :Zuwm Pa; =Y (wli) (i w\Zaz = (Y| Aly) (1.10)
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Widagé, ze nie trzeba rozktadu, aby wyliczy¢ wartosé srednia.

Przejdziemy teraz do ukladéw mieszanych. Rozwazmy przykladowy uktad mieszany. Nie mamy pelnej wiedzy
o tym ukladzie. Zal6zmy, ze z prawdopodobienstwem ¢ dostajemy stan |¢y), co opisuje nasza niepewna wiedze.

Jesli wykonujemy pomiar {P;}, to wyniki i uzyskam z prawdopodobiefstwem

pi=>_ a (xl P thn) (1.11)
k
jest to tak zwane prawdopodobienstwo catkowite. Liczac dalej otrzymamy
pi =Y axTr(P; i) (V). (1.12)
k
Mozemy tak robié, bo
(W1 Al) = Tr(Al) (). (1.13)

A jak to udowodni¢? Mozna to rozpisa¢ w dowolnej bazie
) = i li) (1.14)

D WA =Y A (1.15)

Kontynuujac mozemy

pi=Tr (PiZQk s <wk> (1.16)
k
p= ailtr) (Wl (1.17)
k

Wielko$¢ p nazywamy macierza gestosci i wykorzystujemy ja do okreslania stanéw mieszanych. Matematycznie
jest ona operatorem, ktérego Slad jest réwny 1.

Tr(p) =1, (1.18)
a w dodatku ¢ > 0, a to oznacza, ze
p =0, (1.19)
czyli jest nieujemnie (w skrécie bedzie méwione dodatnio) okreslony. To z kolei oznacza, ze

Yigy (¥]plp) > 0. (1.20)

Dodatnio$¢ operatora jest mocniejsza niz jego hermitowskosé, bo poniekad ja wymusza i nadaje dodatkowo wiecej
warunkéw.

Macierz gestosci tez mozna zapisa¢ w bazie w nastepujacy sposéb

p=3 Al . (1.21)

W szczegblnosci moze byé tak, ze

p=1v) (W (1.22)



i wtedy p reprezentuje stan czysty.

Gdy mamy wiele ukladéw fizycznych to w mechanice kwantowej do ich opisu wykorzystuje si¢ iloczyn tenso-
rowy przestrzeni Hilberta

H=Hi®H2® ... ® HN. (1.23)
Ogolny stan moge zapisac¢ tak:
v= Y iy i) ® . @ in) (1.24)
W1 yeenin
Zachodzi tez
dim(H;) =d = dim(H) = d". (1.25)

Mozemy zapisaé tez macierz gestosci dla dla takich stanéw

p= D AN ) Gil@ @ lin) (nl (1.26)

Musimy sobie jeszcze przypomnieé jak opisuje sie ewolucje w mechanice kwantowej. Robi si¢ to ponownie
operatorem unitarnym

[%(t)) = Ut [4(0)) (1.27)
Gdy mamy réwnanie Schrodingera, to ewolucje aplikuje sie w nastepujacy sposob:
. d t —iHt
in O ) = o) = = u(0)). (1.29)

Jest to ewolucja ukladu izolowanego. W rzeczywistosci praktycznie takich nie ma i bedziemy sie uczy¢ jak
z tym sobie nalezy radzi¢. Na potrzeby naszego wykladu nie bedziemy sie specjalnie nad tym rozwodzi¢. Bedziemy
tez czesto skrotowo pisaé

W) =UlY). (1.29)

Jest to podsumowanie tego co potrzebujemy z mechaniki kwantowe;j.

1.1 Qubit
Aby oswoié sie z przytoczonymi wczeéniej informacjami mozemy dokladniej oméwié prosty uklad kwantowy. Be-
dziemy méwié¢ o qubicie. Kazdy dwuwymiarowy uklad kwantowy bedziemy okre$la¢ qubitem (ew. kubitem).
Qubit w ogdélnosci mozna okresli¢ w nastepujacy sposéb:
dim(H) =2 (1.30)
[) = al0) +b]|1) (1.31)

W tym przypadku do opisu potrzebne nam sa 2 rzeczywiste liczby, zgodnie z powyzszym wywodem. Ponadto mamy
warunek

la]*> + [b)* = 1 (1.32)



Bez utraty ogdlnosci moge zapisaé

: <0> i
a=sin|=|e
2
0\
b = cos (2> e

Pamietamy jednak, ze mamy pewna swobodno$¢, jesli chodzi o faze

%) = ¢ )

) =cos (5 ) 10) +sin (5 ) ).

gdzie ¢ zadaje wzgledna faze. Dodatkowo mozna okresli¢ zakres zmiennych

zatem jedng z faz mozna pominaé

6 €[0,7], ¢ €[0,2n].

Dzieki temu mozemy stan kwantowy qubitu umiesci¢ na sferze.

Rysunek 1.1: Sfera Blocha z zaznaczonym omawianym stanem |¢) oraz wektorem Blocha 7.

Mozna obliczyé¢ macierz gestosci tego stanu.

) (] = Sliof()g)w [COS(Z) sin(i)e—w}: sm(C())Scoig(

1| 1+4cos(f) sin(h)e

2| sin(@)e® 11— cos(f)

) cos (§) sin (5) e~

) sin® (3)

(1 + cos(8)o, + sin() cos(¢)o, + sin(f) sin(¢p)o,) =

L\D\»—l

sin(@) cos(¢)
= | sin(f)sin(¢)
cos(6)

Mozna to poniekad kojarzy¢ ze spinem 1/2 (jest to poniekad fizyczny obrazek tego zagadnienia). Liczac

(Wloiy) = Tr(o:[¢) (¥]) = *TT(Uz (1+17i-5)).

(1.33)

(1.34)

(1.35)

(1.36)

(1.37)

(1.38)



Pamietamy, ze w przypadku spinu mielismy

{
v | St

G (1.39)

Wektor Blocha, ktéry reprezentuje nam stan, méwi o kierunku spinu, w ktérym stan jest najbardziej zorientowany.
Mamy

h
=1
2

(W]5h) = (1.40)

Jedli teraz myslimy o spinie jako o qubicie, to mozemy ponowié¢ rysunek.

x zZ =

|+%>z 1

’ |

: % y %
x=|+3) 2= |-

)

N[

Rysunek 1.2: Sfera Blocha z zaznaczonym omawianym stanem |¢) oraz wektorem Blocha 7i. Oznaczenia osi maja
teraz bardziej spinowe skojarzenia (méwig jakie wartodci spinéw mozemy zmierzydé).

Widaé, ze sfera pojawia si¢ tutaj naturalnie przez macierze Pauliego, powiazane ze spinem, ktéry z kolei jest po-
wigzany z grupa obrotéw.

Co bedzie, gdy bede mial stan mieszany qubitu? Pamietamy, ze

p=Y ai|tr) (Wl (1.41)
p

Podstawiajac to do powyzszych rozwazan, mamy

p= qu (1417 - & (qunk>-a (1.42)

Widaé, ze struktura jest podobna, tylko tutaj wektorem Blocha 7i powinno si¢ okredli¢ caty iloczyn ), qifiy.
Zauwazmy tutaj jednak, ze nowy wektor Blocha spelnia
7| > 1, (1.43)

przy czym réwnoéé zachodzi dla stanu czystego. Widaé, ze pelny opis stanu qubitu (bioracy pod uwage takze stany
mieszane) tworzy nie sfere, a kule Blocha. Macierz gestoéci qubitu w ogélnym stanie mozna zapisaé jako

p=5(L+i7i-3). (1.44)



2 Ewolucja ukladéw otwartych

W tym rozdziale omawiane beda kwantowe uklady otwarte. O ile teoretycznie mozna rozwazaé odizolowane uktady
kwantowe, o tyle w rzeczywistosci zawsze bedziemy mie¢ do czynienie z jakims$ otoczeniem. Schematycznie mozna
to przedstawi¢ na rysunku.

E

Rysunek 2.1: Uklad (ang. system) S zawarty w $rodku otoczenia (ang. environment) E i oddzialujacy z nim.

Wykonujac jakie$ dziatanie na ukladzie mozemy zalozyé, ze nie chcemy dziataé¢ zadna operacja na otoczenie (czyli
dzialamy na otoczenie identycznoscia). Mozna wtedy policzy¢ nastepujacy $lad:

Trsg > (s lis) (sl @ lim) (je| - As @1 | =Trs [ Y (Z(PSE);??;) lis) (4s| - As | = Tr(ps - As)

1S,9E,JS,JE is,Js \ ip

(2.1)

Mozemy tak zrobié, bo

Trsp(-) = Y (is|® (igl -lis) ® lig) = ) _ {is| (Z (il - IiE>> lis) (2.2)

iS,iE is iE

W powyzszym rownaniu fragment

(Z (ip| - |iE>> (2.3)

iB
nazywa sie czeSciowym $ladem Trg.

Mamy tutaj do czynienia z zredukowang macierza gestosci. Jak pokazaé, ze jest to macierz gestosci? Mozna

zauwazyc, ze
(p9)53 = (psp)iSiE (2.4)

B
ps =Tre(pse) =Y _ (il pse lis) (2.5)
iB
Wlpsly) =Y (W ®lir) pse ) ® lir) > 0 (2.6)
iE

Zazwyczaj nie znamy otoczenia, dlatego opisujemy uktad przez macierz gestosci (ktéra w ogdlnosci nie jest stanem
czystym).



Uwaga

Jezeli psg = |Ysg) (Ysk|, czyli stan czysty, to w ogélnosci psg nie jest stanem czystym.

2.1 Puryfikacja (oczyszczenie) stanu

Wyobrazmy sobie, ze mamy uktad opisany stanem mieszanym opisanym przez pg. Czy majac dowolna taka macierz
gestosci, mozemy napisaé¢ macierz gestosci tego uktadu wraz z otoczeniem? Czy zawsze moge znalezé reprezentacje
tego obiektu jako zredukowana macierz gestosci stanu wiekszego? Formalnie mozna zapytac tak: czy zawsze istnieje
[V) o takie, ze pg = Tre(|v) g (¥])? Czy o kazdej macierzy gestosci mozna legalnie mysSle¢ w ten sposéb?

Okazuje sig, ze tak. Pokazuje si¢ to przez konstrukcje. Wiemy, ze mozemy legalnie napisaé¢ rozklad wlasny macierzy
ps, poniewaz macierze gestosci spelniaja odpowiednie warunki.

ps = >k [tr) (Wil (2.7)
k
gk 2 0 (2.8)

Majac taka ogdlna macierz gestosci, chcemy dla niej poda¢ konstrukcje stanu bedacego jej puryfikacja. Najlepiej
popatrze¢ na wzér z ktérego liczy sie czeSciowy sSlad. Trzeba mysleé jak zdefiniowaé stan |Usg), zeby po
obliczeniu czesciowego $sladu dawal macierz pg.

Use) =Y Vaw [ve) @ k), (2.9)
k

gdzie |k) jest jakas baza ortonormalng na F.
Teraz sprawdzmy dlaczego to jest dobrze. Macierz gestosci odpowiadajaca temu stanowi to

psi = sp) (Tsp| = S Va/aw [be) (bw] © k) (K (2.10)

Kk’

Teraz slad

Tre(pse) = ZQk Vi) (Vr] = ps, (2.11)
%

w ktérym z calej sumy zostaja tylko diagonalne wyrazy.

Istnieje zatem konstrukcja na uktadzie rozszerzonym, ktéra daje nam to co chcemy.

2.2 Ewolucja poduktadu

Nalezy sie teraz zastanowié jak opisa¢ ewolucje poduktadu. Mamy uktad, ktéry w chwili ¢ = 0 jest opisany przez
ps(0) ® pe. (2.12)

Staramy sie przygotowa¢ uklad w izolacji od otoczenia, a pdzniej dopiero wrzucamy go do tego otoczenia. Przy
braku tego zalozenia trudno jest okresli¢ co bedzie si¢ dalej dzia¢. Mowimy, ze poczatkowo uklad nie jest
skorelowany z otoczeniem. Pdzniej uktad ewoluuje i w wyniku tego otrzymamy

Usi(ps(0) ® pp)UL, =: psi(t), (2.13)



zgodnie z tym jak ewoluuje uklad izolowany (unitarnie). Jest tak, poniewaz

[ (8) = U | (t = 0)) (2.14)
p= > ax|vx) (el — UpU™. (2.15)
k

Niech |ig) bedzie baza ortonormalna w E. My mamy dostep tylko do podukladu, wiec chcemy sie dowiedzieé
jak wyglada zredukowana macierz gestosci i jak ona ewoluuje. Chcemy znalezé wyrazenie na

ps(t) =Tre(pse(t)). (2.16)

Mozna zapisaé

ps(t) = ip|Uspps(0) @ pr - Ulp lin)

iE

Nastepny zabieg nie jest konieczny, ale potrafi nieco uproéci¢ obliczenia. Bez utraty ogdlnosci mozemy przyjaé, ze
pE jest stanem czystym, tj.

pr = 0) (0] (2.17)

Nie ogranicza nas to, poniewaz jesli sie uprzemy, ze chcemy mie¢ slad mieszany, to mozemy go oczyscié i otrzymac
stan czysty na otoczeniu rozszerzonym, bo i tak po tym bedziemy sladowaé, wiec réznicy nie ma. Otoczenie zawsze
mozna powiekszy¢ tak, zeby puryfikacja pg byla mozliwa. Wybieramy stan |0), poniewaz baza jest kwestia umowna,
a $lad i tak nie zalezy od bazy, wiec mam tutaj dowolno$é. Mozemy zapisa¢ stan uktadu po czasie t w nastepujacy
sposéb

ps(t) =Y B {ilUseps(0) @ |0) (S| Uy i) = Z (i| Use 0) ; ps(0) £ (0| Ul i), =

| =/ Ki= p(ilUse )y // K]

gdzie K; nazywa si¢ operatorem Krausa. Trzeba pamigtaé, ze U = U(t), wiec w K; = K;(t), jednak czesto
bedziemy to pozostawia¢ w domyéle, bo nas obchodzi, ze co$ wchodzi, a potem wychodzi.

W ogélnoéci K; nie musi byé ani unitarny, ani hermitowski, ani jakiekolwiek inny. K; sa jakimis macierzami

zespolonymi. Operatory te sg bardzo ogdlne, ale zauwazmy, Ze mozna na nie zapisa¢ pewien warunek. Nalezy
zwrdci¢ uwage, ze

ZK*K Z 01U 1) 5 (| Usp|0)p = 5 0|ULUsE|0)p = £ (0] 1s@1p]0), =15, (218)

czyli daja jedynke na uktadzie. Warunek ten jest poniekad analogia warunku spelnianego przez macierze unitarne

Utu = 1. (2.19)

Musi tak byé, bo w uklad moze nie oddzialywaé z otoczeniem (a tak by bylo w przeciwnym wypadku).

WyprowadziliSmy zatem ogdélng postaé ewolucji ukladu w kontakcie z otoczeniem. Pomijajac indeksy S
(gdyz rozwazania dotycza juz tylko ukladu S) ewolucje mozna podsumowaé nastepujacymi réwnaniami:

=A(p) = Y _ Kipk], (2.20)
[

Y KK =1. (2.21)



Uwaga
Mozna zauwazy¢, ze operatorow K; jest tyle, ile wynosi wymiar otoczenia.

Pojawia sie teraz inne pytanie. Czy majac operatory Krausa potrafimy powiedzie¢ jak wygladala ewolu-
cja? Czy mozna opisa¢ puryfikacje dynamiki?

Ewolucja ukladu otwartego jest w postaci opisanej réwnaniem wyzej i kazda taka ewolucja odpowiada jakiejs
transformacji uktadu otwartego. Mozna powiedzie¢ jeszcze inaczej. Dla kazdego zestawu operatorow Krausa istnieje
ewolucja Usg i pg takie, ze ), Kl-pKJ odpowiada ewolucji poduktadu .S. Mozna to troche utozsamiaé z puryfikacja
ewolucji. Udowodnimy to ponownie przez konstrukcje. Zdefiniujmy operacje Usg w nastepujacy sposdb

Vig) Use [9) © |0) 5 = D (Kild)g) ® [i) 5 - (2.22)

3

Przy takiej definicji mozemy sprawdzié, jak Ugg zadziala na macierz gestosci

T (Useps  10)5 (01ULg ) = Tre <USE > an ) (k] (] @ 10) 5 (0] U;E> =
k

Mozemy teraz sume wyciagnaé, co pozwala zadziala¢ zgodnie z definicja

= ZQkTTE ((Z K; k) ® |i>> (Z (k| K} @ <i/|>> = ZQkTTE ZKz' ) (n| K, @ J3) (@' | =
k i ‘ K il

il

=> @ Y Ki|ve) (U] Kl = ZKipSKZ'
% i i

Musimy jeszcze pokazaé, ze U jest unitarne, bo tylko w taki sposdb, w mechanice kwantowej, ewoluuje uklad. Aby
to zrobié¢, wystarczy pokazaé, ze zachowuje iloczyny skalarne.

¥ @10)  vew | i Kilv) @10
[¥') ®10) D K [9) @ 1)

Tloczyn skalarny:
W) = 30 WIETK ) = @130 KT W) = () (2.23)

Ale musimy to pokazaé¢ dla WSZYSTKICH wektoréw na wejsciu. To co aktualnie pokazalidmy jest dla |¢) & |0).
Inaczej méwiac, pokazaliSmy, ze macierz Ugg, jesli popatrzymy na jej kolumny powstale z dziatania na nia pod-
przestrzenia |¢) ® |0) sa legalnymi kolumnami macierzy unitarnej, a pamietamy, ze kolumny takiej macierzy tworza
baze ortonormalna (tak samo zreszta jak jej wiersze). To co musimy zatem zrobié, to uzupelnié¢ pozostale, a to
mozna zrobié¢ zawsze!

‘Whniosek

A(p) jest legalna transformacja macierzy gestosci ukladu otwartego poczgtkowo nieskorelowanego z otoczeniem
wtedy 1 tylko wtedy, gdy transformacja ta jest mozliwa do zapisania w postaci

Ap) = Y KipK] (2.24)

Y KK =1 (2.25)

i
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3 Kanaly kwantowe

Dzisiaj bedziemy mowic¢ o kanatach kwantowych. Dalej jesteSmy w temacie kwantowych ukltadéw otwartych. Mamy
do czynienia ze stanami kwantowymi oraz macierzami gestosci takimi, ze

) € H, (3.1)
p € L(H).
Transformacja
k
Y KK, =1 (3.4)
k

jest transformacja z macierzy gestosci w macierz gestosci

L(H) oznacza tutaj przestrzen liniowych operatoréw na przestrzeni Hilberta. Macierz A jest przede wszystkim
operacja liniowa, tj.

Aapy + bpz) = alA(p1) + bA(p2).
Mozna na to popatrzeé¢ w nastepujacy sposodb
p'=Ap) (3.5)

PN LT ACHEEDY Z Ki) 2 (K705 (3.6)

k 1,01 11,71

Mozna patrzeé¢ na p’ jak na macierz, ale mozna tez rozpatrywaé p’ jako wektor w przestrzeni tensorowej:

(0 = 0 25 =), (37)
Ale réwnie dobrze mozna zastapic¢
P = 1p)) (3.8)
> (KR (KD, = 257 (3.9)
k
i wtedy caly zapis jest
') = @272 o) (3.10)

i widaé, ze jest to liniowe przeksztalcenie.

Czasami o ¢ niektérzy powiedza, ze jest to superoperator, ale nie figuruje to jako specjalny termin — uwypukla
jedynie, ze operator ten utworzony zostal w specjalny sposob.

Kolejna wlasnoscia A jest jej dodatnio$é. Oznacza to, ze
Vp=0 A(p) > 0. (3.11)

Znajac wyprowadzenie A i fizyczng interpretacje, jest to dosyé oczywiste, ale z samej struktury tez powinno to
wynikaé¢. Jak to pokaza¢? Nalezy policzy¢.

WY KipK[ [0) = > (| KrpKL 1) = > (el pltbr) > 0 (3.12)
k

k k
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Okazuje sie jednak, ze A jest ponad to calkowicie dodatnia (ang. completely positive — CP). Oznacza to, ze
dowolne rozszerzenie A jest dodatnie. Formalnie

As - 1p >0 (3.13)
gdzie 1 jest identycznodcia nad rozszerzong przestrzenia. Inaczej mozna zapisacé

Y Ki®lpsrK] @1 > 0. (3.14)
i

Dla fizyka zapis taki jest w pewnym sensie oczywistym wymaganiem, bo operacja kwantowa nie zmienia przeciez
stanu rzeczy gdzie$ dalej we wszech$wiecie (w ogdlnodci). Nie psujemy dodatniodci rozszerzajac macierz operatora
na reszte wszech$wiata.

Mozna zapytaé, czy istnieja macierze gestosci, ktére nie sa catkowicie dodatnie? Znajdziemy duzo takich...
Operacja transpozycji

p— o7 (3.15)

jest operacja dodatnia (transpozycja nie zmienia warto$ci wlasnych), ale nie CP. Ta cecha bedzie pozwalala wy-
krywaé splatanie miedzy dwoma ukladami (ale to pdZniej).

Fakt (bez dowodu)
Kazde odwzorowanie CP mozna zapisa¢ w postaci Krausa.

Ostatnig cecha, ktéra posiada A jest zachowanie §ladu. Zauwazmy, ze

Tr(A(p)) =Tr (Z K;mK,Z) =Tr (Z K;Kk,o> =Tr(p)=1 (3.16)

k k

Mozemy teraz powiedzie¢ czym jest kanal kwantowy.

Kanalem kwantowym nazywamy odwzorowanie calkowicie dodatnie, ktére zachowuje slad (ang. Compeletely
Positive Trace Preserving — CPTP).

W ogélnosci rozwaza¢ mozna
dim(Hy) # dim(Hz),

a wtedy macierze Krausa nie sa macierzami kwadratowymi, a prostokatnymi.

3.1 Izomorfizm Choia-Janiotkowskiego

Wprowadzimy teraz izomorfizm Choia-Janiotkowskiego. Majac odwzorowanie A rozwazmy stan

) = WZ| ® |i) € Hi @ Ha,

dim(H1) =d

12



czyli poniekad na podwojonej przestrzeni H;. Uklad jest bardzo silnie skorelowany, bo jak pierwszy stan jest i to
drugi takze. Rozwazmy teraz obiekt

Dy =A®1(|¥)(¥]),
|0) (W] = L(H1 ® Ha),
Dy e £(H2 X Hl).

) Dy

Rysunek 3.1: Kanal kwantowy.

Macierz Dy jest macierza dynamiczna. Skoro A jest CP, to Dy jest operatorem dodatnim. Z odwzorowaniem
stowarzyszane jest zatem co$, co mozna interpretowaé jako stan kwantowy (my$l ta bedzie jeszcze rozwinieta
poZmiej).
1 Ny Ny
W) (W] = gZIU (gl @ ) (4l
(2]
Podzialajmy ta transformacja

1 N 1 o -
Dy = QZZK’“QM@'” <]|K;£®]l = EZZK’“ |i) <]\K,1®|Z> (| (3.17)
k4,7 ki

(Da)2% = (ia] (i Da |j2) j1) = . (3.18)

Zobaczmy co si¢ dzieje. Na drugim ukladzie mamy |i) (j|, zatem musimy otrzymaé

1 . . . .
~= > ia| K lir) (| K |j2) - (3.19)
k
Mozna tutaj zauwazyé, ze
(i) Ky i) = (Kp)i2, (3.20)
(i K 1j2) = (B3) 2, (3.21)

0 czym znowu mozna pomysleé jak o wektorze

(Ki)i2 = |Ky)) " (3.22)
Skoro tak, to
(KDL = (Kxlj, 5, (3.23)
a stad
1
Dy = Zk: | Ki)) (Kl (3.24)

13



wiec jesli z operatoréw Krausa zrobié¢ wektory to macierz dynamiczna jest sumg rzutéw na te wektory. Zeby sie
upewnié¢ dodajmy jeszcze, ze

|Kk)) € Ho @ Hy. (3.25)

Widaé, ze Dp > 0 oraz mozna zauwazy¢, ze

Trr,(Da) = dzzmz (Kl Gl KL @ 10) 1) = (3.26)

—;ZTT< JIZK*Kk>-z ZT’“ d25”| éZ\iWI:%ﬂm (3.27)

Widaé, ze zredukowany $lad daje nam 1. Jest to warunek / odpowiednik zachowania $ladu. Gdy spojrzymy teraz
jeszcze raz na elementy macierzowe, to zobaczymy, ze

12 i1 12 T J1 _ i2,J2
Jz»]l d Z K =®a i1,J1°

Mozna zauwazy¢, ze jest to podobnie zdefiniowane, do wprowadzonej wczesniej wielkosci @, jednak nieco inaczej
mamy indeksy. Mozna je jednak poprawic.

ZQ?]Q 7/277/1
CDA 11,71 CDA 72,01

Rysunek 3.2: Reshuffling indekséw.

Taka wymiane indekséw nazywa sie reshuffling. Pamietamy, ze

Dp € L(Hy ® Hy) (3.28)

Macierz ® dla dwéch qubitéw w ogdlnosci mozna przedstawi¢ w nastepujacy sposob:
050 @p7 25p @Y

01 01 01 01
(bOO (I)Ol cI)lO (bll

Dy = (3.30)
wi @l ol ol
® @l o o
Dla kazdego Dj > 0 takiego, ze
1
T’I“H2 (DA) = g]lHl (331)

istnieje odpowiadajace mu CPTP A. Sprawdzmy, ze definujac

1 .
A(p) = dTry, Dallyg, ® piy, = dTrw, | ZZKk i) G K @ [i) (5] - Ty ® > (073 [in) (| | =

11,72

=22 Kkl Gl KL j*ZKkZﬂj ) (Gl K
k i
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Dzieki temu, ze

1
ZFTH2 (DA) = g]].}(l (332)
to
> KKy =1y, (3.33)
k
O

Uwaga! Zauwazmy, ze jak majac Dy, mozna poczyni¢ nastepujaca obserwacje: rozklad Krausa nie jest jedno-
znaczny.

= 3 Kkl (3.34)
k

Skoro tak, to jesli

Ky =) ulK (3.35)

to

ZKkaT—ZZukKlp (Wb K Zu LK pK] —ZK;pKT (3.36)
k

LU L
Moze by¢ zatem tak, ze taki sam kanal kwantowy moze by¢ rozpisany za pomoca roznej liczby macierzy Krausa.

Jezeli identyfikujemy Dp z A, to istnieje naturalna reprezentacja operatoréw Krausa (kanoniczne operatory
Krausa), ktére sa zbudowane na bazie wektoréw wlasnych Dy .

= LS K (3.37)
k

Pokazuje to jednoczesnie, ze kazda transformacje CP mozna zapisa¢ przy pomocy macierzy Krausa w liczbie
wektorow wlasnych Djy.
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4 Kwantowe Rownanie Master

Jezeli chodzi o ewolucje ukladéw otwartych, to nalezy poruszyé jeszcze jeden temat. Jesli w chwili poczatkowej
uklad nie jest skorelowany z otoczeniem pg ® |0), to obserwujac ten uklad po jakim$ czasie mamy

ps(t) = Ae(p(0) = Y Ki(t)p(0) K} (1) (4.1)
k

E

Rysunek 4.1: Uklad i otoczenie.

To jest posta¢ ogdlna — nie zaktada jak oddzialywania przebiegaja, ani jak otoczenie wplywa na uktad. W zwiazku
z tym zalezno$é¢ czasowa moze byé dosyé dzika. ChcielibySmy dolozyé pewne dodatkowe (fizyczne) zalozenia, aby
dokltadniej opisaé zaleznosé A; od t. Naszym ostatecznym celem bedzie dojscie do réwnania rézniczkowego na p(t).

Tak na marginesie, przy ewolucji unitarnej

dlo() _ i
= R HO () (4:2)
plt) = (1)) (W (0) (4.3)
O — L (0 [0 (0] — [9(0) o8| H(E) = — [ (2) p(2) (1.4)

Jakie fizyczne zalozenia przyjmiemy?
1. Niezmienniczo$é wzgledem przesuniecia czasu (S i E oddzialuja poprzez Hsg niezalezny od czasu).

2. Zakladamy, ze otoczenie jest bardzo duze, przez co szybko zapomina, Ze oddzialywalo z S. Bedziemy mys$le¢
w taki sposéb, ze S z E oddzialuje przez chwilke (wigc moga sie splataé, lub zadziata¢ na siebie w inny
spos6b), ale E jest duze i ma jaka$ swoja dynamike, wiec wrdci do swojego stanu poczatkowego pg szybko.

pPs (O) & pPE —>65’tand E interacts -+ — ps(dt) ® PE, (45)

bo w miedzyczasie E szybko relaksuje do stanu poczatkowego pg. Skala czasowa na jakiej obserwujemy zmiane
ps jest wieksza niz czas relaksacji F/, zatem mozna przyjac, ze caly czas ze strony otoczenia mamy do czynienia
ze stanem pgp. Méwimy tutaj o markowskosci czy procesach Markowa tj. procesach / ukladach, ktére nie
maja pamieci. Bardzo czesto jest to dobre przyblizenie, jednak trzeba tutaj uwazaé na przyjeta skale czasowa
(gdy schodzimy do zbyt maly czaséw przyblizenie przestaje by¢ zasadne).

Rozwazmy teraz ewolucje od ¢t = 0 do t = §;. Wtedy

ps(0) =Y Ki(01)ps(0)KL(0). (4.6)
k

Jest to prawda, bo zalozyliSmy, ze w chwili poczatkowej mamy ps(0) ®@ pg. Teraz zobaczmy co si¢ dzieje od chwili
t = 0; do t = 20;. Tutaj korzystamy juz z naszych zalozen. Przez to, ze zakladamy, ze uklad w dalszym ciagu
jest nieskolerowany, to moge znéw wykorzystaé caly wczesniej wprowadzony formalizm. Ponadto dynamika jest
niezalezna od czasu, zatem jest opisana tymi samymi Krausami.

ps(261) = Ki(80)ps (00 KL (6:). (4.7)
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Ostatecznie moge zatem zapisaé

ps(t+ 1) =Y Ki(6)p(t)K[(6:).
k

Jest to juz dosy¢ konkretne ograniczenie sposobu ewolucji macierzy gestosci. Bedziemy teraz zmierzaé, zeby wycia-
gnaé stad posta¢ rownania rézniczkowego na p. Zastanéwmy sie nad rozwinieciem macierzy Krausa w najnizszych
rzedach 0;. Wyprowadzenie nie bedzie moze jakies bardzo formalne, ale daje odpowiednie intuicje.

Co sie musi dziaé¢, gdy §; — 0?7 Musi by¢ 1. Wystarczy nam jednak, ze jeden z k operatoréw zbiegal do jedynki —
reszta moze lecie¢ do 0. Formalnie musi by¢ co najmniej jeden Ky, taki, ze

Ki(6,) =°~0 1. (4.8)
Niech to bedzie K. Zatem mamy
Ko(0;) = 1+ Y6 + O(6t2), (4.9)
pod warunkiem, ze
Ki(6;) =0 0 (4.10)
k> 1. (4.11)

Moze by¢ tak, ze reszta Krausow dazy jednak do czegos innego. Przykladowo
K;(0;) = /il + Yid + 0(5?)

Zpi =1

W takim wypadku, w zerowym rzedzie p tez zostaloby odtworzone.

> Ko(G)p() K (8e) = p(t) + (Z VBYip(t) + ) \/PT'P(t)YiT> 8, + O(67) (4.12)
k % i

Z doktadnoscia do O(é;) jest to ta sama dynamika jaka uzyskali by$my biorac
Ko=1+4Yd, (4.13)
Y=Y niYi. (4.14)
Innymi stowy, zalozenie jednej niezerowej macierzy nie sprawia, ze tracimy ogdlnosé. Zauwazmy jednak, ze gdyby
to byt jedyny nietrywialny operator Krausa, to
K} (8:)Ko(8;) = 1+ (Y + YT)8, + 0(82), (4.15)

a to jednak musi by¢ jedynka, na mocy warunku zachowania sladu

S KWK[ =1, (4.16)
k

co w liniowym rzedzie d; nie jest spelnione. Musza by¢ dodane jeszcze jakie$ inne operatory Krausa takie, ze
Kp(6;) —%~% 0. A jak takie operatory powinny sie zachowywaé, zebyémy otrzymali to co chcemy? Widaé, ze
trzeba wziaé

Kr(6:) = Rin/3i + O(87) + ... (4.17)
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Takich operatoréw moze by¢ wiele — nie precyzujemy ile ich jest. Sprawdzmy, czy to nas faktycznie ustawia poprzez
zbadanie warunku na zachowanie sladu.

ST KI0)K(6) = K{Ko+ > K[Kpy =1+ (Y +Y") + > Rl Rpo, + 0(5}) (4.18)
k k>1 k>1

Bedzie zatem dobrze, jezeli

Y +YH)==>" RR;. (4.19)
k>1

Pokazuje to, ze musi istnie¢ zwiazek miedzy Krausem K a pozostalymi. Wiemy, ze Y jest jakim$ dowolnym
operatorem, niekoniecznie Hermitowskim. Zapiszmy go jako

Y = A—iH, (4.20)

gdzie A i H sa operatorami Hermitowskimi (mozna tak zrobi¢ dla dowolnego operatora). Stad mamy, ze

24 =—"R|R;
k

1
_ E T

Skoro tak, to mozemy napisa¢ kanal

p(t+68;) = ZKk (00)p(t) K[ (0:) = (1 + Y3r)p(t)(1+ Y16,) + > Rip(t)RLS: + O(57) (4.21)
k>1
p(t — ot) = p(t) — i[H, p(t)|0; + 6 ZRkpu)RL—%Rsz(t)—%p(t)RLRk +0(67) (4.22)
k>1
WO i, ot 0+ 3 g1~ 5 (LR o) (4.23)

I to nazywa sie kwantowym réwnaniem Master lub czeéciej réwnaniem Gorina-Kossakowskiego-Sudarshana-
Lindblada.R sa tutaj dowolnymi operatorami. Na R mowi sie jump operators, noise operators lub Lindblad
operators.

Uwaga! To jest réwnanie liniowe na p

WO _ 2oy, (4.24)

Widaé, ze po obu stronach jest p(t), co oddaje fakt, ze nie czujemy pamieci. Sam operator £ nie czuje czasu sam
z siebie. Mozna zatem pokazac, ze L jest pewna macierza, ktéra dziala na zwektoryzowane p.

WO, ee1(p(0)) (1.25)

Ay = Lt (4.26)

Wezesniej, gdy méwiliSmy o kanatach kwantowych méwiliSmy, ze co$ wchodzi na wejsciu, wychodzi na wyjséciu
i mamy Krausy, a teraz widzimy, ze A mozna otrzymaé przez odpowiednie wykorzystanie operatora liniowego L.
Mozemy generowaé rodzine A. Ponadto maja one wlasnoé¢ sktadania

At1+t2 = At1 [¢] At2.

Formalnie mamy tutaj do czynienia z pélgrupg dynamiczna, co wynika z faktu, Ze nie mamy tutaj elementu
odwrotnego (nie mozemy rozkurczaé sfery Blocha).

Podsumowujac, otrzymalidémy rodzing odwzorowan C'P Ay, ktére tworza pétgrupe dynamiczng.
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4.1 Pomiary uogodlnione i rozréznialno$é¢ stanéw kwantowych

Méwimy o pomiarach uogélnionych, gdy uklad oddzialuje z urzadzeniem pomiarowym, a nastepnie pomiar
rzutowy jest wykonywany na urzadzeniu pomiarowym. Schemat jest bardzo podobny do tego jaki byl z otoczeniem.

Oddzialywanie

Rysunek 4.2: Uktad S i urzadzenie pomiarowe M.

Jak to opisa¢? Bardzo tatwo.
ps @10)5 (0] =¥ Usarps [0) 5, (0| Ul (4.27)

Wykonujemy pomiar na M w bazie |i),,. Nasz operator rzutowy zwiazany z pomiarem jest 1 ® |i),, (i|. Jakie
dostajemy prawdopodobienstwa?

pi = Tr(Usarps © 105, (0] Ufpy - L @ i)y (i) = Tr(ps @ [0) 5 01 Ufpy [8)a il Usnr) = Trs(ps (0] Uy 18) (i Usaa [0)) =
= Trs(psK[K;) = Trs(p.M;) = pi, (4.28)
KIK; = M, (4.29)

przy czym operatory M; nie koniecznie musza by¢ operatorami rzutowymi, ale wiemy, ze
D OM; =1, (4.30)
i
M; > 0. (4.31)

Kazdy operator o strukturze Af A jest dodatni, wiec to naturalne. Prawdopodobienstwa beda zatem liczone zgodnie
z reguly

> pi=1, (4.32)
pi =0 (4.33)

Zestaw operatorow dodatnich sumujacych sie do jedynki w matematyce nazywa sie pomiarem uogdélnionym.
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5 Rozréznialnosé stanéw kwantowych

Ostatnio powiedzieliémy, ze warto rozwaza¢ pomiary uogdlnione, a nie tylko pomiary rzutowe. Czestokroé¢ jest
to opis bardziej adekwatny. Wprowadziliémy tez operator M; = KQL K;. Opisujac uogdblniony uklad pomiarowy
prawdopodobienistwa beda liczone w nastepujacy sposéb

pi = Tr(PsMi), (5'1)

przy czym nalezy pamietaé, ze teraz nie ma gwarancji, ze M; jest pomiarem rzutowym. Pojawia sie¢ pytanie, czy jak
dostaniemy dowolny zestaw operatoréw M;, to czy potrafimy odtworzy¢ jaki schemat pomiarowy zostal wykonany?
Okazuje sie, ze dla kazdego zestawu operatoréw pomiarowych

M; >0 (5.2)
Z M, =1 (5.3)
istnieje Ugys i pomiar rzutowy na M taki, ze
Tr(psM;) = Tr(Usaips @ 10) 5, (0] Ud 1 @ i), (i) (5.4)
Dowéd
Jest praktycznie identyczny jak byt dla Krauséw wczesniej. Zdefiniujmy

Usar [¥)s @ 00y = 3 VL) 1) (55)

i sprawdzmy, ze to dziata. Wezmy stan czysty

ps = [¥) (V| (5.6)

i dostaniemy

Tr(Usar 1) (0] ©10) 0| Uy, - 1@ 1) G = Tr | | S VAL ) @ 1) | (WIVMe® (k) - 1@l Gl | = (5.7)
ik
= Tr (VM ) (] VL) = Tr (1) (] M) (5.8)

Uwaga! Nic si¢ nie zmieni, gdy wezmiemy

Usar [4) @ |0) = ZVf ) @ i) (5.9)

gdzie V; jest unitarne. Prawdopodobienstwa sa nieczule na macierze unitarne, wiec mozliwe jest krecenie stanem
przy otrzymanym z pomiaru wyniku ¢. Jest to stanowcza réznica miedzy pomiarami rzutowymi a uogélnionymi.

5.1 Rozréznianie stanéw kwantowych — przyktad

Wyobrazmy sobie sytuacje, ze z prawdopodobiefistwem ¢; mamy stany p;. Mamy zatem zespdl standéw {g;, p;}.
Naszym zadaniem jest wykona¢ pomiar na takim przychodzacym stanie (zakladamy, ze mamy tylko jedna kopie)
i naszym zadaniem jest powiedzie¢ ktéry z tych stanéw mamy. Chcemy sformutowaé¢ problem tak, zeby podaé
najlepszy pomiar (zeby co$ zoptymalizowaé). Jak zapisa¢ pomiar? Powiemy, ze to jest zestaw operatoréw {M;}
i bedziemy szukaé zestawu, ktéry da nam najlepsza rozréznialnoéé. Nie musimy tutaj mysle¢ o oddzialywaniu
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z otoczeniem czy innych zagadnieniach, jezeli matematycznie pokazemy, ze ten zestaw operatoréw jest najlepszy,
jaki moze by¢. Czesto okazuje sie, ze optymalnym jest pomiar rzutowy. Wprowadzmy funkcje kosztu. Okresla ona
kare za zgadniecie j jesli mieliémy odgadnaé i. Oznaczmy ja C(j]¢). Sredni koszt dany jest wtedy przez

¢ = ap(l)CG). plili) = Tr(piM;)

Szukamy
min. (ay o =Y
M;>0
> M=1
Przyktad

Dostajemy dwa stany czyste z rownymi prawdopodobienstwami.

po = |tbo) (thol
p1 = 1) (¢
1
qgo = q1 = 9
Przyjmiemy prosta funkcje kosztu
c(jli) =1 = d;;.

?

(5.10)

(5.11)

(5.15)

W zwiazku z tym, ze sa tylko dwa mozliwe stany, to mamy tylko dwa operatory { My, M1} i musimy znalezé jakie

dwa operatory beda tutaj najlepsze. Chcemy zminimalizowaé

c= % ({vo| Mo [vo) - 0+ (wbo| M1 [tho) - 1+ (1| My [h1) - O+ (1| Mo [th1) - 1) =

M, =1- My

e % (1+ Tr(Mo(|v1) (1] — [tho) (o))

((vo| M1 [1po) - 1+ (1] Mo [¢h1) - 1)
(5.16)
(5.17)

N

(5.18)

i chce to zminimalizowaé po operatorach. Wiemy, ze skoro My jest dodatnie i M7 jest dodatnie, to My nie mieé

wartoéci wlasnych wigkszych niz 1. Mozemy sparametryzowaé

1) = cos (Z) |0) + sin (Z) 1)
[41) = cos (g) |0) — sin (g) I1).

Wtedy

(¥1]tho) = cos(0).

Podstawmy sobie te stany i zbadajmy otrzymang macierz.

—sin(0)
1) (1] = [ho) (thol = .
—sin(6) 0
Szukamy takiego My, ktéry maksymalizuje wyrazenie
Tr MO
1 0
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(5.20)

(5.21)
0 1

— sin(0) (5.22)
10

(5.23)



Widaé, ze mamy tutaj do czynienia z macierza o,, zatem mozemy w bazie jej wektoréw wlasnych rozpisaé
0 1
Tr | Mo Lol (| Mo [+) = (=[ Mo |-) = 1, (5.24)

wiec szukamy rzutu na |+).
Mo = 4} (+], (5.25)

stad
1 . 1 1
= 5(1 —sin(f)) = 3 (1 - \/m> =3 (1 — V1= [{Woldn) ‘2) ' (5.26)
Jedli stany sa ortogonalne, to

(toltr) =0 (5.27)

i wtedy ¢ = 1 — stany ortogonalne sa idealnie rozréznialne. W przypadku [9) = [¢1) mamy ¢ = %, wiec znowu
zgodnie z oczekiwaniem. Optymalny pomiar, ktéry otrzymalidmy, to

Mo = [+) (+] (5.28)
My =1-[+) [ =[=){, (5.29)
czyli mamy pomiar w bazie {|+),|—)}.
Uwaga! Gdybysmy dostali n-razy ten sam stan
o)™ v )N (5.30)

to uzywamy w zasadzie tej samej procedury. Wtedy mamy znowu

1

Copt,N = 9 (1 — V1= [(Yolth1) |2n) —>|J\<[1;0|0$1>|<1 0 (5.31)

O

Pokazalidémy, ze minimalny $redni koszty moze by¢ interpretowany jako prawdopodobienstwo bledu przy rozréz-
nianiu stanéw. Mamy dwa stany i prébujemy je rozrézni¢. Powiedzmy, ze bedziemy zgadywaé tylko wtedy, gdy
jesteSmy pewni, ze zgadniemy dobrze. Problem taki nosi nazwe rozrézniania jednoznacznego. W tym protokole
(rozrézniajac znowu dwa stany), mamy 3 operatory pomiarowe.

1. Mo — zgadujemy [¢o),
2. M; - zgadujemy [1),
3. M- — nie zgaduje.

Mo+ My + My =1 (5.32)

i tutaj wyraznie widaé, ze to nie sa operatory rzutowe, wiec gdy mowa o operatorach uogdlnionych, otwieraja sie
pewne nowe horyzonty. Jaki powinien by¢ operator My?

Mo = AJui) (v (539
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Mamy tutaj symetrie probleméw (uwaga ad. A).

My = o) (4| (5.34)
M, =1— My — M, (5.35)

Naszym celem jest teraz to, zeby zgadywaé jak najczesciej. Chodzi o to, zeby wynik M, wychodzil najrzadziej, jak
to mozliwe.

pr = 5 (ol My o) + (| Mz fn)) = 5 (1= A (ol ) + 1= A ) ) (5.36)

Wracajac do wygodniejszej postaci (trygonometrycznej):

2

pr =1 —|2cos (Z) sin (Z) =1 Asin?(6).
Chcemy, by A byla jak najwicksza, pamietajac, ze
M, =1—My—M; > 0. (5.37)
Otrzymamy
1A (o) (Wit | + o) (e ]) > 0 (5.38)
1 1
g 2cos? (£) " 1+ cos() (5.39)
istad
pr = 1 — 2sin? (g) ) (5.40)
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6 Splatanie

Bedziemy teraz mowic¢ o splataniu kwantowym. Zaczniemy od wprowadzenia notacji. Stan kwantowy

) € Ha (6.1)
i macierz gestosci
p € B(Hyg) (6.2)
lub
p e L(Ha). (6.3)
Pamietamy, ze
p=>0 (6.4)
Tr(p) =1 (6.5)
ph=p
Szczegdlnym stanem jest qubit
[¥) € C, (6.7)
i og6lnie mozna napisac
) = a|0) + 5[1) (6.8)
la)® + 8% = 1. 6.9

Kazdy qubit moge tez reprezentowaé jako sfere Blocha
1 L
p= 5(11—1—710). (6.10)
Macierze gestosci

Obserwablami nazywamy takie operatory, ze
A=At (6.11)

Mamy uktad kwantowy [¢;), ale mozemy uzyska¢ taki stan z prawdopodobienstwem p;. Dysponujac zatem kilkoma
stanami mamy zestaw {p;, [t;)}. T tutaj, jezeli chcemy na nim zmierzy¢ warto$é wielkosci A, to

Ay = (V] A V) = A= Zpi (Wil A [vi) =Tr (sz i) (s A) (6.12)
Moéwimy, ze stan |) (| = p jest stanem czystym. Natomiast, jezeli
p= Zpi |vi) (Wil , (6.13)

to stan jest mieszany. W ogdlnosci (¢;]¢);) # d;;. Zauwazmy, ze

r<d

p=Y pilwi) (Wil =D A lex) (ex] (6.14)
i k=1

<€k|el> = Skl. (615)
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Czystoscig stanu nazywamy
“Tr(p? Z Z (6.16)
k
czyli widaé, ze czystosé jest ograniczona z géry przez 1 (dla stanu czystego). Z drugiej strony zachodzi

Tr(p?) > =, (6.17)

SN

co z kolei jest réwne dla stanu najbardziej zmieszanego:

1 d
== Z Y (ex| - (6.18)

Ale chcemy moéwié o stanach splatanych, wiec potrzebujemy przej$é do wickszej przestrzeni.
Stany dwuczes$ciowe (Bipartiate states)

Bedziemy rozpatrywaé stany w postaci.

[Yap) € B(H:?A ®’H(?B) (6.19)

1 1 1 1

Yap)
A’\/\/\/\/\/\/\B

Rysunek 6.1: Alicja i Bob wspéldzielg stan.

Mamy Alicje i Boba i oni przyciskiem wybieraja pomiar i zaréwka wskazuje jaki maja wynik. Stan, ktory dziela,
mozna zapisa¢ w nastepujacy sposob:

da dp

Was) = 3> aisli)a @ i) (6.20)
=1 j=1

i) = 1i,9) = ) @13, (6.21)

przy czym poki co ograniczamy sie do stanu czystego. Mozemy wyznaczy¢ baze obliczeniowa (obsadzeniowa, com-
putational base). Standardowo:

{l00), |01}, 10, [11)} (6.22)
Istnieje tez baza Bella
1 1
{1021 = 5 101 £ 110)) o) = 5 (00) 11y} (6:23)
i mozna pokazaé, ze sa te wektory ortonormalne. Chcac zdefiniowaé stan zmieszany u Alicji i Boba chcemy okresli¢

pap € B(HZ, ® HE ) (6.24)
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i pomijajac oznaczenia AB mamy
p= pilti) ap (il
i) = > el 1kd)
Kl

Liczac dalej mamy

p= ZmZaﬁJ) afl))* |k { kufZsza,&? ay))* kL) (k1|

W przypadku dwoch qubitéw, w bazie standardowej, mamy przyktadowo

0 0 0 0 0
1 0 0 O 01
PO j01) (11] = pit 0,0,0,1) = P
0 0 0 0 O
0 0 0 0 0

Stan dwukubitowy moge zatem zapisa¢ w postaci macierzy stanu

00 00 00 00
Poo Por Pio P11

00 01
Po1 P01 P10 Pu

00 10 10 10
P10 Poi P10 Pi1

00 11
P11 001 P10 011

Jestedmy teraz gotowi do rozpoczecia rozmowy o splataniu.
Definicja
Stan produktowy to stan, ktéry mozemy zapisa¢ w postaci

V) ap =1X)a ®10) 5
Przyktad

|01) = |0) ®|1).
Mozna to uogdlnié¢ na stany mieszane.
Definicja
Stany separowalne to takie, ktore sg mieszaning stanéw produktowych.

Formalnie:

pap = B(Ha® Hp)
pESEP < p=> pilxi)s (il ®16) 5 (@il
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Uwaga
Mozna powiedzieé, ze stan produktowy to czysty stan separowalny.
Definicja

Stan splatany to stan, ktéry nie jest stanem separowalnym.

p¢ SEP. (6.34)

Co si¢ dzieje na stanie zmieszanym, gdy Alicja i Bob mierza rézne obserwable?

Motywacja

1VaB)

Rysunek 6.2: Rysunek pomocniczy do przysztych rozwazan.

Bedziemy teraz méwié o klasycznych korelacjach. Rozwazmy obserwable p brang przez Alicje i & brang przez Boba.
Mierzymy zatem
A9B=p®i (6.35)
Ta obserwacja daje pewna korelacje (iloczyn) [mozna tutaj odniesé sie do hasta korelacja EPR)
(AB) = Tr (papd @ B) = (6.36)

i teraz jesli p € SEP to mamy

—pESEP Z leAXz ¢l|B¢ sz

Pi

i dostajemy tutaj korelacje klasyczna. Pokazuje to, ze dla stanu separowalnego mozna by wszystko zasymulowaé
klasycznie, nie znajac mechaniki kwantowej. Jezeli

p,0 €SEP = p' =Xp+ (1 =)o (6.37)
) € SEP (6.38)
0<A<1 (6.39)

Jezeli wezme dwa dowolne stany, to ich mieszanka tez jest stanem, wiec powyzsze jest dosy¢ oczywiste.

P, 0 EHAQH, = Ap+ (1 —XNo € B(Ha®Hp) (6.40)
p = )\p +(1-Xo (6.41)

>0 (6.42)

TT’( =1 (6.43)

o = ()" (6.44)



Mozemy to zwizualizowaé. Co oznacza mieszanie stanow? Jezeli bedziemy mieli stany p i o to mozemy potaczy¢ je
linig, w nastepujacy sposob

_ A _ 1-A _
R ;

p

Rysunek 6.3: Wizualizacja stanu mieszanego.

Jest to poniekad geometryczny sposéb mieszania czegos. Wszystkie stany leza w przestrzeni wypuktej. Warunkiem
dodatniosci jest hiperplaszczyzna w przestrzeni. Stany czyste leza na brzegu. Reszta zostala zaznaczona na rysunku.

,(/}+ ¢+ ¢1

Stany czyste Brak stanéw czystych

Stan maksymalnie

splatany

Stany iloczynowe

Y- b
Rysunek 6.4: Graficzna reprezentacja omawianego zagadnienia.

Bedziemy teraz méwié¢ o dekompozycji (rozkladu) Schmidta stanéw czystych, lub inaczej SVD macierzy gestosci.

dp da

W) ap =YD aijlij), (6.45)

i=1 j=1

gdzie ay;; jest macierzg wspdtczynnikéw stanu czystego.
T
Qij = Y Ui AkVkj, (6.46)
k=1

r oznacza tutaj Rank (rzad) Schmidta (liczba wartosci osobliwych).

dB r r dB

)l A

Rysunek 6.5: Wymiary omawianych macierzy.

Zachodzi
Zuziuil = 5kl (647)
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Wszystko to oznacza, ze
Wi = X S 1= 3 (S ) (S 648)
J

k=1

Obserwacja

Z SVD wynika, ze 1 < r < min(da,dp).

Lr=1= [Wap)=le),®|f)p
2. r>1 = |ap) jest spl@tane.

3. r=min(da,dp) ANV : |A\x| = ==, to stan taki moge w ogdlnosci napisaé

1 —
W’)AB = W /;ewk |€k>A |fk>B

mamy tutaj réwne roztozenie wspétezynnikéw Schmidta i najwyzszy rzad. Taki stan nazywamy maksymalnie
splatanym.

W przypadku dwoch qubitéw méwimy o czesciowo splatanym stanie

[Py (A)) = —VA|01) + V1 — X[10) (6.49)
0< A<, (6.50)

gdzie A mozna utozsamiaé poniekad z wagami (przy A = 0,1 mamy produktowe).
Czasami dla A = % méwi sie o ebitach (entangled bits).
Stany mieszane

W stanach mieszanych nie ma metody (uniwersalnej) na weryfikacje splatania. Sa r6zne metody jak sprawdzaé, czy
dany stan jest splatany, czy nie. Warunkiem wystarczajacym jest ujemno$¢é czesSciowej transpozycji. Mowimy
wtedy, ze

pe NPT = p¢ SEP, (6.51)

gdzie NPT to skrét od negative partial transposition.

p =" o lid) (Kl () = pi (i) KINT =" pidy 1K) (i (6.52)

ijkl ijkl ijkl

Mozemy zrobié¢ transpozycje czesciows, np. tylko po czesci Alicji

P =" P (1)) kDT @ [5) (U =D ol lig) (k1] (6.53)

ijkl ijkl

TB—Zp lig) (K| (6.54)

ijkl
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Mozna sprawdzié, ze
(p74)T = pTs. (6.55)
Jezeli mamy stan separowalny p € SEP, to jest to rownowazne, z

pESEP «— pla = Zpi(wz') Wil") @ |¢i) (di] > 0, (6.56)

bo to tez jest poprawny stan separowalny. Zatem, jesli
pT4 <0 = p jest splatany. (6.57)

Jezelidy = dp =2 oraz d4 = 2,dp = 3 to mamy w dwie strony. Zajmowali si¢ tym Horoteccy. Jest to kryterium
splatania. Jest zawsze poprawne dla dwéch qubitéw oraz qubita i qutrita.
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7 Klonowanie i teleportacja

W tym rozdziale poruszone zostang dwie kwestie — zakaz klonowania (ang. no-cloning theorem) oraz teleportacja
kwantowa. Zakaz klonowania jest jednym z powoddéw, przez ktore niemozliwy jest przesyl informacji z predkoscia
szybsza od $wiatta. Drugi podrozdzial zawieraé¢ bedzie opis protokotu kwantowego umozliwajaca teleportacje stanu
kwantowego (pod warunkiem ze strony moga komunikowaé sie klasycznie i wspo6tdziela stan splatany).

7.1 Zakaz klonowania

WeZmy dwa stany, [¢), |¢). Mamy
1
P =5 (1= VI=TWIOI ). (7.1)

A teraz wezmy wigksza ich liczbe |¢>>®N , \¢>®N. Wtedy uniwersalna maszyna klonujaca:

=3 (1= 1= Twla ) =¥ 0 72)
0<[(¢lo)| <1 (7.3)

Mozna to przedstawié¢ graficznie, w postaci krétkiego obwodu kwantowego.

0) — —Ey)
00— U [—¥)
[¥)— — V)

Rysunek 7.1: Uniwersalna maszyna (bramka) klonujaca.

Majac taka maszyne mozna by klonowaé stan |¢)) w nieskoficzonosé

) =Y [0) - ), (7.4)
) =V )N, (7.5)

uzyskujac w efekcie dowolna ilo$¢ wejsciowych stanow.

[9)
)

~

SRR

~

[¥)—

~ S~ S~ ~~——

Rysunek 7.2: Gdyby istniata uniwersalna maszyna klonujaca mozliwym byloby uzyskanie dowolnej liczby kopii
wejsciowego stanu.
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A teraz oméwimy protokét Remote-State-Preparation razem z oméwiona wyzej maszyna klonujaca. Wezmy stan
Bella.

L (01) = [10)) = = (|+—) — [—+)) (7.6)

[W_)=Usa@Ug|yp_) = 5 7

S

Bob ma maszyne klonujaca. Alicja mierzy

0 — {]0),[1)} — Bob ma |1) lub |0). (7.7)
1—{]+),|-)} — Bob ma |[+) lub |—). (7.8)

Ale Bob ma maszyne, wiec klonuje. Skoro tak, to moze wygenerowaé statystyke, a przez to moze wykonkludowaé
co Ala chciala przestaé, bo moze wygenerowaé N — oo kopii i wtedy btad dazy do 0. Mamy zatem do czynienia
z komunikacja FTL (ang. faster than light)!

NauczyliSmy sie wczes$niej, ze nie mozna rozrézniaé¢ nieortogonalnych stanéw — tutaj widaé, ze jednak sie da, wigc
gdzies jest sprzeczno$é. Pokazemy, ze uniwersalna maszyna klonujaca nie istnieje, przez dowod ad absurdum.

Dowdd

Nasze zalozenie jest nastepujace

) — )= (7.9)

Zakladamy, ze istnieje uniwersalna maszyna klonujaca. Skoro tak, to mozemy

10) [0} [¢) =Y [£6) |9) [9) -
10)10) [10) =Y (&) [9) [4h)

przy czym zal6zmy, ze stany |¢) i |¢) nie sa ze soba ortogonalne. Skoro jest to ewolucja unitarna, to musi by¢
zachowana norma.

|0 =U) (7.10)
<1;i 1/~)g> = (| UTU [9;) (7.11)
(Ylo) = (€pls) (Vl9) (Pl9) (7.12)
Ale my$my zalozyli, ze |¢) nie jest ortogonalne z |¢). Skoro tak, to
0<[(ol¥)| <1 (7.13)
No i zadamy
(1¢) (1 = (¥[6) (€sl€v)) = O, (7.14)
ale
11— (|} (€ol&w)| <1 (7.15)
wiec otrzymaliSmy sprzeczno$c.
U
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7.2 Teleportacja kwantowa

Alicja i Bob dziela stan |¥_). Mamy dodatkowy qubit |¢), niech ma go Ala, i pragniemy go przestaé¢ do drugiego
uzytkownika. Jak to zrobié?

W) — | A B

Rysunek 7.3: Ala i Bob wspoldziela stan |¥_). Ale chce przestaé bob

Mozna zaczaé od takich operacji:
) = a|0) + B 1) (7.16)

)1 [W_)o5 = ((a|0) + B 1)) ® (\}5 01) — |10>> = % (a(]001) — [010)) + B(|101) — [110))) =
= % (= [v-) @ (a|0) + B[1)) = [p4) @ (]0) = B[1)) + [¢-) ® (|1) + B0)) + |¢4) ® (a[1) = 5]0)))  (7.17)

Teraz, aby dokonaé teleportacji stanu, Alicja wykonuje pomiar w bazie stanéw Bella i otrzymuje wynik

W) — 1, (7.18)
W_) —2 (7.19)
1D,) — 3, (7.20)
[D_) — 4 (7.21)

Wynik komunikuje Bobowi droga klasyczna. W zaleznosci od wyniku Bob wykonuje na swoim qubicie operacje

11, (7.22)
2 Z, (7.23)
35 X, (7.24)
4 — Y. (7.25)

i w ten sposéb Bob bedzie mial qubit w stanie |1)). Stan warunkowy Boba po pomiarze Alicji mozna zapisaé¢ wprost:
[900)) =12 (W), 1) (7.26)

Jest nieznormalizowany. Mozna sprawdzié, ze
(B)|d(0)) = pi). (7.27)

Zatem

: 1/3(%')>3 (7.28)




Przy braku informacji o wyniku ¢, mamy

ps =3 |0(0)) (9] =
= 1(@10) + B11))(a 0] +5° (1)) + 3(@]0) = B11)) + 3(@ 1) + 310} a* (1] + 8% (0]) + (1) = BI0))(a” (1] ~ ° 0]) =
= 200) 0] +11) 1)), (7.29)

czyli stan maksymalnie zmieszany. Wniosek jest taki, ze bez informacji od Alicji Bob nie wie w zasadzie nic, czyli
nie ma tutaj mowy o przesyle informacji FTL.
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8 Bell, GHZ, Hardy

Jedna z najbardziej charakterystycznych cech mechaniki kwantowej, jest to, ze jest ona nielokalna. W rozdziale tym
opisane zostanie co to w zasadzie oznacza i w jaki sposéb owa nielokalno$é¢ zostala dowiedziona.

8.1 Nieréwnosci Bella

Motywacja ich powstania byt paradoks EPR.

Ala Bob

EE R AVAVIOXaVAV, 4 ki

1 i:{x,y,z} _1

Rysunek 8.1: Schemat eksperymentu z elektronami i aparatami Sterna-Gerlacha.

Elektrony sa tutaj w stanie
1
V2

To sa rozwazania jak przy Remote-State-Preparation, tylko z obserwablami. Mowa tutaj, cytujac Einsteina, o ele-
ments of physical reality.

(T = 1) = lv-) (8.1)

Alicja mierzy

62{10), 1)} = 1004 = 1) g, )4 = 10)5 (8.2)
Bob mierzy tak samo
1 1
~B
——= V4= 8.3
0z 7 5V Ty (8.3)

z pewnoscia. Natomiast w przypadku, gdyby Ala mierzyla w innej bazie

o5 {419} = [Ha— 1) 1=da— )5 (8.4)
to Bob
8 = —% v % (8.5)

ale z prawdopodobienstwem 0.5 dla kazdego. Tutaj Einstein mial pewien problem, bo przeciez Bég nie gra w kosci
(ang. God doesn’t play dice). Prébowano to tlumaczyé przez lokalne zmienne ukryte (ang. local hidden variables).
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Al A | B

a€{-1,1} be {-1,1}

Rysunek 8.2: Eksperyment opisany przy pomocy zmiennych ukrytych.

No i tutaj by¢ moze jest jeszcze jakas dodatkowa informacja, ktérej nie widzimy. Moze elektrony sa otoczone przez
jakis$ eter w stanie A\. Oznacza to, ze rozklad prawdopodobienstwa dla EPR nalezy zapisa¢ w postaci

plabley) =Y p(A)p(abley)). (8.6)
A

Zalozmy tutaj, ze x =y, tj. ze mierzyli w tej samej bazie. Wtedy prawdopodobienstwa sa dane tabelg

a\b|-1]|1
-1 01
1 110
a w drugim przypadku
a\b| -1 1
-1 105105
1 0.5 | 0.5

Jedli tak by faktycznie byto, to nie ma zadnego paradoksu EPR. Bell pokazat jednak warunek

S (—1)* e p(ablay) < 2, (8.7)

a,b,z,y

ktéry obowiazuje w przypadku teorii zmiennych lokalnych. Jest to wlasnie nier6wnos$é Bella. Dla kwantowej
mechaniki jest ona tamana.

8.2 Nieréwnosé CHSH

Bedziemy teraz méwic o nieréwnosci CHSH. Mozna to sobie wyobraza¢ ponownie jako sytuacje z dwoma pudetkami.
Mamy dwa rézne pomiary i kazdy z nich moze mie¢ dwa wyniki.
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x €{0,1} ye€{0,1}

O O
PAB
A NANANNANAN B
T T
a€{0,1} be{0,1}

Rysunek 8.3: Schemat eksperymentu CHSH.

Wyniki sa w zbiorach

A={-1,1} (8.8)
B={-1,1} (8.9)

My zastanawiamy si¢ nad prawdopodobienstwem
plabley) = p(ABlay) = Tr(papMy @ M) (8.10)

Mozemy sobie zdefiniowaé statystyke zmiennych A, B, i ich korelatory. Oznaczmy (A;) wynik A jesli wybralem
baze x.

=Y Ap(Alx) (8.11)
A=+1
i podobnie dla reszty. Mam
(A:B,)= > ABp(ABlxy) (8.12)
A,B=+1

Teraz przejdzmy do CHSH. Bedziemy rozpatrywaé warto$é oczekiwana zmiennej losowej 3 zdefiniowana tak
(B) = (AoBo) + (Ao B1) + (A1 Bo) — (A1B1) (8.13)
Prébujac to tlumaczy¢ zmiennymi ukrytymi dochodzimy do wniosku, ze

p(AB|zy) = Zp p(Alz)\)p(BlyA). (8.14)

Mozna pokazaé, ze

(A <2 (8.15)

(B)] = 2v2. (8.16)

Mechanika kwantowa nie jest teorig spelniajaca lokalny realizm.

Uwaga! Nie prowadzi to do przesytu informacji FTL.
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W okolicy podobnych rozwazan mozna spotkaé sie z terminem non-signaling condition. Formalnie

Z p(ABlzy) =ns p(Bly) (8.17)
A==+1

W przypadku mechaniki kwantowej jest to zawsze spetnione.

Z p(AB|zy) = Z Tr (pABM,(f) ® M](gy)) =Tr (pAB(IL ® Méy))) (8.18)
A=+1 A==+1
Spéjrzmy jeszcze raz na korelator
(A4,B,)= Y ABTr (pABMg“ ® Mgﬂ) =Tr <pAB (Z AMX”) ® (Z BMgJ)>> (8.19)
A,B==%1 A B

Alicja rzutowala na stan czysty. Zdefiniujmy

S an§) =68 (8.20)
A
() _ A ()
> BMy =6 (8.21)
B
. o o, o 1 | o5 S5
63 = (+1) |a) (@l + (1) |-a) (=l = (1 +@8) — 5 (1 - a5) = a7 (8.22)
by =add (8.23)
No i teraz CHSH
(B) = Tr (panbia..b.y)) (8.24)
B=6;®06;+65® 06 + 6 +®6; — 6a @ 6y, (8.25)
A co jesli dostaniemy stan mieszany?
pP=X+(1-No (8.26)
Wtedy operator Bella
(B =Tr(p', B) = ATr(pB) + (1 = NTr(afB) = MB), + (1 = X)(B)s (8:27)

Zeby moc legalnie méwié¢ o lamaniu lokalnego realizmu w tym przypadku, nalezy jeszcze pokazaé, ze istnieja dobre
pomiary (takie, ktére pozwalaja to pokazaé¢) u Ali i Boba.

8.3 Wykres CHSH w 2D
Zdefiniujmy
(B) = (A11) + (Ao1) + (A10) — (Aoo)- (8.28)
LHV (teoria lokalnych zmiennych ukrytych, ang. local hidden variable) méwi, ze
B)<2 = (#)<2 (8.29)
Kwantowo-mechanicznie mozna zapisaé

B <2vV2 = (B) <2V2. (8.30)

Prawdopodobienstwa uktadajag sie wtedy jak na ponizszym rysunku.
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2v2 (QM)

v

QM nie tlumaczy 2 (LHV)

Rysunek 8.4: Graficzna reprezentacja CHSH.

Warunek no-signalingu (NS) jest nastepujacy

Y p(ABlzy) = p(Bly) = [(6)] <4, (8.31)
A

co pokazwali Popeson i Rohrliol (PR-Boz). Pokazuje to, ze QM nie jest jedyna teoria, ktéra spelnia fizyczne zato-
zenia NS.

Rozpatrzmy teraz stan Wernera
1
pp=pIY-) (- + (1 —p)7
1 .
p > 3 = splatanie (8.33)

Pytanie — czy wszystkie stany splatane lamia nieréwnosci Bella? Czy stan separowalny moze ja ztamacé? Latwo
mozna pokazaé, ze dla separowalnych nie jest to mozliwe, bo

(8.32)

pAB = pipi @ py’ (8.34)
p(ablzy) = Tr (pABM,EI) ® Méy)) = Zpi Tr (préz)> Tr (UiBMZSy)> (8.35)

czyli dostajemy to samo, co w LHV. Chcemy teraz policzy¢ CHSH dla p,.

(8)p, = P(B)vy + (1 —=p)(B)2 (8.36)
Zauwazmy jednak, ze
(B) = % Tr(oy ® op + ...) =0, (8.37)
bo macierze Pauliego sa bezsladowe. Zatem
(B)o, =p(By =2V2p. (8.38)
Oznacza to, ze dla p = % lamany jest lokalny realizm. Dodatkowo, zauwazmy, ze % > %, zatem istnieja stany

splatane, ktére nie tamig nieréwnosci Bella.
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Mozna pokazaé, ze QM jest nielokalna bez postugiwania sie nieréwnosciami.

z € {0,1} y€{0,1} z € {0,1}
O 1 1
T T T
A=+1 B=+1 C =+1

Rysunek 8.5: Schemat omawianego eksperymentu.

Rozpatrzmy stan GHZ
1
= —(|000) + |111
YeHz) \@(I )+ [111))

Jest to stan maksymalnie splatany ze wzgledu na dowolne przecigcie. Mozna go uogélni¢ na
[YGrz) = — (10" + )",
V2
Wréémy do trzech qubitéw. Wezmy
(z,y,2) €{0,1} = {0, — 0,0y — 1}
i chcemy sie¢ dowiedzieé¢ jaki bedzie wynik réwnania

+1, 41, +1,p(111]000) = Tr(erz [+) (+] @ |+) (+] @ |+) (+])
A()B()CO = (71),+1,+1 == 1,

dla pojedynczego eksperymentu. Widaé, ze
(AoBoCo) = Tr([Ygrz) (Yauz| oz ® 0p ®0y) =1
Mozna tak samo pokazaé, ze

ApB.Cy = —
A1B1Cy=—
A1 ByCy = —

Czyli jezeli jeden mierzy o, to wyniki sa —1. Wréémy teraz do zmiennych ukrytych

p(ABC|zyz) = Zp p(A|lz\)p(BlyA)p(Clz)

A jest dane, co znaczy, ze Ag/1, Bo/1 i Co/1 maja dane wartosci. Wtedy

(ApB1C1)(A1B1Co) (A1 BoC1)(AgBoCo) = AZA2BIBICC? = 1,

ale wyzej pokazalidémy, ze mamy —1 trzy razy i jedna jedynke. Oznacza to, ze LHV nie jest poprawna.
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9 Teoria informacji Shannona

Klasyczna teoria informacji (Shannona) dobrze jest przedstawiona w pozycji Elements of Information Theory Tho-
masa Covera.

(Klasyczna) Teoria Informacji Shannona

Za ojca klasycznej teorii informacji uznaje sie Clauda Shannona. Kiedy pracowal w laboratoriach Bella wspdtpra-
cowal z Alanem Turingiem. W 1948 stworzy! dzielo A mathematical theory of computation. Stworzyl podwaliny
matematyczne teorii informacji. Najwazniejsze rzeczy, ktérymi Shannon si¢ zajmowal:

1. Kompresja danych ([Shannon] Coding Theorem)
2. Komunikacja ([Shannon] Channel Capacity)
3. Kryptografia ([Shannon] Secret Channel Capacity)

To Shannon wprowadzil koncepcje klucza jednorazowego uzytku. Pokazal tez, ze aby wiadomo$¢ byla zaszyfrowana
w sposob nierozszyfrowywalny, to klucz musi by¢ takiej samej dlugosci co wiadomosé.

M: m bitéw

Szyfr

klucz k: |M| = |k

M’ (n bitéw)

Bank odzyskuje m bitow

Eve

Rysunek 9.1: Schemat przesylania danych z podstuchem.

Omoéwimy teraz kompresje danych. Wezmy alfabet X, ktéry przyjmuje proste wiadomosci

X ={A,B,C,..}. (9.1)
Wiadomoscia nazywamy sekwencje
M=X"=XeX;... (9.2)
My te wiadomo$¢ chcemy skompresowac.
X —fodovonic p(xm) = X" —Bekodowanic xm (93)

W teorii Shannona bedziemy opisywaé¢ wiadomosé jakims rozktadem prawdopodobienstwa. Zalézmy, ze kazdy z sym-
boli X dany jest rozkladem prawdopodobiehstwa p(X = x) i symbole w ciagu sa niezalezne (IID w literaturze —
independent and identically distributed).
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Przyklad

Mamy alfabet X = {a,b, c,d}. Wysylam takie wiadomosci, ze prawdopodobienstwa sa dane liczbami

Ile bitéw musze wykorzystaé, zeby te wiadomos$é wystaé? Jest kilka podejéé

1. Podejscie proste. Mamy 4 symbole, to przypiszmy im a = 04,0 = 1p,¢ = 2,d = 3. Pomijamy tutaj
prawdopodobienstwo. Interesuje nas tylko liczba symboli. Mamy

n_o, (9.4)

gdzie n to liczba bitéw uzytych do kodowania wiadomosci ztozonej z m symboli.Na kazdy symbol potrzebuje
zatem Srednio 2 bity.

2. Kodowanie sprytniejsze.

a=0=0, (9.5)
b=10=2, (9.6)

¢ =110 (9.7)
d=111=T1, (9.8)

Sa tak dobrane, zeby kodowanie bylo jednoznaczne. Jaka jest srednia = teraz? Mozna policzy¢, ze mniejsza,
niz w przypadku wcze$niejszym.

1.1 .2 1
<ﬁ>:f+2—+3—:

2 229 )
m 2 4 8 2 + < (9:9)

, czyli kodowanie jest lepsze.

Nalezy zauwazy¢, ze teoria Shannona jest teoria asymptotyczna. Bedziemy rozwazaé tylko granice limg,—oc-...
Shanon zadal pytanie — jaki jest optymalny, asymptotyczny stosunek ilosci bitéw do ilosci symboli (to jest wlasnie
Coding Theorem). Okazuje sig, ze

- (”Enm)) = H(z), (9.10)

gdzie H(x) jest tak zwana entropia Shannona i okresla na ile losowy jest rozklad prawdopodobienstwa X.

Zp )loga(p(z)). (9.11)

Uwaga notacyjna

log = log10 (9.12)
lg = loga (9.13)
In = loge (9.14)

= 0, co mozna pokaza¢ pamietajac, ze 0log(0) = 0.
g(d). Zatem mamy granice

Powiedzmy, ze X ma d wynikéw. Gdy d = 1, to H(z
Maksymalny jest dla rozkladu plaskiego, wtedy H(X)

=
N\_/

0< H(z) < lg(d). (9.15)
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Przyklad

Policzmy entropi¢ dla wcze$niej omawianego przyktadu.

1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 3 3 14
([l

Intuicja dowodu

Zastanéwmy sie nad ciagami X™, kiedy m — oo. Moge powiedzieé, ze dla typowych ciagéw x € X wystepuje mp(x)
razy Srednio. Jest to konsekwencja prawa wielkich liczb.

m ;
LN 9.17
Prawdopodobienistwo ciagu typowego
mp(z) . o .,
ptyp P(foxl Ly € T (H p ) _ ZlQ(Hmzl)P(w) P _9m Zmzl p(z)lg(p(z)) — 2*TnH(z)7 (918)

gdzie T jest zbiorem typowych ciagéw, a d jest moca alfabetu.

Indeksowanie typowych ciagéw wymaga zatem mH (x) bitéw. Do tego jeszcze wrécimy na éwiczeniach, bo sie troche
poplatato.

O

Jezeli chodzi o kompresje, to mozna tutaj znalezé¢ przepis na kodowanie przy pomocy tzw. kodowania Huffmana.
Wiemy, ze entropia Shannona jest dana wzorem

H(z) == p(a)lg(p(e)). (9.19)

Powiedzmy jednak, ze moge wysylta¢ dwie skorelowane wiadomosci, na dwoch oddzielnych alfabetach. Mozemy
zdefiniowa¢ entropie taczna.

X,Y p(z,y) (9.20)
dy,dy
H(X,)Y)=— p(z,y)lg(p(z,y)) (9.21)
Gdy sa niezalezne, to |
p(z,y) = p(x)ply) = H(X.,Y) Zp (p(2)) +19(p(y))) = H(z) + H(y), (9.22)

czyli ich entropie Shannona sie dodaja. W przypadku prawdopodobienstw warunkowych
Yy 1Y € Ja przyp p 1% y

p(X[Y =y), HX|Y =y) Zp (@|y)lg(p(zly)) (9.23)

dy =1 )
HOXIY) = S HOIY =) = =3 ) g (B2:2)) - (9.24)
== pla,lgp(z,y)) + > lg(p x,y))lg(p(y)) =-H(X,Y)-H(Y) (9.25)
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Mozna pokazaé, ze korelacje miedzy X i Y zmniejszaja nieporzadek, co znaczy, ze

HX)Y)< HX)+ H(Y) (9.26)

Co wiecej zachodza takze
HX,Y)=HX|Y)+ H(Y) (9.27)
H(X|Y)< H(X), (9.28)

przy czym ostatnie jest oczywiste, bo warunek co$ nam przeciez mowi. Oczywistym jest tez, ze

H(X,Y|Z)=H(X|Y,Z)+ H(Y|Z). (9.29)

Komunikacja

Bedziemy tutaj rozwazac sytuacje, w ktorej mamy nastepujacy kanatl.

Kanal

(szum)

Rysunek 9.2: Rozwazany kanal kwantowy.

Rozwazmy nastepujacy scenariusz. Niech M bedzie ciagiem o m-bitach. Caly proces przebiega nastepujaco.

M X’n, Y'n/ M/
A > Kodowanie —* p(y|x) > Dekodowanie > B
m-bit n>m

Rysunek 9.3: Rozwazany proces.

Przy czym Bob chee, aby M = M.
Przyktad

Korekcja bledow jest jednym z takich przyktadéow. Mamy dysk C D, ktéry ma 700 M B, co okresla nam liczbe bitéw
logicznych. Ratio tutaj jest jednak 192 do 588, wiec bitow fizycznych mamy liczbe okreslong przez ok. 2.1 GB.
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10 Bezpieczna pojemnosé kanatéw kwantowych i korekcja bltedéw

Kontynuujemy klasyczng teorie informacji, ale bardziej pod katem kryptografii i bezpieczenstwa. Zatézmy, ze mamy
wiadomo$¢ M. Celem kryptografii jest takie zakodowanie, przestanie i zdekodowanie wiadomosci M, aby zdekodo-
wana na koncu wiadomo$é M’ byla réwna tej wejSciowej.

M X" YY" M’
A > Kodowanie —* p(ylx) > Dekodowanie > B
m-bit n>m

Rysunek 10.1: Schemat kryptografii.

m(n)

-~ ale w granicy m — oo. Twierdzenie Shannona méwi, ze

Rozwazamy teraz bitrate, czyli stosunek

m(n)

dim == = R < Cy(yl) = mazyq) {1(X : )}, (10.1)

I(X:Y)=1(Y:X)=H(Y)-HX|Y) (10.2)

gdzie C jest przepustowoscia kanatu, a I(X : Y) to informacja wzajemna. Jak tego dowie$é? Intuicja dowodu jest
nastepujaca. Zalézmy, ze mamy zbiér wszystkich ciagéw.

Ciagi typowe Y™

Ciagi typowe X"

Wszystkie ciag X, |X™| = 2" Wszystkie ciag YV

Rysunek 10.2: Zbiory ciagéw i ciagi typowe.

Nas interesowaé beda tylko ciagi typowe. Ciag typowy, zostanie zmapowany na wiele ciagdéw (przez szum) z Y™.
Wezmy dany X = x. Wtedy, zgodnie z twierdzeniem, mapujemy to na 27 1X=2) przy czym zakladamy tutaj, ze
n = 1 dla uproszczenia. Umiemy zatem okresli¢ na co moze sie zmieni¢ jeden bit. Zastanéwmy sie teraz ile wynosi
liczebno$é X = x w naszym m-elementowym ciagu. Skoro ciag jest typowy, to powinno byé¢ ~ np(X = z). Mozemy
zatem zapisaé, ze

I (QH(Y\x:@)"”(””) _ gnH(Y[X) (10.3)
XE{O,I}
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Musze zatem tak dobieraé typowe x, aby moéc je rozrézniaé¢ na Y. Liczba sekwencji bitéw na wejsciu, ktére moge
jednoznacznie rozpoznaé jest zatem réwna

card(ciagéw typowych na wyjéciu) ~ 27H®)
card(ciagdéw na wyjsciu dla danego xtyp) T 9nH(Y[X)

— on((H(Y)=H(Y|X))) _ gnI(X:Y) (10.4)

To konczy intuicje. W formalnych dowodach pokazuje sie jeszcze, ze blad jest zaniedbywalny.

O

Rysunek 10.3: Kodowanie bitéw.

Optymalnie p(X =0) =p(X =1) =

I(X:Y)=1-h(p)
h(p) = —plg(p) — (1 = p)lg(1 — p)

Y jest losowe

.6

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Rysunek 10.4: Wykres zaleznosci informacji wzajemnej I(X :Y) od parametru p.
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Rozwazmy teraz bezpieczng pojemnos¢ kanalu kryptograficznego. Uogélnijmy schemat na taki, ktéry zawiera pod-
stuchiwacza.

M xn ymn M’
A > Kodowanie —» p(y, z|z) > Dekodowanie > B
m-bit n>m
Z’ﬂ
> Kanal boczny > E

Rysunek 10.5: Schemat kanatu z podstuchem. Cel to M = M'.

7 definicji
p(y, z|x) = p(ylz)p(z) (10.5)

Jaki tutaj mamy bitrate?
Ry = limy, oo < Cs = mazymy (I(X : V) = I(X : 2)). (10.6)
n

Jest to mozliwe tylko jesli istnieje takie kodowanie, dla kanalu p(y, z|z) takie, ze I(X : Y) > I(X : Z). Ponownie
przestawiona bedzie intuicja dowodu.

Y n

X z"

Rysunek 10.6: Transformacja ciggéw przy dla schematu z podstuchem. Niepewnos¢ w Z jest wyraznie wigksza niz
wY.

Widaé, ze wynik u Ewy jest znacznie wigkszy niz, u Boba, co oznacza, ze
I(X:Y)>I(X:2). (10.7)

Szum jest wiekszy u Ewy. Zal6zmy teraz, ze wchodza wiadomosci.
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M,

X Al

Rysunek 10.7: Ciagi M; w podzbiorze Z przecinaja sie, co nie pozwala odszyfrowaé informacji.

W ramach gruboziarnistej struktury nadal jestem w stanie rozréznia¢ struktury drobnoziarniste. U Ewy moge
rozréznié¢ gruba, ale drobnoziarnistych wewnatrz juz nie. Gruboziarnistoscia tutaj jest I(X : Z). Gruboziarnista
struktura moze by¢ postrzegana jako klucz publiczny. I(X :Y) jest struktura drobnoziarnista. Jezeli da sie zbudo-
waé takie struktury, to mamy bezpieczna wymiane informacji miedzy A i B.

Spojrzmy na to z kryptograficznego punktu widzenia. Kluczowe beda tutaj dwa pojecia — korekcja btedéw (EC
— error correction) 1 wzmocnienia prywatnoS$ci (PA). Co sie bedzie dzialo? Mamy Alicje, Boba i Ewe.

Ip.[1]2]3]4]5]|6]7
x|1]ofo|1]o]0]|1
vit|loft|1|1]o]1
Zlolo|1|olol1]0

W pierwszej fazie (komunikujac sie w jedna strone) Alicja i Bob chca poprawié¢ swoje bledy. Kompresuja swoje ciagi
w jakis$ sposob, uzywajac do tego funkcji haszujacych, w taki sposéb, zeby E juz nic nie wiedziata. Podchodzac do
tego kryptograficznie wiemy, ze ujawnianie struktur gruboziarnistych jest przesytem informacji A — B.

Przyktad
WeZmy strategie taka, ze X — M. Jezeli X = 0, to zapisuje X = 000. Czyli jeden bit zapisuje trzema bitami (pod
warunkiem, ze Perror(B) << % i perror(E) >> % Wtedy

X =1001 — 111 000 000 111
Y — 101 001 000 011
Z — 001 101 100 110

Trywialna korekcja bledu polega na wybraniu wartoéci o najwigkszej liczebnoéci z kazdej z tréjek. Wtedy mamy

Y — 1001
Z = 0101 # 1001

wiec dziata. [
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Przyklad 2
Teraz przyklad na PA. Mozemy dokonaé losowej (znanej A, B i E permutacji), przez co zabijaja korelacje. O

Mozemy si¢ zastanowi¢ nad informacja per bit (bitrate).

A |~ |~
1
Agc
EC Agc PA

e — EEE——

Komunikacja Komunikacja
\ \ \
[ 4 [ 4 [ 4

I(X:Y) I(x':v" I(X":Y")

I(X : Z) I(X': 2" I(X":2")=0

Rysunek 10.8: Zmiany informacji wzajemnej w kazdym kroku.

Czyli ostatecznie
IX":YY=IX"Y)-IX":Z2)V=1I(X:Y)+Apc—(I(X : Z)+ Apc)=I1(X:Y)-I1(X:Z), (10.8)

to samo z czego wyszliSmy.
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11 Kwantowa teoria informacji

W tym rozdziale omoéwione zostang podstawy kwantowej teorii informacji. Rozpoczniemy od omoéwienia zagadnienia
kompresji. P6Zniej oméwione zostang rézne rodzaje entropii. Na koniec oméwione zostanie twierdzenie Holevo oraz
kody dostepu swobodngo (random access codes, RACS).

11.1 Kwantowa kompresja

Pamiegtajac o twierdzeniu o kodowaniu Shannona mozemy rozpoczaé¢ od schematu.

e(X™
|M|=m R( /—’) /
—_—— . n—bitéw . M
M= X" e———— Kodowanie Dekodowanie ———e® ‘M\l‘/
N’ =m
[X17X27-~-7X7n]

Rysunek 11.1: Klasyczny schemat kodowania.

Nalezy zauwazy¢, ze powyzszy schemat dotyczy kazdego X = {1, ...,d}. Oczekujemy, ze M = M’. Wierna kompresja
wymaga, zeby

im ™ H(z), (11.1)

m—oo M

przy czym réwnosé zachodzi dla kodéw Huffmana (asymptotyczny stopien kompresji: R ).
Pytanie

Co jesli pozwolimy na kodowanie (klasycznej) informacji w kwantowych stanach (czystych)? X okresla wtedy krotke
{p(X),|¥x)}. Mamy sytuacje zaprezentowana na rysunku

n

|[M|=m o
M = WX)‘X"” Kodujaca n—bitéw Dekodujaca g
—_— CP Mapa CP Mapa
|31 )95 ) 9500)

Rysunek 11.2: Kodowanie kwantowe.

Chcemy, aby p’ ™ reprezentowalo kazdg przetransmitowang wiadomosé M:

nd zachodzace z —
V1) s voes [Y,) = ‘wz> _)prawdoscodobicflstwcm p(Z) = p(z1)p(x2)...p(Tm) (11.2)

Weciaz jednak pozostajemy w rezimie I1D, wiec érednio kazdy symbol ma postaé

d
p=_p@)¥x) (vl (11.3)
r=1
Cata wiadomo$¢ ma zatem postaé
d
pE = Y (@) ) (Wl - (11.4)

Oczekujemy

F(p®™, p™) = 1. (11.5)



Rozpatrzmy to bardziej ogdlnie

F(p,o) =Tr* (\/po/p) = ||Vova|,
F(lv),16) = [(v]o)|
F(l¢),p) = (6] p|o)

Wierna kompresja

[Vz) (Y| — pz = D (E (|vz) (¥z]))

Zalezy nam, zeby pz bylo blisko |1z) w przypadku $rednim.

F= Zp ¢x|ﬂx [vz) Zp )T ([vhz) ( %lP%)

Wierna kompresja stopnia R:
Ves0 Fmo Ymzme F >1—¢,
gdzie liczba qubitow n wykorzystana w kodowaniu dana jest wzorem
n = Rm.
Definicja

Entropiag von-Neumanna nazywamy

S(p) = —Tr(plg(p)) .

Rozpatrzmy rozklad spektralny operatora p

p=>_paler) (el
>\
Wtedy

==Y malglpa) = HO).
A

Mozna teraz zapisa¢ uSredniong wiadomo$é w bazie wektorow wlasnych w postaci

ST pO-pO) lea) (en | @ @ fen,) {en, ) = 3 p(%) [ex) (es]
A

ALLA2,0 A m

Przy czym mamy tutaj

(exles)-

Mozna to traktowaé klasycznie!

Xthp. sequences

dla m — oo.
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Tutaj
Pr = ST ex) (es] (11.19)

Xetyp. sequences
jest projektorem na typowa podprzestrzen, ktérej wymiar wynosi
omH () — gmS(e) (11.20)
Z teorii Shannona wynika, ze uzycie etykiet Xi przy m — oo jest warunkiem wystarczajacym, aby zapisaé
mH(N\) =mS(p). (11.21)
W jaki spos6b? Mamy kompresje Schumachera.
Reo = S(p) (11.22)
Kodowanie E:
W pierwszej kolejnosci nalezy dokonaé projekeji na typowa podprzestrzen T i przestaé n = m.S(p)-qubitowa repre-
zentacje wiadomosci M:
gdzie
§ = D(E(p) = PrpPr + E(p) = PrpPr +(0) (0]°™ Tr (p(1 — Pr)). (11.24)

PrpPr jest A-reprezentacja n qubitdéw, ktére zostaly wyslane. FE(p) jest wszystkim spoza T. Wtedy wysylamy
zafiksowany (atypowy) stan.

Dowéd
Niech
Tr(p®"Pr) =1 -4, (11.25)
gdzie
F =" p(@) T (|z) (| DE Zp ) T (% (IPT%PT +10) (0] Tr(p]PT ))) - (11.26)
= 2 p(@) (TP rstPr) + (0105 0)Te(pPF ) ) > 30l Te(wePrusPr),
bo
[z) = azloz) + Bz |oL), [o) €T (11.27)
o= p(@)azl* = Zp (1-p5%)?, (11.28)
ale
(b Pr) Zp (@) (Yz| Pr |vpz) =1 — Zp )|Bz]* > (11.29)
Stad
Z ()]8z]* < (11.30)
—1—Zp 2|8z +Zp )Gzl > 1—26 (11.31)
i wtedy
F>1-2 (11.32)
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Nalezy tutaj zauwazy¢, ze 26 to wlasnie € z[11.11] Z typowosci mamy
§T"S0 = F 1
stad

(11.33)

(11.34)

jest wiernym stopniem kompresja (faithful compression rate). Dowdd ten zostal pokazany przez Schumachera w 1995.

O

11.2 Kwantowe entropie

Rozpoczniemy od kilku definicji i wlasnosci.

Kwantowa informacja wzajemna
S(A: B) = S(pa) + S(pB) — S(pas)
Kwantowa entropia warunkowa
S(A|B) = S(pag) — S(pB)

Nalezy zauwazy¢, ze ta moze byé¢ ujemnal

Kwantowa entropia relatywna (quantum K-L divergence)
S(pallps) = Tr(plg(p)) — Tr(plg(o))
Wtlasnosci S
1. S(plle) =0
2. podaddytywnosé (subadditivity): S(A, B) < S(A) + S(B)
3. S(A,B,C)+ S(B) < S(4,B)+ S(B,C) < S(A:B)< S(A:BC)
4. Niech € bedzie C PT P-mapa na B, taka, ze
pp = €(pp);
a wtedy
S(A:B')< S(A: B).
5. S(X, pela) (] © po) = H(x) + 5, padlpr), dla (w]a’) = 5,
Dowody
1.

p=>_pili) (i, o= plex) (exl
% k
S(plle) = pilg(p:) = > i (illglo) i) = pi (lg(pi) — > I {ilex) 219(ﬁk)> >

> Zpi <lg(pi) —lg Zﬁk| (ilex) |2> >0,
i k

przy czym ostatnia nier6wnosé jest zwiazana z klasyczna entropia relatywna (i K — L divergence).
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P =pPAB;, 0 =pA&pPB
S(pllo) = Tr(paplg(pan)) — Tr(paplg(pa @ pp)) = —S(A, B) — Tr(paplg((pa @ 1)(pp @ 1)) =
= —S(A,B)— S(A)— S(B) >0

3. Dowdd nie jest tak prost jak w klasycznym przypadku, ale wciaz z podobng intuicja.

4.
S(A:B')< S(A: B'C)
pap = 1® Ki(pap)l ® K]
papc =10 U(pap @ |0) ()1 @ UT
S(papcr) = S(pap ®0) (0]) = S(pas) + S(|0) (0])
S(A:B') < S(A) + S(B',C") - S(A, B',C") < S(A : B)
5.

s (pr [2) (a] © ,,) =5 (Zm@ [2) (2] © |e) (e ) = =2 pAig (poA) =
=- melg(pz) - Zpr Z )‘gm)lg(/\gx)) = H(z)+ meS(pz)

11.3 Twierdzenie Holevo

Twierdzenie to dotyczy skutecznego (wiernej) kodowania i dekodowania (klasycznej) informacji ze stanéw kwanto-
wych.

Kodowanie pz) A
X o——— Pomiar {M,}, ————eY

p(x)

Rysunek 11.3: Schemat kodowania i dekodowania wiadomosci.

p(yle) = Tr(p(x)01, ) (11.40)
Stad mamy
ple.y) = p(@)p(yl) = p(x) Tr(p(x) 1, (11.41)
Twierdzenie
(X ) < S(3) = > p(@)S(p(x)) (11.42)
i= Zp(o:;p(z) (11.43)

Prawa strone tej nieréwnosci nazywa si¢ wielkoscia Holevo X (Holevo quantity).
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Granica Holevo (Holevo bound) okresla maksymalna dostepna informacje (najlepsza znana).
Dowéd
Rozwazmy

PAB\B; = Zpa; |7) 4 (7] ® pz ®|0) 5, (O],

z warunkiem, ze
(z|2') = Ogar

Mozna przedstawic¢ to graficznie w sposéb przedstawiony na rysunku [T1.4]

P

pa ®10) (0]
(Ma:) A —_———
13 ﬂJr Naimarks Dilation

L~ Pa

(11.44)

(11.45)

Rysunek 11.4: Granica Holevo. W tym schemacie (cze$¢ Boba) nalezy mysle¢ o protokole RSP (remote state

preparation). Stan przygotowywany jest zgodnie z zespolem (ensemble) {p., px }.

PAB, B}, = E(paB1Bs) = me |lz) (x| ® Z ]\?[y/)-’lf Ajjy ® Uy 0} (0] U;
z Yy

U, [0) (0 U} = ) (4]
Mamy
S(A:BC)> S(A:B'C") > S(A: (")
S(A: BC) = S(A) + S(B) — S(A, BC) = H(X) + S(7) = 3 paS(p) — H(X) = 5(7) — 3 poS(p.)

S(A:C") =8(pa) +S(pcr) = S(pac) = HX) + HY) — H(X,Y)

pact =3 paTr(pad1,) [2) (al @ Iy) (y] = . = (X :¥)
Stad I
I(X:Y) < S(7) < S(7) - zdjlpmsmm),
gdzie -

d
P= e
=1
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Wazna konsekwencja
Majac n-qubitéw, w taki sposéb, ze 5€ B(CS") mamy
I(X:Y)<S(p)=H(\s) <lg(2") =n. (11.54)
Oznacza to, ze mozemy w wiernie zakodowa¢ i zdekodowaé n bitéw informacji w n-qubitach!
O

Czy jest zatem jaka$ przewaga w uzywaniu qubitéw do przechowywania informacji? Przykladem sa (kwantowe)
kody dostepu swobodnego!

11.4 Kwantowe kody dostepu swobodnego (quantum random access codes, QRAC)

Klasyczne kody dostepu swobodnego mozna przedstawié¢ przy pomocy schematu.

Kodowanie ¢ Dekodowanie D;
1 | T2 | e | T _— —_ T

———
n(<m)bitéw

Rysunek 11.5: Schemat klasycznych kodéw dostepu swobodnego. x; € [0,1] i poczatkowo mamy m-bitowy stan.
Dla kazdego x; mamy inng funkcje dekodujaca D;. Dla jasnosci i = 1, ..., m.

Cel jest nastepujacy. Dla kazdego i nalezy skonstruowaé D; w taki sposob, zeby bit x; zostal odzyskany z prawdo-
podobienstwem (stad random w angielskiej nazwie) co najmniej > p. RAC mozna przedstawi¢ za pomoca krotki
(m,n,p), gdzie m to bity na wejsciu, n to tzw. bity zlozone. Przyklad RAC zostal przedstawiony na rysunku

Sprébujmy
flzyy) =z ®y. (11.55)
Rzucajac moneta A € {0,1} z prawdopodobiefistwem p(A = 0) = p(A = 1) = 1. Dla danej A mamy
Di(z,\)=2@ (A®1) (11.56)

Jednak nie jest to dobra strategia. Mamy p = % co daje prawdopodobienstwo odgadniecia i-tego bitu p = %, czyli
zbyt malo, zeby bylo to jakkolwiek uzyteczne.

Rozwazmy teraz kwantowa wersje. Ja takze mozna przedstawié przy pomocy krotki (m,n,p), gdzie jedyna réznica
jest definicja n, ktore teraz oznacza liczbe qubitéw.

Wejscie (m = 2) Zakodowane (n = 1) i=0 i=1
00 (1) (0)
01 ; E (0) (1)
110 B (0) (1)
11 o] e=p o (0)

Rysunek 11.6: Przyklad RAC (RAC(2,1,p)).
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W ogélnosci (w odniesieniu do rysunku [11.6) mamy
€:{0,1}* x R — {0,1}
V: D;: {0,1} X R — {0,].}

gdzie R jest zrédlem losowosci.
Kwantowe kody dostepu swobodnego

Rozpoczniemy od przykladu (rys. [L1.7)). Mamy tutaj kodowanie
0

2 =X

[vo0) = sin(x)[0) + cos(x) [1)
[o1) = —sin(x) |0) + cos(x) [1)
[10) = cos(x) |0) + sin(x) [1)
[P11) = cos(x) — sin(x) 1)

Stany zostaly przedstawione w obrazie Blocha na rysunku

Dekodowanie polegaé bedzie na
e D,_o pomiarze w bazie {|0),|1)} otrzymujac wynik 1 lub 0, gdzie |0) — 1,|1) — 0,
e D;_; pomiarze w bazie {|+),|—)} otrzymujac wynik 0 lub 1, gdzie |-) — 1,|+) — 0,

2 bity Stany qubitéw i=0li=1
0 0 )
p D; B
0 1 [¥o1)
% S S|
10 [¥10) L]
11 11)

Rysunek 11.7: Przyktad QRAC (2, 1, cosz(%) ~ 0.85).

Z
o1 11) oo
0|0 "
_|_
- L x
00
1/}10 |0> ?/111

Rysunek 11.8: Kodowanie w obrazie Blocha.
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Zauwazmy, ze dla § = 0 mierzymy w bazie |0),[1) i z p = 1 odzyskujemy pierwszy bit. Natomiast dla § = J mamy
pomiar w bazie {|+),|—)} i z prawdopodobienstwem p = 1 odzyskujemy bit drugi.

Przyktady
1. Kompresja ze stanami rozdystrybuowanymi réwnomiernie i réwnolegloécia.

2. Kodowanie i dekodowanie (Holevo)

Rysunek 11.9: Kodowanie wiadomosci.

Wiadomoéci ¢ ~ p(¢) = 5. Parametr 6 jest tutaj ustalony.

Kompresja Schumachera

Roo = = S(p) (11.64)

27
5= / dép(®) |60(6)) (o(&)] (11.65)



Bity kodowane: | ¢y | ¢o | ¢35 | ... | dm

Stany czyste: | [1o(¢1)) | [Yo(d2)) | [Yo(¢3)) | - | [o(dm))

Rysunek 11.10: Kodowanie ¢.

Ponadto mamy tutaj wplyw granicy Holevo. Kodujemy do postaci {p(¢), 1g(¢)}. Mamy

100:2) < ()~ [ dop(0)S (wn(a) (11.66)
Ponadto, dla stanéw czystych mamy
S(¥) = 0, (11.67)
wiec w efekcie
I(X:2)=S(7) =h (W) <Uf2) =1, (11.68)

przy czym réwnoéé zachodzi dla 6 = 0.
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12 Kwantowa kryptografia

Rozpoczniemy od przedstawienia generalnego schematu w kryptografii. Alicja i Bob maja ustalony wczesniej wspél-
dzielony klucz K.

Szyfr C
Alicja: M ——— f(K, M) ~o~osan f~YK,C) ————M :Bob

Rysunek 12.1: Graficzne przedstawienie kryptografii. Dwie strony, Alicja i Bob, wspoldzielg klucz. To co chea
zrobié, to przestaé sekretng wiadomosé M. f jest tutaj funkcja szyfrujaca, potencjalnie ogdlnie znang wszystkim
zainteresowanym stronom.

Przy czym
1. f(-,-) jest praktycznie nieodwracalna funkcja,

2. . , jest odwracalng funkcja.

Nalezy tutaj mysle¢ o jednokierunkowych funkcjach / algorytmach typu SHA czy AES.
Przyktad f

Mnozenie duzych liczb pierwszych.
f(primeg, primeys) = primey - primey; (12.1)

Rozklad na czynniki pierwsze jest trudny (wg. teorii zlozonosci obliczeniowej nalezy do grupy BQP), chociaz nie
dla komputeréw kwantowych (algorytm Shora). Za to znajac jedna z liczb mamy

g9(-) = f(primer,-), (12.2)
co jest tatwe do rozlozenia znajac primer (wystarczy podzielié).
1 C )
9 (C)= ——— =primeyy = M (12.3)
primeg

Nalezy tutaj jednak zauwazy¢, ze istnieja jednostronne-funkcje (funkcje hashujace), ktérych zlozonos$é obliczeniowa
przekracza nawet komputery kwantowe (nalezy tutaj szukaé¢ pod haslem post-quantum cryptography).

Jedli chodzi o kryptografie, to zwykle rzecz polega na znalezieniu trudnego problemu i szyfrowaniu wiadomosci w
taki sposéb, zeby odszyfrowanie wymagalo rozwiazania tego problemu. W innym popularnym algorytmie krypto-

graficznym, RSA, problemem jest problem dyskretnego logarytmu. Skupmy sie teraz na dziataniu RSA.

Alicja ma dwa klucze, prywatny (Kp,i,) 1 publiczny (Kpupiic). Jej klucz prywatny bedzie jej pézniej stuzyt do od-
szyfrowania wiadomoéci zakodowanych kluczem publicznym, do ktérego kazdy ma dostep.

Problem logarytmu dyskretnego jest taki, ze

bY = a(mod n), (12.4)
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gdzie n = prime; - primes, a nas interesuje znalezienie spelniajacego to p. Ze strony Alicji protokél przebiega w
nastepujacy sposob.

1. n=p1 - pa (przy czym p; oraz ps to duze liczby pierwsze)
2. AM(n) = NWW(p; —1,p2 — 1)
3. Wybierz e wzglednie pierwsze z A(n), tj. NWD(A(n),e) =1
4. Znajdz d, takie, zeby e - d = 1(mod A\(n))
Wtedy mamy Kpriw = d i Kpusiic = (0, €). Zakodowana wiadomo$é ma wtedy postaé
C = M*®(mod n) (12.5)
a dekodowanie to po prostu
M = C%mod n). (12.6)

Tutaj pojawia sie pewien problem. To co my by$my chcieli robié¢, to kodowaé¢ dlugie wiadomoéci przy pomocy
krétkich kluczy (AES - 2560, RSA > 1024b). Shannon (w 1949) pokazal, ze w celu zapewnienia wiadomosci pelnej
prywatnosci, klucz musialby by¢ tej samej dtugosci co wiadomosé. Ponadto, taki klucz musialby by¢ jednorazowy
(one-time pad). Prébowano sobie z tym radzi¢ na wiele sposobéw. Oméwimy przykladowy — szyfr Vernama (1919,
patent) — ktéry polega na zastosowaniu operacji XOR. Wtedy

KeoeM=C= M=Ca&K, (12.7)
przy czym nalezy tutaj poczyni¢ kilka uwag.
1. Bardzo istotnym jest posiadanie dobrego generatora liczb losowych, w calu generacji dobrego klucza K o
dtugosci m = | M.
2. Potrzebny jest sposdb na bezpieczne przekazanie klucza drugiej stronie...

Kwantowa mechanika moze poméc w tym drugim przypadku. Zobaczmy w jaki sposéb.

12.1 Kwantowa dystrybucja klucza

Naszym celem bedzie okreslenie sposobu w jaki Alice i Bob moga okresli¢ sekretny (i losowy) ciag bitéw, ktéry
postuzy im jako klucz. Jeden ze sposobéw na dokonanie tego, zostal zaproponowany przez Benneta i Brassarda w
1984. W tym protokole Alice i Bob wysytaja do siebie wielokrotnie qubity w odpowiednio przygotowanych stanach.
Dzieje sie to w nastepujacy sposéb.
1. Alicja losowo wybiera baze, przykladowo {|0),[1)} lub {|+),|—)}. Maja z Bobem ustalone, ktéry stan z obu
baz odpowiada klasycznemu 0 i 1. Koduje pozadany bit w tej bazie i przesyta do Boba.

Przykladowa implementacja w systemie fotonowym polegalaby na przesylaniu fotonéw z bazy {|<),|])} lub

{IN) L 12}
2. Bob wybiera baze (z tego samego zestawu co Alicja), w ktorej bedzie dokonywal pomiaru.

3. Alicja i Bob komunikuja sie poprzez poswiadczony publiczny kanal klasyczny. Bob oglasza ktérej bazy uzyt
do pomiaru w kazdej rundzie (nie oglasza wynikéw!). Alicja nastepnie méwi, ktére rundy powinien zostawic.

Runda 1 2 3 4 5 6
Ala 0 - + 1 - 0

Bob o/1(0/1(4+/-]0/1]0/1|+/-
Kompatybilnosé T N T T N N

Rysunek 12.2: Przykladowa kompatybilnosé baz Alicji i Boba w poszczegdlnych rundach.
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4. Faza przesiewania. Alicja i Bob zostawiaja tylko te wyniki, w ktérych ich bazy byly kompatybilne.

5. Estymator bledu (podstuchu)

Alicja i Bob poswiecaja kilka (log(#rund)) aby zweryfikowaé aby zweryfikowaé procentowa wielkosé bledow
(komunikacja dwu-kierunkowa). W ten sposéb okreslaja QBER (quantum bit error-rate). W najgorszym
przypadku nalezy przyjaé, ze wszystkie bledy sa zwiagzane z postuchem!

Jak zbadaé bezpieczenstwo tego protokotu?

—

B

—

E

Rysunek 12.3: Badanie bezpieczenstwa protokotu kwantowej dystrybucji klucza.

Ewa (podstuchujaca strona, od eavesdropper) czeka az Alicja i Bob ustala, ktére rundy mialy kompatybilne
bazy. Jej celem jest jak najcelniejsze odtworzenie ciggu znakéw, ktéry otrzymaja Alicja i Bob. Nalezy wziaé
tutaj pod uwage najbardziej generalny atak, jaki moze przeprowadzi¢ Ewa, na ktéry pozwala mechanika
kwantowa. Rozwazymy kilka typéw atakéw.

(a) Przechwycenie i przesylanie (intercept and resend)

A ) (M) v.) — B
|

E:z——

Rysunek 12.4: Schemat ataku z przechwyceniem i przestaniem.

Ewa dokonuje pomiaru stanu przestanego przez Alicje, a nastepnie, w zaleznosci od wyniku pomiaru Z
przygotowuje stan |¢z) i przesyla do Boba. W kazdej rundzie strategia pomiaru musi by¢ inna (warunek
IID).

(b) Ataki indywidualne (silniejsze)

_—
_—

A [4) U ——25

Z:E

Rysunek 12.5: Schemat ataku indywidualnego.
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Ponownie, strategia musi by¢ inna w kazdej rundzie (warunek IID). Po fazie przesiewania mamy:

A X ——Y B

p(y, z[x)

——— 7 B

Rysunek 12.6: Atak indywidualny, po fazie przesiewania.

Aplikujac twierdzenie Csiszara-Kornera mamy

Alicja [ X |01 |0|1]0]|0]1

Bob | Y |0 |1 110 1

Ewa | Z |1|1|1|0|1|0|1

Rysunek 12.7: Koncowa sytuacja.

6. Alicja i Bob dokonuja korekcji bledu (EC, error correction) i amplifikacji prywatnosci (PA, privacy amplifi-
cation) aby uzyskaé¢ klucz. Mamy

C,=1I(A:B)—I(A: E), (12.8)

gdzie Cs to asymplotic key-rate. Ponadto powyzsze jest prawdziwe tylko dla I(A : B) > I(A : E). Wiemy
ponadto, ze

I(A:B)=1-h(QBER), (12.9)
ale
I(A: E)=? (12.10)

Musimy wzia¢ pod uwage dwa optymalne ataki, o ktérych mowiliSmy wcezesniej. Dzieki temu bedziemy mogli
okregli¢ informacje wzajemna Alicji i Ewy w funkcji Q BER.

(a) Proste przechwycenie i przeslanie.

Ewa nasladuje Boba:

e Wybiera jedna z ustalonych baz pomiarowych z réwnym prawdopodobienstwem.
e Przesyta zmierzony stan do Boba.

W takim przypadku mamy

11 1

.- =2=295 12.11
5 5= 1= 2% (12.11)
gdzie pierwszy czynnik odpowiada prawdopodobienstwu, ze Ewa wybierze zla baze, a drugi, ze w przy-
padku gdy Ewa wybierze zla baze, Bob dostanie zty wynik. Mamy zatem

QBER =

I(A:B)=1—-h(QBET) ~ 0.189. (12.12)

Jedli chodzi o Ewe, to mamy za to

=, (12.13)

63



gdzie pierwszy czynnik oznacza, ze Ewa wyslala zta baze, a drugi, ze dostata zty wynik po wybraniu ztej
bazy.

Y slw

=
N

sl Y

Rysunek 12.8: Bit-flip.

1/4

. 1/4 Zla baza
. . 1/1 o 1 (X)
1/4 1/2 K

1/2 Dobra baza

Rysunek 12.9: Faktyczna wzajemna informacja Alicji i Ewy. Zauwazmy, ze [(A : E) = % Ewa wie kiedy mierzy w
dobrej bazie, a kiedy nie.

Takie rozumowanie nie jest jednak poprawne! Ewa ma przeciez dostep (bo jest to oglaszane na kanale
publicznym), ktére rundy zostaly zaakceptowane! Okazuje si¢ (jak pokazano na rysunku [12.9), ze jest
jeszcze gorzej, a mianowicie I(A : E) > I(A : B). Ostatecznie mozna powiedzieé, ze jesli

QBER > QBERy = 25% (12.14)

to Alicja i Bob powinni zakonczyé protokél bez przesylania informacji.

Dodatkowo mozna pokazaé, ze [(B: E)=I1(A: E) = %7 jednak zostaje to pozostawione jako éwiczenie
dla czytelnika.

(b) Uogdlnione przechwytywanie i przesylanie

W uogélnionym przypadku tylko utamek r jest przechwycony przez Ewe. Pozostatych 1 — r Ewa musi
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zgadnaé. W takim przypadku
r

QBER = 2 — I(A:B)=1-h (7> (12.15)

Jedli chodzi o Ewe, to mamy

Zgadywanie

Z1a baza

Dobra baza

Rysunek 12.10: Informacja wzajemna Alicji i Ewy w przypadku uogdlnionym.

Stad mamy
I(A:E) = g (12.16)
Po aplikacji korekcji btedu i wzmocnienia prywatnosci mamy
Co=I(A:B)—I(A:E)=1—h (2) - g —1- h(QBER) — 2QBER (12.17)
Mozna to przedstawié¢ na wykresie. Dla QBER > QBERy = 17.1% protokd! powinien zostaé przerwany.

1.0 4
0.8 1
1]
c
5
‘w 0.6
N
=
oA
o
1]
E 0.4 1 \
o
£
0.2 4
— I(A:B)
I(A:E
0.0 1 ( )
0.01 0.5
QBER,
QBER

Rysunek 12.11: Zaleznos$ci informacji wzajemnych w funkcji QBER. Cs > 0.
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13 Obliczenia kwantowe

Kwantowa teorie informacji mozna zdefiniowaé jako przetwarzanie informacji korzystajac z praw fizyki kwantowe;j
operujac na pojedynczych uktadach kwantowych (atomach, fotonach...). Mozna ja podzieli¢ na wezsze specjalizacje.

Kwantowa teoria
informacji
Komunikacja kwantowa Obliczenia kwantowe
o Kryptografia kwantowa o Algorytmy kwantowe
o Teleportacja o Komputery kwantowe

Rysunek 13.1: Podzial kwantowej teorii informacji.

Do tej pory méwilidémy jedynie o komunikacji kwantowej. Pora przejsé do obliczen. Nalezy przed tym jednak zazna-
czyé, ze aktualne komputery takze korzystaja z praw fizyki kwantowej (struktury polprzewodnikéw, tranzystory,
momenty magnetyczne atoméw / spiny ...), jednakze

1. 1 bit na dysku twardym ma wymiary 250 nm x 250 nm x 25 nm co przyklada si¢ blisko na 12.5 mln. atomdw
(d ~ 0.5 nm).

2. 1 tranzystor w CPU ma wymiary 50 nm x 50 nm x 25 nm co daje ok. 500 tys. atomow.

Nie jestedmy jeszcze na etapie uzywania pojedynczych atoméw do obliczen i wykorzystywaé pelne mozliwosci fizyki
kwantowej. Mozna zadaé sobie pytanie — kiedy bedziemy? Odpowiedzi nalezy szuka¢ w prawie Moore’a.

transistors
10,000,000,000
Dual-Core Intel® Itanium® 2 Processor
A 1,000,000,000
MOORE'S LAW intel* Itankum* 2 Processor .~
Intel* Ranium® Processor
Intel’ Pentium® 4 Processor 100,000,000
Intel’ Pentium® Bl Processor
Intel* Pentium* Il Processor "/ 10,000,000
lmel'l’entiun'mczssot‘//
Intel486" Processor L

1,000,000

Intel386™ Processor ,/

286
A8 100,000
8085,
8080 10,000
8008 ‘,_J
4004 &

1,000
1970 1975 1980 1985 1990 1995 2000 2005 2010

Rysunek 13.2: Graficzna reprezentacja prawa Moore’a. Wykres przedstawia jak zwigksza sie liczba tranzystorow
w procesorach w poszczegdlnych latach.
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Rozmiary tranzystorow zmniejszaja sie ok. 2 razy co 2 lata. Oznacza to, ze rozmiar atomu powinnismy osiggnaé
w latach 2030 - 2050! Zauwazmy jednak, ze nawet gdy to nastapi, nie bedzie to oznaczalo, ze mamy komputer
kwantowy. Bedziemy musieli dodatkowo umie¢ utrzymac¢ kwantowa superpozycje i dopiero to pozwoli nam w pelni
wykorzystaé potencjal fizyki kwantowe;j.

Algorytmy kwantowe mozna przedstawié¢ przy pomocy ogdlnego schematu

Ewolucja

zgodna z

mechaniky | . Pomiar

|1/J>n |q/)>out

/! _ kwantowa s
| U -
Stan wejsciowy

n qubitéw T

Operacja unitarna

Rysunek 13.3: Ogélny algorytm kwantowy.

Klasyczne komputery buduje sie zazwyczaj z pewnych elementarnych bramek. Te najbardziej popularne zostaly
przedstawione ponizej.

D<)

A ® Qut
. p— A —
AND }— out NAND Out
B — B—
A
Out (J—0ut
B B
XOR Out
B

Rysunek 13.4: Typowe bramki logiczne. Zrédlo:
https://anton-computing.weebly.com/classwork/logic-gates|
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Wiadomo takze, ze klasyczne komputery zwykle korzystaja z bramek nieodwracalnych (tj. takich, na podstawie
wyjscia ktérych nie da sie odtworzy¢ wejscia). Mozliwe byloby jednak wykorzystanie bramek odwracalnych. Zostato
to zaprezentowane na rysunku ponizej (na przykladzie bramki XOR).

......................................................................................................

Rysunek 13.5: (a) Kwantowa bramka CNOT, (b) nieodwracalna bramka XOR, (c) odwracalna bramka XOR.
Zrédio: https://ieeexplore.ieee.org/document/45319567arnumber=4531956.

Nalezy jednak zauwazy¢, ze bramki odwracalne komplikuja obwody, dlatego nie stosuje sie ich za czesto. Nalezy
jednak pamietaé, ze fizyka generalnie jest odwracalna. Nieodwracalno$¢ bierze sie z tego, ze zaczynamy ignorowad
jakies$ stopnie swobody.

Komputery kwantowe dzialajg tylko na bramkach odwracalnych. Wynika to z faktu, ze operacje unitarne sa odwra-
calne. Mozliwe jest wykonanie nieodwracalnej operacji (np. $ladujac po niektérych qubitach), ale zazwyczaj niszczy
to kwantowe superpozycje, wiec nie bardzo ma sens. Ograniczymy sie zatem do operacji unitarnych. Zastanéwmy sie
zatem z zestawu jakich bramek da sie ztozy¢ dowolna operacje unitarna i ktére sa odwracalne. Pierwsza z nich jest
zaprezentowana na rysunku bramka CNOT. Jej dzialanie jest pokazane ponizej obwodu. Jej macierz mozna
zapisaé jako

1000
01 00
00 01
0010

Widaé zatem, ze zestawienie kwantowej bramki C NOT i klasycznych X ORé6w nie jest bezzasadne.
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Fakt

Kazda wieloqubitowa bramka unitarna moze by¢ roztozona na jednoqubitowe bramki unitarne oraz operacje CNOT.
Na rysunku zaprezentowano jak realizuje sie bramke CCNOT (podwdjnego zaprzeczenia) przy pomocy bramek
jednoqubitowych i CNOT.

]
¢

3
&

Py
N\,
~

@
~
=

Tt

Rysunek 13.6: Realizacja bramki CCNOT przy pomocy bramek jednoqubitowych i CNOT. Zrédlo: Wikipedia.

W ogdélnosci potrzebujemy wielu bramek jednoqubitowych (bo mamy nieskoniczenie wiele obrotéw na sferze Blocha).
Sa jednak pewne szczegélne bramki. Pierwszg jest bramka Hadamarda.

Rysunek 13.7: Bramka Hadamarda.

Jej posta¢ macierzowa to
H=— , H'H=1. (13.2)

Mamy tez bramke fazowa, przedstawiona na rysunku ponize;j.

Rysunek 13.8: Bramka fazowa.

Ktoéry przedstawia sie macierza

1 0
Uy = _ (13.3)
0 e

Przejdzmy teraz do powodu dla ktérego kwantowe komputery moga liczy¢ szybciej niz klasyczne tj. do kwantowego
paralelizmu. Idea jest nastgpujaca. Wezmy sobie jednobitowa funkcje f

£:{0,1} — {0,1}. (13.4)

Wyobrazmy sobie teraz, ze kodujemy te funkcje na bramce kwantowej Uy.

) [y) 2 |2 [y @ f (=), (13.5)

gdzie |z) to wejscie, |y) wyjscie, a @ oznacza dodawanie mod 2.
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Taka funkcje mozna wyrazi¢ nastepujaca tabela

100
01
10
11

— 10,04 f(0)
— |0,1@f(0)
— 11,08 f(1)
— 1,1 f(1)

—_ — — ~—

)
)
)
)

Zastanéwmy sie teraz nad dzialaniem nastepujacego obwodu.

Uy

Rysunek 13.9: Rozpatrywany obwdd dla jednobitowej f.

Zal6ézmy, ze zaczynamy w stanie |0)|0). Mamy wtedy:
1

V2

Hel 1 _ up 1
10)10) "= —=(10) + [1)) [1) = —=(]00) + [10)) 7

7 (10} [£(0)) + 1) [F(1))) = |4)

Zauwazmy, ze obliczyliSmy f tylko raz (jedno wykorzystanie bramki Uy) a w wyniku otrzymalidmy stan |¢)) w
ktérym f jest policzona zaréwno dla argumentu 1 jak i 0. Liczenie jednoczes$nie f(0) i f(1) wynika z faktu, ze
w pierwszej kolejnosci wprowadziliSémy nasz stan w superpozycje (przy pomocy bramki Hadamarda). Mozna roz-

wazy¢ przypadek ogoélniejszy. Wezmy

F{0, 13 = 0,13,
czyli mamy funkcje na N bitach.

U
|’I‘1, <y TN, y> J> |1‘13 < IN,Y D f(zla ey ‘TN)>

) w

=) {2]
Uy

|zo) 1 H r

ly)

Rysunek 13.10: Rozpatrywany obwdd dla wielobitowej f.

Jak to dziala na stan poczatkowy |0,0,...,0,0)?

®N | H®Ve1 (1 o _ Uy
077710y = = { U0+ D) ) @100 = === (10} - [0) +10) . [1) + 1) [1)) =

U0 L (10Y [0} @ [F(0, oo 0)) 4 10) oo [1) ® £ (O, oo 1)) 4 [y o 1) [F(1, 1))

e
\VoN

(13.6)

(13.7)

(13.8)

(13.9)

Nalezy zauwazy¢, ze w nawiasie po pierwszym znaku réwnosci mamy wszystkie liczby z zakresu [0, 2 —1]. Oznacza
to, ze jedna operacja f policzyliémy wartosé¢ f dla 2V wartosci. Nie nalezy jednak cieszy¢ sie przedwczeénie, gdyz nie
istnieje pomiar, ktory pozwoli odczytaé wszystkie te wartosci na raz. Nalezy si¢ zatem zastanowi¢, czy nie istnieja
przypadkiem problemy, dla ktérych obliczanie wszystkich wartosci f byloby elementem posrednim, a istotny wynik

jest faktycznie do zwrécenia w jednym pomiarze? Takie algorytmy to (m. in) algorytmy z wyrocznia.
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13.1 Algorytmy z wyrocznia

Pierwszym algorytmem z wyrocznia, o ktérym moéwi sie na kursach informacji kwantowej, jest algorytm Deutscha.
Algorytm ten jest relatywnie prosty, ale catkiem nieprzydatny. Rozwazmy funkcje f : {0,1} — {0,1}. Pytamy sie,
czy f jest r6znowartodciowa. Zauwazmy, ze klasyczna funkcje trzeba policzyé¢ dwa razy (mamy dwie mozliwe wartosci
wejscia). Jesli jednak uzyjemy metod informatyki kwantowej, wystarczy tylko jedna ewaluacja. Rozwazmy obwdd

0)
f
w {El—
Rysunek 13.11: Algorytm Deutscha w formie obwodu.

Dziatanie Uy jest nastepujace

Ugle,y) = lo,y @ f(x)) (13.10)
W takim razie mozemy obliczy¢ wyjscie
1 1 Uy 1 _
ﬁﬂo) + \1>)$(\0> = 1)) = 5(0) (1£(0)) = [1 @ £(0)) + 1) (I (1)) — L@ f(1)))) = (13.11)

(=17@10) (10} — 1) + (=1 11y (0) ~ 1)) = 5 (=17 o) + (-1 11y (o) 1)) 2"

18— (07000 + 1)+ (DD (10) ~ 1)) € (10) = 1) =

= (5 (OO + o) oy + 3 ) & 2500 - )

N | =

I teraz, czerwony nawias moze mie¢ dwie wartosci — 0 lub 1. Jezeli jest réwna 1, to znaczy, ze f jest stala, nato-
miast dla wyniku 0 mamy f réznowartosciowa. Zielony nawias podobnie, moze przyjmowaé wartosci 1 lub 0. Dla
1 f jest réznowartosciowa, a dla 0 f jest stala. Mierzymy pierwszy qubit. Wynik |0) oznacza funkcje stala, a |1)
réznowartosciowa. Dzieki temu, ze Uy liczyliSmy jednoczes$nie na wszystkich wartoéciach wejsciowych, wystarczyto
uzy¢ jej tylko raz!

Drugim algorytmem z wyrocznia jaki oméwimy jest algorytm Grovera. Jest to nic innego jak kwantowe prze-
szukiwanie bazy danych. Zal6zmy, ze baza sklada si¢ z N(= 2™) elementéw. Niech f bedzie funkcja identyfikujaca
poszukiwany element (swojego rodzaju wyroczniq). Jej dzialanie mozna przedstawié w nastepujacy sposéb

1 <= =z jest poszukiwanym elementem
f(z) = (13.12)

0 <= = nie jest poszukiwanym elementem

Jezeli szukamy jednego elementu klasycznie, musimy $rednio obliczyé¢ funkcje f % razy. Czy kwantowo da sie to
zrobi¢ lepiej? Zal6zmy, ze mamy kwantowa wersje f

Uglz)ly) = |2) |y & f(2)), (13.13)

przy czym |x) jest tutaj n-qubitowy, a |y) jedno-qubitowy. Zauwazmy, ze

Loy = 1@ Loy
\@(|0> 1)) = (-1) ﬁ(|0> 1)) (13.14)

Od teraz bedziemy ignorowaé ostatni qubit (|y)). Bedzie on caly czas pozostawal w stanie %(\O) —|1)). Schemat
algorytmu Grovera mozna przedstawié¢ na rysunku.

Uy |x)
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o) = 10) {HJ—1
ey =10 {H) |
: f Gxkr

) =10} {H] T
ly) =1[1) {H} -

Rysunek 13.12: Schemat algorytmu Grovera. G X k oznacza k krotne wykonanie bramki G. Bramka G oznacza
jedna iteracje algorytmu Grovera.

Pojedyncza iteracja algorytmu Grovera (bramka G) moze by¢ rozbita na mniejsze operacje przedstawione przez

obwdd.
Ao, VL

Rysunek 13.13: Bramka G.

Bramka V', to taka operacja unitarna, ze

V10)=10) (13.15)
Vig) =—|z) <= x>0
Mozna ja zapisa¢ jako
V =210) (0] — 1. (13.16)
Mozna zauwazy¢, ze
HENVHON =21y (4| — 1, (13.17)
gdzie |¢) = LN > . ). Oznacza to, ze
G = (219) (W - DUy, (13.18)

Niech teraz |zo) bedzie odpowiadaé szukanemu stanowi. Niech |a) = \/% > wrta, [T) Dedzie superpozycja pozo-

stalych stanéw. Rozwazmy jak dziala G na superpozycje |z¢) i |a). Zauwazmy, ze

N -1 1
)=\~ lo+ 7 o) - (13.19)
Dzialanie G jest zatem
Glala) +blzo)) = (2[¢) (Y| — 1)(ala) — blzo)) = ..., (13.20)

czyli mozna je utozsamié z odbiciem wzgledem kierunku |a).
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|z0)

Rysunek 13.14: Obrazowe dzialanie algorytmu Grovera — odbicia standw.

Kontynuujac obliczenia ze wzoru [13.20] rozpoczynajac od od obrotu wzgledem |¢)

=20 < S ta- ¢1N"> ~(ala) — blzo)) =

2VN -1 @bm) — (ala) = blxo)) =

alzo) — N

:2N]\71a|a)—2%b|a:0>+ =
_ (za—f\‘;—NFb—cO a)—&—(b—if{ﬂ—ija) 1z0) =
)T 3

Analiza wyniku pozwala stwierdzi¢, ze mamy tutaj do czynienia z obrotem o kat 6:

2 2
cos(d) =1-— N’ 6 = arccos (1 - N) . (13.21)
W algorytmie Grovera startuje sie ze stanu
N -1 1 0 . [0
) = “T la) + TN |zo) = cos <2) + sin (2) |zo) . (13.22)
W kazdym kroku obracamy sie o kat 0. Po k iteracjach mamy
2k+1 2k+1
G* [¢) = cos ( 2+ 9) + sin ( 2+ 9> |zo) - (13.23)
Jezeli N jest bardzo duze, to mamy
2¢v/N -1 2
0 ~ ~— 13.24
NoSUN (13.24
Chcemy, aby L;—lg ~ 7, co daje réwnanie
(13.25)

(2k+1)%:77 — k~VN.

Czyli kwantowe przyspieszenie jest ewidentnie widoczne (kwadratowe) w poréwnaniu z algorytmem klasycznym!
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13.2 Algorytm Shora

W tej czeSci omdwione zostang kwantowa transformacja Fouriera oraz algorytm Shora. Algorytm Shora jest kwan-
towym algorytmem rozkladu n-bitowej liczby na czynniki pierwsze. Dziala w czasie n3 — wielomianowym (sic!).
Obecnie klasyczne algorytmy robig to w czasie QI, czyli mniejszym niz wykladniczy, ale wyraznie wiekszym niz
wielomianowy.

Esencja algorytmu Shora jest kwantowa transformata Fouriera (QFT). Zacznijmy od klasyczne] transformaty Fo-
uriera. Zalézmy, ze ktos ma jakie$ dane w ilosci N, wezmy xg, ..., xy_1. Zakladam, ze N ~ 2", czyli N to z grubsza
2 do liczby qubitéow n. Zaltézmy, ze kto$ sampluje muzyke, wtedy x; to amplitudy. Chcemy poznaé czestotliwodci
sygnaléw, wiec robimy transformate Fouriera:

F
L0y s LN—-1 = Yo,y YN-1

=

1 Nl
_ 2mijk
Yp = —F— e Nz;
N J
Jest to dyskretna, klasyczna transformacja Fouriera. Jest na skoniczonej prébce, wiec zdarzaja sie tam pewne arte-
fakty. Transformata mowi co$ niecos o czestotliwosciach w sygnale. Dla nas waznym jest teraz to, aby powiedzie¢
ile operacji trzeba wykona¢ do przeprowadzenia klasycznej transformaty Fouriera.

I
o

J

Ile klasycznych operacji trzeba wykonaé¢? Liczba operacji (naiwnie) to N2(22"). Istnieje jednak sposéb na szybsze
wykonanie tych operacji (Fast Fouerier Transform, FFT), ktérej ztozonosé jest Nlg(n) (czyli (n2™)). Jest to jednak
limit dla klasycznego podejscia.

Przejdzmy teraz do kwantéow. QFT definiuje sie jako operacje unitarna Up taka, ze
Up:|j Z e27rzgkN |]€

czyli mamy n qubitéw, dajacych mozliwe stany |0),...,|N — 1) — analogicznie jak bylo w przypadku klasycznym.
W pierwszym przypadku musimy sprawdzié, czy jest to transformacja unitarna. Musimy sprawdzi¢, czy unormo-
wanie jest zachowane. Szybko mozna zauwazy¢, ze tak. Nastepnie trzeba pokaza¢ unitarnosé. Zauwazmy, ze

1 = amigoin 1 i=7
i J J
(j \UT Uy |j) = § e ) (1_e27ri(1{77j') )~ o (13.26)
k=0 N 2miG—3) 0 J 7& J
N

1—e

co pokazuje, ze operacja jest unitarna.
Majac Up mozemy sie zastanowié co bedzie, gdy podziatamy tym Up stan
¥) = ;j)
J
czyli dane klasyczne wpisujemy jako amplitudy. Dostaniemy

V) = ij 7) =UF Z%% Z};e%ﬁk Z \ﬁ Z = k) = zk:yk k) (13.27)

Na wyjsciu mam amplitudy takie, jakie zrobita by na x; klasyczna transformata. Nalezy jednak pamigtac, ze tak
samo jak w przypadku algorytmu Deustcha nie bedzie tak tatwo. To, ze wyniki tam sa, nie znaczy, ze mozemy je
w latwy sposéb wykorzystaé. W pierwszej kolejnosci, zeby powiedzieé, ze tutaj kwantowo jest coskolwiek lepiej, to
musimy powiedzieé z ilu operacji (bramek) sklada sie QFT (na ¢éwiczeniach pokazane zostanie, ze implementacja
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QFT na n qubitach, potrzebowaé bedziemy tylko ~ n? bramek — na tym polega przyspieszenie kwantowe).

Trzeba teraz zrozumie¢ co ma ta transformata do rozkladu liczby na czynniki pierwsze. Transformata Fouriera
pozwala znajdowaé okres funkcji, ktéry ma co§ wspdlnego z interesujacym nas rozkladem. Zajmijmy sie zatem
w pierwszej kolejnosci tym. Rozwazmy funkcje

f:ZN—>ZN

3r>0 Va;f(l' + ’I“) = f(.’l?)

gdzie Zy to cialo liczb od 0 do N. Dla ulatwienia przyjmijmy ponadto, ze jest réznowartosciowa na okresie.
Wyobrazmy sobie, ze taka funkcje mamy w wersji kwantowej (transformacje) Uy.

Uslz)ly) = 2} ly On f(2))

Dzialamy na superpozycje wszystkich danych wejsciowych

Uy (jﬁ 3 |x>> ®[0) = 7% 2 | (2)) (13.28)

Wykonujemy teraz pomiar rejestru wynikowego y. Zalézmy, ze otrzymujemy wynik yg. Oznacza to, ze przeZyjq
tylko te x, ktére daja yo. Stan zredukuje sie do:

K—
Z [Zo + k7) [yo) =t [Yzq,r)
k;:

f(zo) =wo
N =Kr
czyli K oznacza liczbe okreséw funkcji f. Nastepnie mozna policzy¢:

K—

2

-1 N—-1 K-1
27rLa‘0+k7‘

e D) @ [yo) =

2wikrL

Ur thao,r) = e No=.. (13.29)

%\ -
I
5
II§
=l
iy

k=0 1

Kiedy ta druga suma bedzie nie zerowa? Sprawdzmy

i\ K
1 1-— (6 2?7'l) 0

l
LN ) K
VK 1- % VE L=s=1=sY

(13.30)

Skoro tak, to kontynuujac QFT

—1 r—1
K - 2m‘,s¥x0 2miszy
Up|won>:...:\/—§ e~ N E e
N pred o

Wykonujac pomiar, dostaniemy zatem A\ = s% dla jakiego$ przypadkowego s = 0, ..., — 1. Wynika stad, ze

5N> (13.31)

r

Czy mozemy na tej podstawie stwierdzi¢ jakie jest r? Jezeli s jest wzglednie pierwszy z r, to owszem. Trzeba
sie teraz odwolaé¢ do faktu z teorii liczb, zeby teoretyczna skuteczno$é¢ tego algorytmu byla zachowana. Okazuje
sie, ze NW D(s,r) = 1 jest wystarczajaco czeste (prawdopodobienstwo zajscia tej sytuacji nie maleje ze wzrostem 7).

(0]



Fakt

Prawdopodobienistwo, ze dwie, duze przypadkowe liczby sg wzglednie pierwsze jest dane przez

S (1-L) - LS

p=2

O

Mamy zatem okres funkcji. Co ma okres funkcji do czynnikéow pierwszych? Niech N bedzie liczba, ktorej czyn-
nikéw pierwszych szukamy. Losujemy a < N. Sprawdzamy (algorytmem Euklidesa, ze zlozonoécia ~ n3). Jezeli
NWD(N,a) # 1, to mamy czynnik pierwszy i koniec. Jezeli jednak mamy réwnos¢, to na mocy tw. Eulera istnieje

a” =1mod N. (13.32)

W teorii liczb r nazywa sie rzedem a. Oznacza to, ze a” = kNN + 1. Jezeli r jest parzyste, to moge napisaé
(a® —1)(a% +1)=af =kN (13.33)
Skoro tak, to albo jedna z tych liczb jest wielokrotnoscia N — czyli nic ciekawego — albo ktéras z nich musi mieé¢
wspOlny dzielnik z N (w szczegdlnosci, jesli tak sig zdarzy, ze bedzie N-em, to bedzie miala z nim wspélne wszystkie

dzielniki). Pomijajac przypadek, gdy « lub g jest wielokrotnoscia N, to

NWD(a,N) # 1 (13.34)
NWD(B,N) # 1. (13.35)

Dostaniemy zatem czynnik pierwszy N. Potrzebny jest kolejny fakt.
Fakt (z teorii liczb)

Prawdopodobienstwo, ze NW D(a, N) = 1 i r jest parzyste i a? + 1 nie sa wielokrotnogcia N jest wieksze niz 0.5.

O
Potrzebujemy teraz znalezé r. Definiujemy funkcje
fa(z) = a®modN (13.36)
Wtedy
fa(x 4+ 1) =a"a"mod N, (13.37)

gdy a" = lmod N. Wyznaczenie r to zatem znalezienie f(z). Definiujemy funkcje
Uy, %) ly) = |z) |a"mod N) . (13.38)

(Ztozono$é takiego tworu nie jest wieksza niz n®.) Dalej juz wiadomo co robié¢ — byto na poczatku wykladu.
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Algorytm Shora

Mamy a < N i N < 2". Na wejsciu biore ¢t qubitéw, a na wyjéciu n.

) = 10) T 1A
1 [QFT AT

7 =10, LA}
) =10){
i

lyn) = 10) 4

Rysunek 13.15: Obwéd kwantowy realizujacy algorytm Shora.

Na wyjsciu otrzymujemy ¢-bitowe przyblizenie utamka #. Korzystajac pézniej z metod utamkéw tancuchowych aby
znalez¢ ulamek prosty i znamy r.
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14 Kwantowa korekcja bledow

W praktyce nie ma bramek idealnych. Klasycznie radzimy sobie metodami korekeji btedéw. Przykladowo bit 0 mozna
kodowaé przy pomocy trzech bitéw mdwiagc, ze 000 to logiczne 0. Analogicznie 111 to logiczne 1. W przypadku wy-
stapienia bledu, 010, wiemy, ze logicznie to wciaz jest 0 (z pewna doza prawdopodobienstwa zalezna od dlugosci
nadmiernego kodowania).

Nalezy sie zastanowié, czy takie same operacje mozna robi¢ kwantowo. Zauwazmy, ze celem tutaj jest nie tylko
ochrona przed operacja typu bit-flip, ale takze przed wszelakim rodzajem ogélniejszych zmian stanéw (obrotéw
qubitu na sferze Blocha). Naturalnym wydaje si¢ pytanie — czy mozemy chroni¢ wszystkie superpozycje? Rozpatrzmy
najpierw klasyczny odpowiednik bit-flit tj. niepozadane dzialanie bramki o,. Mamy

0) = [1), 1) —[0).
Kodujemy
[¥) = a|0) +b|1) — a]000) + b |111). (14.1)

Zal6ézmy, ze wystapil blad typu bit-flip na jednym z qubitéw. Nazwijmy C' = {|000),|111)}. Skoro blad wystepuje
potencjalnie tylko na jednym qubicie, to mamy tylko 4 przypadki — brak btedu, btad na pierwszym, drugim lub
trzecim. Oznacza to:
a|000) +b]111) = 1®1®1 — C = Cy = brak bledu,
a]100) +b[011) - 0, ® 1® 1 = C = C; = blad na 1 qubicie,
a]010) +b]101) - 1® o, ® 1 = C =C; = blad na 2 qubicie,
@]001) +b[110) - 1® 1 ® 0, = C = (5 = blad na 3 qubicie.

Znajdujemy sie w jednej z 4 podprzestrzeni C;. Mamy wybraé¢ pomiar identyfikujacy te podprzestrzen i naprawia-
jacy blad, z ktérym jest ona zwiazana.

Fakt

Jezeli potrafimy naprawi¢ jakis rodzaj bledu, to potrafimy naprawi¢ réwniez liniowe kombinacje takich bledéw
(zwykle robi sie to przez wprowadzenie ancilli, ktéra zapisuje rodzaj btedu).

W przypadku informacji kwantowej mamy tez do czynienia z innym rodzajem btedu tzw. phase-flip. W tym przy-
padku pozostajemy w tej samej podprzestrzeni C. Phase-flip dziala w nastepujacy sposéb (na pojedynczym qubicie)

0) = 10), 1) = [-1).
Przyjmijmy nastepujace kodowanie
V) =al0)+B1) — al+++)+8|———). (14.2)
Stan |ay) = %(\0) + |1)) bedzie chronié przed bledem typu phase-flip.

Majac te dwa kodowania, chcielibySmy teraz polaczyé¢ je w jaki$ sposéb tak, aby otrzymaé kodowanie odporne
zaréwno na bit jak i phase flip. Wezmy

0) — — (]000) + [111))®? (14.3)

1
V2
1
%
Takie kodowanie potrafi jednoczesnie naprawié phase i bit flip (o, = —ico,0,). Okazuje sie, ze takie kodowanie jest

wystarczajace, aby naprawi¢ dowolny blad na pojedynczym qubicie!

1) — — (]000) — [111))®?
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Rozpatrzmy teraz nastepujacy przypadek. Niech A bedzie kanalem opisujacym dekoherencje jednego qubitu.

A() () = DK [0) (W] K] (14.4)

Kazdy K; moge zapisa¢ w bazie o;.
Ki = Zeijoj (145)
J

Oznacza to, ze na wyjsciu dowolnego obwodu dostaniemy stany

i) =) € [¥) (14.6)

czyli kombinacje bit / phase flip, a te potrafimy naprawic!
Tolerancja btedu (Fault tolerance)
Jesli poziom bledéw jest odpowiednio niski mozemy efektywnie je naprawia¢ (mimo, ze uzywamy tez do tego nie-
doskonalych elementéw). Ogdlnie przyjmowany prég tolerancji bledu to F > 99,9%. To wazne, zeby bledy byly
nieskorelowane!
Ogéblne warunki dla obwodéw z korekcja bltedéow
Niech F, bedzie baza op. reprezentujaca bledy.

E=) ciB, (14.7)
Dodatkowo niech [1);) oznacza stany logiczne. Wtedy

[v) = Zai i) - (14.8)

Twierdzenie
Ve (Y| ETE[Y) = C(E) <= mamy E — C code. (14.9)

przy czym C jest niezalezne od [¢).
Dowéd

Zaczniemy od implikacji w prawo. Mamy
(0| EJEq |¢0i) = C(E,)
(Wil BY |5) = C(Ea)
%(Wﬁ\ + () ELE([0i) + [45)) = C(Ba)
(il EJEq [1b) = C(Ea)di;

(il ELEy [4) = Capdiy,
przy czym Cyp jest hermitowskie. Diagonalizujac Cyp przejdziemy do nowej bazy. Nazwijmy ja F,. Mamy

(Wil FIFy[5) = fadijOab (14.10)

79



Pozwala nam to na omijanie stanéw po zadziataniu btedu i mozemy stwierdzi¢ jaki btad sie zadzial. Widzimy tez,
ze

(il FIFa|1h) = fabij, (14.11)
czyli, ze dziala proporcjonalnie do operacji unitarnej. Na przestrzeni kodowej jest to odwracalne. (?7777)

Dowdd w druga strone. Jezeli mamy F — C, to musi zachodzié

(V| BTE[y) = (¢| E'E|9) (14.12)

inaczej E zmieni (7) stan.

(14.13)

T
E(lo) +16) = N (|w> L WIEEW) |¢>)

(9| ETE|9)
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