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TYDZIEN 1 (25.02,27.02)
Wstep Historyczno-Filozoficzny

Powstanie mechaniki kwantowej—rewolucja poréwnywalna
z przewrotem kopernikanskim. Przed rokiem 1900 praktycz-
nie doskonaly opis wszystkich zjawisk (mechanika, grawita-
cja, termodynamika, elektrodynamika, optyka, ......). Cy-
taty ku przestrodze:

Kiedy rozpoczynalem studia fizyczne (1880r) i u mego
czcigodnego nauczyciela Philippa von Jolly’ego zasiega-
tem opinii na temat warunkéw i perspektyw moich stu-
diow, przedstawil mi on fizyke jako nauke wysoko roz-
winigta, prawie catkowicie dojrzala, ktéra po ukoronowa-
niu jej osiagnieé przez odkrycie zasady zachowania energii
miala juz wkrotce przyjac ostateczna postaé. Wprawdzie
w tym czy innym zakatku pozostaje jeszcze do zbadania
i usuniecia jakis pylek czy pecherzyk, ale jesli chodzi o
system jako calo§é, to jest on do$¢ zabezpieczony, a fizyka
teoretyczna wyraznie zbliza si¢ do osiagniecia takiej do-
skonatlosci, jaka od stuleci jest wlasciwa geometrii (Max
Planck)

Wszystkie najwazniejsze fundamentalne prawa i fakty w
fizyce zostaly juz odkryte i tak dobrze ustalone, iz jest zni-
kome prawdopodobieristwo, ze zostang one uzupetnione w
wyniku nowych odkry¢. (Albert A. Michelson, 1899)

»Drobne problemy”: Promieniowanie rozgrzanych cial, Zja-
wisko fotoelektryczne, Budowa atomu (klasyczny elektron
poruszajacy sie po orbicie powinien promieniowaé) — wpro-
wadzenie pojecia kwantu energii—energia moze by¢ przeka-
zywana jedynie w porcjach, hv = hw, h = 6.62-10734Js.h =
h/2m = 1.05-10734Js. Materia i $wiatto wymieniajg energie
w porcjach.

Szkic rozumowania Plancka Obserwujemy, ze gesto$¢ ener-
gii od czesto$ci ma ksztalt inny niz przewiduje teoria kla-
syczna. SzeScian o boku a mody znikajace na brzegach:
Asinkyrsinkyysink,z. Warunki brzegowe, k, = ngm/a,
. Zwiazek dyspersyjny w? = (k2 + kj + k2)c®, w = 27w,
2 . 4 . s . .« .
nZ +nZ+n? = 2% 12 Liczba modéw o czestotliwosci mniej-
szej niz v N(v) = 4% (2av/c)® x 2 (dwie polaryzacje). Czyli
gesto$é czestotliwoiciowa modéw: n(v) = 8ma’v?/c®. Za-
sada ekwipartycji—na kazdy mod przypada energia k7T —
problem, gesto§é energii: u(v,T) = 87kTv?/c3>—wybucha
dla wysokich czestotliwosci (calkowita energia nieskon-
czona) W danym modzie prawdopodobienistwo, ze jest ener-
gia E (rozklad Boltzmana), p(E) = +e &/*T—grednio
(E) = kT. Ale jesli energie tylko dyskretne FE, =
_ 1 ,—nhvo/kT _ _ h
nhv,p(E,) = 27" v/kT (E) = >, nhvp(n) = R -
u(v, T)8mh(v/c)®/(e"/FT —1). (Wystarczy jakosciowe pro-
porcjonalnosci)
Kiedy mysli sie o wszystkich eksperymentalnych potwier-
dzeniach elektrodynamiki Maxwella w badaniach nawet
najbardziej ztozonych zjawisk interferencji, kiedy mysli sie
o niezwyklych trudnosciach w objagnianiu zjawisk elek-
trycznych i magnetycznych przez teorie, ktére by odrzu-
caly te elektrodynamike, to instynktownie przyjmuje sie
wrogi stosunek do wszelkich préb poruszenia tego funda-
mentu. Dlatego tez pozostawimy nadal na uboczu hipo-
teze kwantow $wiatta, tym bardziej, ze jest ona jeszcze w
stadium zarodkowym. Bedziemy przyjmowali, ze wszyst-

kie zjawiska zachodzace w prézni doktadnie odpowiadaja
rownaniom Maxwella (Max Planck 1912)

Niepodzielny kwant $§wiatta + ptytka $wiattodzielaca —
indeterminizm!. Ale Mechanika kwantowa to co$§ wiecej
niz mechanika klasyczna + indeterminizm. Interferometr
Macha-Zehndera [RYSUNEK], Natezenia na wyjsciu dla kla-
sycznej fali e-m: I = Ipsin?6/2, I, = Iycos®6/2 (Cwi-
czenia). Czyli prawdopodobieristwa: p; = sin? 0/2, po =
cos? 0/2. Nie mozemy mysleé, ze foton leci jednym lub dru-
gim ramieniem! Jego polozenie jest nieokreslone wewnatrz
interferometru—mnie ma takiej ,wtasnosci sam w sobie”. Co
bedzie jesli wykonamy pomiar wewnatrz interferometru—
nadamy wlasnosé obiektowi “ktoéra droga’, ale...niszczymy
interferencje: p1 = p2 = 1/2. Inaczej niz w mechanice
klasycznej obiekty ,nie maja cech istniejacych obiektywnie
przed dokonaniem pomiaru” Foton nie ma okreslonego poto-



zenia w interferometrze dopéki nie dokonamy pomiaru we-
wnatrz. Z kolei jedli dokonujemy pomiaru na wyjéciu to
mozemy myS$le¢ ze foton interferometrze byt w superpozycji
dwoch drég z okreslong fazg wzgledna 7w, 0—te cechy fotonu
sie ,urealniaja”’ dzieki pomiarowi.

Jak to bylo w Mechanice klasycznej?

e Stan uktadu (np. podanie g; i p; w sformutowaniu Ha-
miltonowskim) pozwala obliczyé¢ wszystkie potencjal-
nie mierzalne fizyczne wlasnosci - te wlasnosci istnieja
niezaleznie od pomiaru (realizm)—pojecie pomiaru
nie ma znaczenia w sformulowaniu teorii. Brak po-
dziatu obserwator vs uklad mierzony. Obaj istnieja we-
wnatrz tego same obiektywnego §wiata (ktéry ,mozna
widzie¢” z zewnatrz)

e Stan ukladu w chwili ¥ wyznaczony jednoznacznie
przez stan uktadu w dowolnej wezesniejszej chwili t < ¢/
(determinizm). Ewolucja—trajektoria w przestrzeni
fazowej. H(g;,p;)-Hamiltonian

G = G dA(gi, pi)

! — (A H
pi = —g*fi dt { )

0AOH O0AOH
CH) =D 50 om o

?

e Opis statystyczny w mechanice klasycznej (rozklady
prawdopodobieristwa w przestrzeni fazowej) zwiazany
jest jedynie z nasza niewiedza i nie ma w nim nic
fundamentalnie nowego

Jak to jest w Mechanice kwantowej?

e Pomiar nie jest po prostu ujawnieniem wcze$niej ist-
niejacych wtasnosci uktadu. Wybierajac pomiar decy-
dujemy ktorym z wlasnosci fizycznych nadamy okre-
glone wartosci (brak realizmu). Obserwator i pomiar
pelnig fundamentalng role w teorii—mie mozliwy jest
obiektywny opis od zewnatrz (Istota wyzsza obserwuje
wszech§wiat z zewnatrz!). Wszech$wiat trzeba opisy-
wa¢ od §rodkal

e Stan ukladu—informacja o prawdopodobieristwach
wynikéw réznych potencjalnie wykluczajacych sie po-
miaréw. W ogolnosci nie da sie przewidzie¢ wyniku
konkretnego pomiaru mimo posiadania pelnej (w ro-
zumieniu teorii) wiedzy o ukladzie (indeterminizm).
Stan ukladu zmienia sie gwaltownie w momencie po-
znania wyniku pomiaru (kolaps funkcji falowej).

e Ewolucja stanu uktadu pomiedzy przygotowaniem a
pomiarem jest deterministyczna (réwnanie Schroedin-
gera), ale z uwagi na brak realizmu ta ewolucja powinna

by¢ traktowana jako narzedzie do obliczania prawdopo-
dobienstw wynikéw pomiaréw a nie realny byt istnie-
jacy niezaleznie od obserwatora.

Pojecie obiektywnej rzeczywisto$ci wyparowalo, zasta-
pione przez przejrzysty matematyczny formalizm, ktory
nie opisuje juz zachowania samych czastek a raczej na-
sza wiedze o tym zachowaniu. Tym, co obserwujemy, nie
jest przyroda sama w sobie, lecz przyroda, jaka nam sie
jawi, gdy zadajemy jej pytania we wtasciwy nam sposob
(Werner Heisenberg)

Stan kwantowy nie jest obiektywna wlasnoscia pojedyn-
czego uktadu, ale informacja uzyskana ze sposobu przy-
gotowania ukladu, ktére moga by¢ uzyte to przewidywa-
nia wynikéw przyszlych pomiaréw. Kolaps funkcji falo-
wej zachodzi w umysle obserwatora, nie dlatego, ze za-
chodzi tm jaki§ szczegdlny proces fizyczny, ale dlatego, ze
stan jest pojeciowym konstruktem samego obserwatora.
(Asher Peres)

Kiedy fizycy przeprowadzaja eksperymenty w laborato-
rium, sg realistami. Moéwia o fotonach i elektronach po-
ruszajacych si¢ tu i tam. W momencie jednak, gdy roz-
poczniesz dyskusje filozoficzna i zapytasz ich o podstawy
mechaniki kwantowej, wiekszo$¢ powie, ze tak naprawde
nic nie istnieje w oderwaniu od kontekstu pomiarowego,
ktory to co$ definiuje. (Anton Zeilinger)

Rzeczy i zdarzenia sa ‘puste’ w takim sensie, ze nie posia-
daja zadnej niezmiennej esencji ani absolutnego istnienia,
ktore zastugiwalo by na miano ,niezalezno$ci” od reszty.
Materia nie moze by¢ obiektywnie pojmowana i opisy-
wana poza obserwatorem — materia i umyst sa wspolza-
lezne. (Dalailama, ,,The Universe in a single atom”)

Uklad nasz, z ktorego zadna miara wyj$¢ nie mozemy, roz-
bity jest na podmiot i przedmiot, ktérych rzeczywistego
stosunku nigdy nie wyja$nimy, poniewaz nie jesteSmy obo-
jetnymi spektatorami zjawisk, ale jedna ze stron dziataja-
cych. (Stanistaw Ignacy Witkiewicz ,,O Dualizmie”, 1902)

Ewolucja Fizyki—odchodzenie od opisu ,,z zewnatrz” do opisu ,,od
wewnatrz”

e Fizyka Arystotelesa: Ruch jako pojecie absolutne.
Prawa fizyki zdefniowane wzgledem jedynie stusznego
absolutnego ukladu odniesienia (Ziemia). Brak pojecia
uktadu odniesienia zaleznego od obserwatora.

e Fizyka klasyczna: Ruch jako pojecie wzgledne za-
lezne od obserwatora. Czas i przestrzen - pojecia
absolutne. Obiekty fizyczne posiadajace swoje cechy
niezalezne od obserwatora.

e Teoria wzglednosci: Nie tylko ruch ale czas, prze-
strzen i masa - pojecia wzgledne zalezne od ob-
serwatora. Ale wciagz wlasnosci przynaleza do obiek-
tow i wymagaja jedynie dokonania pewnych transfor-
macji aby uzgodni¢ opisy réznych obserwatoréw

e Teoria kwantowa: Teoria sformulowana w jezyku
uwzgledniajacym jawnie obserwatora — opis od
wewnatrz



Obroricy realizmu

e David Bohm, Teoria parametréw ukrytych -
czastki maja dobrze okreslone wszystkie wtlasnosci fi-
zyczne niezaleznie od obserwatora tylko nie mamy do
nich dostepu. Sprowadza mechanike kwantows do kla-
sycznej fizyki statystycznej. Lamanie nierownosci Bella
wyklucza istnienie lokalnej teorii parametréow ukrytych

¢ Roger Penrose, Grawitacja jako Zrodlo kolapsu-
,Nie mozna pogodzié sie z teoriag kwantéw. Musimy
ja zmieni¢, tak by dostarczala wiarygodnego obrazu
§wiata [...] Jesli zinterpretujemy dostownie deklaracje
niektorych najstynniejszych zwolennikéw teorii kwan-
téw, to nie otrzymamy w ogodle zadnego obrazu §wiata”
(Cienie Umystu)”. Funkcja falowa i jej kolaps sa realne.
Kolaps spowodowany jest grawitacja — niemozliwosé
istnienia superpozycji dwoch réznych geometrii czaso-
przestrzeni. Fenomen §wiadomosci zwigzany z nowa
fizyka odpowiedzialng za kolaps

e Hugh Everett, teoria wielu §wiatow- "Nigdy nie
nastepuje kolaps. Istniejg wszystkie sktadniki super-
pozycji — nasza $wiadomos$é jest tez ukladem kwan-
towym i zyje w jednym z tych skladnikéw i dlatego
obserwuje konkretne wyniki. Rownolegle istnieja inne
,hasze §wiadomosci” obserwujace inne wyniki. Funkcje
falowg traktujemy jako podstawowy byt fizyczny

Najprostszy uktad kwantowy - qubit, spin 1/2

Eksperyment Sterna-Gerlacha (1922) [RYSUNEK]. Kla-
sycznie energia momentu magnetycznego w polu magnetycz-
nym H = —ji - B. Pole B niejednorodne w kierunku z,
B~ (Bo + az)é,. Sita F~ ap,é,. W zaleznosci od orienta-
cji fi klasycznie spodziewamy sie réznego odchylenia-plamka.
W eksperymencie tylko dwie plamki!l. Skwantowanie mo-
mentu magnetycznego! Rzut na 0§ z przyjmuje tylko jedna
z dwoch wartosci +up. pup = 22}3& magneton Bohra (dalej
bedziemy pisa¢ po prostu p, bo moglibyémy mieé¢ do czy-
nienia nie koniecznie z elektronami). Zwiazane ze skwanto-
waniem wewnetrznego momentu pedu elektronu (spinu 1/2,
s, = £h/2).

[-++).,|—)~ - stany odpowiadajace odpowiednio pomiarowi
rzutu g na o$ z tu. Trzy schematy zagadaki: (i) SGz i na
jednym ze sktadnikéw znoéw SGz - Powtorzenie pomiaru p,
na |£) da juz wynik deterministyczny (tak jakby powtoérnie
sprawdzac ktoredy leci foton). (ii) SGz i na jednym ze sktad-
nikéw SGx (iii) SGz SGx SGz. (drugi pomiar x, ,zamazal”
jakakolwiek informacje o z).

Stany spinu chcemy opisa¢ jako wektory w dwu wymia-
rowe]j przestrzeni wektorowej z iloczynem skalarnym (prze-
strzeni Hilberta). |+).,|—). - wektory ortogonalne (baza).
Ogélny stan:

[) = Y|4z +h_| =), = [1/4 }

- unormowany wektor [ [® + [_|* = 1. vp = .(E[)-
amplitudy prawdopodobienstwa (analogia do amplitud fali e-
m w interferometrze), [1)+|?> = p+. Uzywamy notacji braket:
(W] = [v3,95 ] = i(+l: + 02 (|- @lo) = (@llo) =
Py + vt o,

Jak wyglada¢ powinien stan |+),? Mamy |+), i mierzymy
{2, dostajemy wynikity (nie ma innych wartosci np. g, = 0)
7 pyr = 1/2 ($rednio (pu;) = 0 tak jak powinno by¢ klasycz-
nie). Jaka postaé¢ |£),? (Ortogonalnosc!)

1 1
+)e=—7=(+)+17)z2), = =
I+) \/§(| )2+ 1=)z), =) 7

(umowna konwencja +). A co z |+),? Musi spelniaé:
ly(HI =) = 0, 1y CEE)=[2 = 172, |, (4,12 = 1/2. Stad 2
doktadnoscig do globalnego czynnika fazowego (Cwiczenia):

()= —1-)2)

[y = 20+, 1 = () = l-).).
Globalny czynnik fazowy nigdy nie ma znaczenia—
obserwowalne sg prawdopodobieristwa.

Stan o rzucie momentu magnetycznego +u w kierunku
i = [sinfcosp sinfsing cosf |, |ii) = ny|z)y +n_|z)_.
Srednia warto$¢ momentu magnetycznego tak jak klasycznie:

1
§(|n+ +n_|>—|ny —n_|*) =sinfcos

—_

§(|n+ —in_|* = |ny +in_|*) =sinfsinp

Z doktadnoscig do globalnego czynnika fazowego:

0
COS§ :|

sin Zei®

|77) :cosg|+>z++singew\*>z = [ 9
2

Ogolny stan qubitu. Liczba parametrow rzeczywistych 4 —
1—1 = 2. Ogolny stan—punkt na sferze Blocha (RYSUNEK-
SFERA BLOCHA). Uwaga: ortogonalnos¢ na sferze Blocha
(w przestrzeni) to nie ortogonalno$¢ w przestrzeni Hilberta.

Macierze 0,4, (Pauliego) ktoérych wektorami wlasnymi
beda |+),, . a wartosci wlasne +1:

%zﬂﬂdﬂ—km—=[?ﬂ
=[5 7]

J1 0
927 10 —1



Zwroémy uwage, ze (p.) = (Y|uo.|) i analogicznie z,y.
uo, - obserwabla rzutu momentu magentyczneog na o$ z.
Ogolnie

Mg = /J/(nmo-m + nyoy + nzaz) = /J/Bﬁ -0

Obserwabla rzut momentu magentycznego w kierunku 7
(warto$ci wlanse +pu, wektory wlasne |£)z ). Sprawdzi¢
(Cwiczenia):

(il 7) = i -7
czyli uzyskujemy warto$¢ oczekiwana, ktéra zgadza sie z kla-
sycznym wyrazeniem (warto$¢ oczekiwana: obkladamy ob-
serwable stanem).

Model pokazuje, ze przed pomiarem nie mamy nigdy do-
brze okreslonej wartosci wszystkich sktadowych momentu
magnetycznego—co najwyzej jedna. Wybierajac kierunek
pomiaru ,urealniamy” dana sktadowa.

Cwiczenia

1. Wyprowadzenie wzoru Plancka, dyskusja dlaczego kla-
syczny opis nieadekwanty. Mozna tez pdzniej przedys-
kutowaé problem ciepta wlasciwego ciatl statych - mo-
del Einsteina

2. Klasyczny model atomu wodoru - uproszczone rozumo-
wanie prowadzace do jako$ciowego wyniku: po jakim
czasie elektron spadnie na proton w zwiazku z promie-
niowaniem wynikajacym z wzoru Larmora (1071%s).

3. Klasyczna dyskusja dziatania plytki §wiattodzielacej i
interferometru Macha-Zehndera - wyprowadzenie wzo-
row na natezenia na wyjséciu, ktére musza w wer-
sji kwantowej odpowiada¢ prawdopodobieristwom—
wprowadzenie notacji wektora dwuwymiarowego z am-
plitudami (klasycznie-amplitudy pola e-m, kwantowo
to beda amplitudy prawdopodobieristwa)

4. Bomba  Vaidmana w  wersji podstawowej—
prawdopodobieristwo  sukcesu 1/4 (w kolejnych
tygodniach mozna da¢ w wersji zaawansowanej z
sukcesem dowolnie bliskim 1 w kontekscie efektu
Zenona)

5. Majac statg h, G, ¢ mozemy zbudowaé naturalny uktad
jednostek gdzie h = 1,G = 1,¢ = 1 (czas Plancka, dtu-
gos¢ Plancka - charakterystyczne skale gdzie spodzie-
wamy sie efektéw kwantowej grawitacji, masa Plancka
(czarna dziura o tej masie miataby promien Schwarz-
schilda réwny dlugosci Plancka)

6. Pokazaé,ze z doktadnoscia do globalnego czynnika fa-
zowego stany spinu 1/2 |+), wyznaczone jednoznacznie
przy zalozeniu, ze mamy |+), i |£), i ze konieczne sa
liczby zespolone.

=/

7. Sprawdzi¢ ze (7i|p|7) = pii -7

8. Sprawdzié, ze wektory wlasne pz, to |7) i | — 7).

9. Przygotowano stan |77), a nastepnie zmierzono urzadze-
niem Sterna Gerlacha ustawionym w kierunku zada-
nym przez wektor m. Jakie jest prawdopodobiernistwo
zmierzenia warto$ci momentu magnetycznego +pu?

TYDZIEN 11 (04.03, 06.03)

Matematyczne sformutowanie Mechaniki kwantowe;j

Zasada superpozycji! podstawa Mechaniki kwantowe;.
Jesli uklad mozna przygotowaé w stanach |1), |2) to mozna
go tez przygotowad w stanie superpozycji tych dwoch stanow
all) + B)2) (np. foton w superpozycji dwoch drog, atom w
superpozycji dwoch stanéw energetycznych, spin w superpo-
zycji do gory i do dotu, itp...) Stad stany opisujemy uzywajac
przestrzeni wektorowe;j.

Stan ukladu reprezentujacy pelna wiedze o ukladzie—
unormowany wektor: [¢) € H, (¢¥|p) = 1. Wymiar prze-
strzeni Hilberta H moze by¢ co. e'*[y)) = |¢)).

Pomiar Rzutowanie stanu w pewnej bazie |i). p; =
|(i[1)|? (kwadrat amplitud prawdopodobienstwa) i uktad po
pomiarze w stanie |¢). Oznacza to, ze stany ortogonalne sa
potencjalnie rozréznialne przez pewien pomiar. Jesli wynik
pomiaru 4 zwigzany z pewna weilkosci fizyczna o wartosci
a;, to A = 3. a;]i)(i| - nazywamy obserwably danej wiel-
kosci fizycznej (operator Hermitowski). (A) = (Y|Aly) =
S, asiblli) () = 3, asl(46li) 2.

Ewolucja. Podobnie jak w mechanice klasycznej. Ewo-
lucja ukladu izolowanego odwracalna (informacja nie ginie),
jesli mieliSmy stany rozréznialne to pozostana rozréznialne
(zachowuje ortogonalnosé).

() = U(#)]4(0))

Zaktadamy: U(t)-operacja liniowa (reprezentowana przez
macierz) i zachowujaca rozréznialnos$é stanéw. Rozwazmy
baze |i), (j|i) = d;;. Chcemy

U®ilU(t)j) = @U-TU)]5) = i

Czyli U(t)TU(t) = 1. U(t)-unitarna—zachowuje iloczyny
skalarne.

Rozwazmy infinitezymalna ewolucje, U(dt), wiemy, ze
U(dt) 30y, Zakladamy tez ze pierwszy rzad nietrywialny
rzad jest liniowy w czasie (stale na razie nazwane arbitralnie)

Udt) ~ 1 — %Hdt

. Z warunku unitarnosci U(dt)TU(dt) = 1+ £(H' — H) +
O(dt?) — H' = H - operator Hermitowski (po to bylo 7). Z
tego wynika:

dly(t))
dt

(Rownanie Schroedingera - ale ciagle nie wiemy co to jest
H?)

ih = H[y(t)) (1)



Jak ewoluuja wartosci oczekiwane obserwabli?

) | ‘
ZWOIAR() = —5 (0| AH — HAR()) = 5 ([A, H])
Wezmy A = H, %ﬁ” = —1[H, H] = 0. Warto§¢ oczekiwana

H nie zmienia sie w czasie—dobry kandydat na energie! (z
doktadnosciag do stalej, ktora wprowadzamy za pomoca h
jednoczesnie zapewniajac dobre jednostki) H-Hamilotnian,
obserwabla zwigzana z pomiarem energii.

Analogia z Mechanika klasyczna.

dA
Czyli formalnie zastepujac nawias Poissona {-,-} przez
—£[-,-] mamy korespondencje miedzy klasycznym i kwanto-
wym opisem (pod warunkiem ze wiemy jak napisa¢ operatory
odpowiadajace danym obserwablom).

Jesli H nie zalezy od czasu (brak zewnetrznych zmiennych
czynnikow), rownanie (1) daje:

() = U @)% (0)),

Wystarczy umieé liczy¢ exp od macierzy.
Jesli H = )", Ex|E)(Ex|. Jak ewoluuja |Ej)?

U(t) = e 711,

|E(6)) = e~ | ER(0))

—stany stacjonarne (globalny czynnik fazowy nie zmienia
fizycznie stanu). Majac rozktad [(0)) = >, x| Ex):

(1) =" e
k

B = (Bl(0))e | By

k

Urok notacji braket: |[¢) = Y, ¥i|Er) = Y (Ex|V)|Ek) =
2o [ED(Ei|[¥), Ale 37, |Ey)(E;| = 1, czyli ) = 1[)).

Przyklad: precesja momentu magnetycznego w polu magnetycz-
nym Pole B w kierunku z, H = —po,B. Wezmy [¢(0)) =
cos0/2|+), +sinf/2|—)z

[th(t)) = cos ge_%H—)Z + sin ge% |—) 2

2iuBt

() = cos §|+). +sinde™ 7 |—).

Czyli na sferze Blocha obrot wokot osi z, z w = 2uB/h.
W ogélnosci jesli H zalezy od czasu wciaz mozemy napisac:

2 dlv(t)
th = H(t)

ale odcatkowanie juz nietrywialne. Mozna formalnie napisac:

[9(8)) = U(#)[(0)),

gdzie T oznacza uporzadkowanie czasowe operatoréw (te z
mniejszym s muszg uderzac na stan pierwsze). Jawnie

()

i [t

U(t) = Te & Ja 454

U(t) _1+§:1 (;)n/t:dtl /t:1~~~/t:nldth(tl)H(tg)...H(

My raczej bedziemy mie¢ do czynienia z H niezaleznymi od
czasu. W Mechanice kwantowej mamy schizofreniczna ewo-
lucje stanu: (i) ciagta deterministyczna jak nie ma pomiaréw,
(ii) skokowa niedeterministyczna (kolaps funkcji falowej) w
wyniku pomiaru.

Czastka w przestrzeni (1D)

Zmierzamy do rownania Schroedingera na koszulkach.
Chcemy opisa¢ punktowa nierelatywistyczng czastke kwan-
towa o masie m, mogaca poruszaé¢ sie w 1D. Nieskoriczenie
wiele polozen czastki—przestrzen nieskoniczenie wymiarowa.
Jesli mamy jakas skale rozdzielczosci to liczba stanéw prze-
liczalna:

W) = (a)|x).

¥(x) = (z|th) - funkcja falowa (amplituda prawdopodobieni-
stwa znalezienia czastki w x), |1 (z)|?-prawdopodobieristwo,
|z) - stan ktorego pomiar polozenia da zawsze x. Warunek
unormowania »__ [¢(z)|* = 1. Mamy po prostu nieskoticze-
nie wymiarowa przestrzen wektorowa. W praktyce czesto
uciaglamy [OPISAC PRZEJSCIE DOKEADNIEJ]:

) = [ @l

Wtedy [¢(z)|? gestos¢ prawdopodobienstwa, [ dz|y(z)|* =
1. Méwimy, ze 9 () naleza do przestrzeni Hilberta L2- prze-
strzen funkcji catkowalnych z kwadratem. Ale zaraz pojawia
sie pewne problemy z interpretacja |x)... Musi byé:

1= (yly) = / drdap* ()b (a) (z]2')

Czyli musimy mie¢ (z|z’) = 6(z — 2’). Stany |z) nie sa
unormowane, nie nalezg do L?, mimo to uzywamy ich dla
wygody. Daja rozktad jednosci:

/dx|m><x| —1

bo (/| [ dx|x)(z||z"”) = 6(2’ — 2""). Hloczyn skalarny funkcji
falowych:

(]¢) = / dai* () b(z).

Operator potozenia Z. Zlz) = z|z). Czyli ) =
[ dzyp(z)z|z), innymi stowy myslac o funkcji falowej mozemy
rownowaznie mowic: () = xp(z). Odrywajac sie od |¢)
i mowiace tylko o ¥ (z) mowimy, ze uzywamy reprezentacji
polozeniowej stanu kwantowego (amplitud w bazie wtasnej

Zeby napisa¢ kwantowy Hamiltonian odpowiadajacy kla-
sycznemu (p?/2m + V(z)) potrzebujemy operatora p. Po-
stuzmy sie analogia do nawiaséw Poissona. Wiemy, ze
{z,p} =1 czyli chcemy znalez¢ p, zeby:

tn)
(Wl[z, plly) = ih.



Rownowaznie [Z, p] = ikl Czyli w reprezentacji potozeniowej

(wp — pr)ip(x) = ihap(x)

Wezmy
. d
p= iy
d d
ihiz ﬁf) +ih (I;/’f)) — il ()

jest OK. Mozemy napisa¢ Hamiltonian w reprezentacji poto-
zeniowej:

H= (—z‘hd‘i>2 +V(x)

Czyli rownanie Schroedingera zalezne od czasy, na funkcje
falowg v (x,t) w reprezentacji polozeniowej

()
mm{

2 2
715+V<ﬂwmn @)

Dla H niezlaezngo od czasu Wiemy, ze stany wlasne H (stany
o energii F), ewolujua:

iEt

= wE(x)e_lh )

wE(l‘,t)

i eliminujemy czas otrzymujac rownanie Schroedingera bez
czasu:

n? d?

~57g t V(z)| Ye(r) = EYp(x)

Rozwiazujac to rownanie znajdujemy stany witasne H.

d*p(z)

dx?

Przyklad. Crzastka swobodna Bierzemy V(z) = 0,

Evy(z). Rozwiazanie (stala arbitralna):
1 ipe
’(/}p(l') = er,

V2rh
gdzie p = £v2mE. Czyli pelna funkcja:

/lpp($7 t) = \/ﬁe%(I%U—Et)7

fala ptaska biegngca w prawo lub lewo. Dlugosé fali

A=2wh/p = h
p

tak jak w Hipotezie de Broglie. Mogliby$my zaczaé¢ od tego
na zasadzie analogii ze $wiatlem i argumentowac, ze stad

Reprezentacja pedowa

¥p(z) to jest stan wlasny operatora p z wartoscia wlasna
p, mozemy go nazwaé |p):

~ [ st @)

niestety podobnie jak |x) nie unormowany:
(plp’) = L/dxei(p_p,)x/h =d(p—p)
27h

Ale daja rozktad jedynki:

[ avloo = 5

Czyli mozemy zapisa¢ rownowaznie stan:

dpdada’ €@ ) (2| = /dm|m><m| =1

wwi/wwmuwa/@wmm

Gdzie ¥(z) = (z|v)), 15(10) =

zentacji pedowe;j:

Mmzfmwmwwzy%%/mfmﬁwm

transformata Fouriera.

(pl) -

funkcja falowa w repre-

Y(x) = dpe™*/ M) (p)

F

[v(p)|? - gestosé prawdopodobienstwa zmierzenia pedu p.

Paczka Gaussowska

Model zlokalizowanej czastki swobodne;j.

1 ipgr _ z2

1/’(33) = We h 402

Fala ptaska modulowana gausem.
(@) = @laly) = [ dov* @i@) =0 A% = o?
W reprezentacji pedowe;j:

2 1/4 o2 (p—pa)2
B = () e
™



Im lepiej okre§lamy polozenie tym gorzej okreslamy ped
(przejaw ogolnej zasady nieoznaczonosci Heisenberga, w tym
przypadku wlasnosé¢ transformaty Fouriera). Jak ewoluuje
paczka? Rozkladamy na stany o okreslonej energii i ewolu-
ujemy:

w(t)) = [ dploloone 5y

b(p,t) = b(p,0)e™ Tt

Wracamy do reprezentacji potozeniowej:

(z, / dpe - b(p,t

Wychodzi z doktadnoscia do nieistotnego czynnika fazowego
[Cwiczenial:

t
Po )2

2\ M/ ioew - BT )7
Y(z,t) = (0> ¥QPT06 1(o2+ 5
o

2 2 | ith
+ Lol
2m

Ciekawiej jak wezmiemy modut:

1 (a—L0%)2
[ (,1)|* = ¢ TG
27r[a2 + (L)z]

2mo

Srednia paczki porusza sie jak czastka klasyczna (z) =
pot/m, ale paczka sie rozplywa:

o(t) = 0% + (ht)z TR

2mo

- _ 2mo?
gdzie 7 = =

charakterystyczny czas rozptywania.

Cwiczenia

1. Krotka powtorka z algebry: operatory Hermitowskie,
Unitarne (wlasnosci - wartosci wlasne, ortogonalnosé
wektorow wlasnych), liczenie funkcji od operatora [w
szczegOlnosci exp(A), zwroci¢ uwage, ze exp(A+ B) #
exp(A) exp(B) i dlatego problem jak Hamiltonian za-
lezy od czasu|, przyktady z notacja bra,ket

2. Zapisa¢ rownania na ewolucje wartosci oczekiwanych
sktadowych fi dla momentu magnetycznego umieszczo-
nego w polu B skierowanym w kierunku z — precesja
(wprowadzi¢ przy okazji ogolne reguty komutacyjne dla
macierzy Pauliego).

3. Rozwazy¢ stan |+)., w polu magnetycznym B w kie-
runku z. Napisa¢ stan po czasie t. Zmierzono p,, zna-
lez¢ prawdopodobienstwa wyniku +u. Gdyby podzie-
lono t na n krétki odcinkéw czasu t = nr, n > 1, i mie-
rzono stan co czas 7. Jakie jest prawdopodobieristwo
w granicy n — o0, ze stan w kazdym pomiarze bedzie

wychodzil |+), (efekt Zenona). Wréci¢ do przyktadu
Bomby—ale przetlumaczonego na spin. Jesli bomba
by wybuchala gdy moment magnetyczny w dot |—).,
to bierzemy czas ewolucji t = w/w (w = 2uB/h cze-
sto$¢ precesji), i co 7 = t/n zblizamy do miejsca gdzie
potencjalnie jest bomba - efekt Zenona powoduje ze jak
wezmiemy n bardzo duze to pozostajemy w stanie |+),
i bomba nie wybucha. Jesli bomby nie ma to ewolucja
idzie unitarnie do |—),. Na konicu mierzymy i wiemy,
ze bomby nie byto.

d

4. Pokaza¢, ze -L nie jest op. hermitowskim a juz —i-%
’ dz dz

jest

5. Pokazaé, ze (tw. Ehrenfesta)

me @) =), ) = (V)
. Do tego wykaza¢ najpierw [p, f(2)] = —f'(2)

6. Zapisa¢ rownanie Schroedingera w reprezentacji pedo-
wej

7. Paczka Gaussowska - $rednie polozenie, wariancja,

Ogoélnie przyda s1e na przyszlo§¢ wzér na calki
+oo —a?

typu f_oo x"e . (przez rozniczkownanie po para-

metrze) - ewolucja w czasie (rozmywanie, ruch ze

Srednim pe;iem 2vvyprowadzw przez calke konturowg
[0 ebrmar® — ob*/(40%)) (dziata zawsze jak Re(a) > 0,

przogj liczeniu propagatora bedziemy mieli przypadek
Re(a) = 0 wiec warto zrobié to porzadnie), policzy¢
charakterystyczny czas rozmywania dla obiektu makro-
skopowego vs mikroskopowego.

TYDZIEN 11 (11.03,13.03)

Funkcja Green’a (propagator)

Wieny, ze jesli H = 3, Ex[k) (K|, ox(x) = (x[k)
() = 3Gkl (to) e =T k)

k

, Przechodzac do reprezentacji potozeniowej:
= 2_ ol
k
_ By (t—t)
dzg Zm 2)gi(wo)e™ 7 P(xo,to) =

:/de(x,t,ono)i/)(fCO»tO) (3)

s / daxo(k|0) (o [:(0)) =

Gdzie

=3 n(@)di(zo)e T (4

k

G(x,t, 0, t0)

funkcja Greena (raczej koncepcyjnie ciekawe niz rachunkowo
uzyteczne). G(x,tg, xg,to) = §(x —x0)-Ok, dzieki zupelnosci
bazy.



Interpretacja funkcji falowej jako ptynu

Mamy gesto$¢ prawdopodobienstwa:
pz,t) = |y (z,t)]
Wprowadzmy prad prawdopodobienistwa
ih
(o) = — [
i) <2m

i mamy réwnanie a’la réwnanie ciggtosci:

* * h *
atp +0:7=0
W 3D byloby odpowiednio:
Op+Vj=0
prawdopodobienistwo nie ginie. Zauwazmy, ze:

/ dzj(z,t) = (p)e/m

, czyli ,Srednia predkosé”.

Granica klasyczna/pétklasyczna

Rozdzielmy na amplitude i faze:

iS(wm,t)

pla;t)e "+ (5)

ij(gc,t) =

gdzie S(z,t) f. rzeczywista.

. 1 i
Czyli:
ji="La.s
m

Zmienno$¢ przestrzenna fazy—strumien prawdopodobien-
stwa. Srednio daje $redni ped:

/ dzpd.S = ()

. Czyli 9,5 ma co$ wspoélnego z pedem.
Rozwazmy czastek o energii £ w stalym potencjale V:

1 tipe—ibt
€ ’ )
vV 2mh

Intuicja jak potencjat wolno zmienny [RYSUNEK] to rozwia-
zanie powinno by¢ bliskie powyzszemu tylko

p(x) =/2m[E -V (z)] = 0,5

, zalezne od = i w ten sposob mieliby$my bliski zwiazek z
ruchem klasycznym. Naturalny warunek wolno zmiennosci
(Skala dtugosci A = h/p(z)): p(x)/(d’;l(;)) > A

'(/J(SU’ t) =

p=+2m(E-V)

(0:5)? > hO2S. (6)

Wstawmy (5) do rownania Schroedingera:

thOu/p — \/p0:S =
1
2m

I patrzymy na wyrazy w najnizszym rzedzie w 7 (ze to legalne
uspokaja nas warunek (6)):

—0,8 = —(0,9)*+V (8)

1
2m
To jest klasyczne rownanie Hamiltona-Jacobiego, S(x,t)-
funkcja dziatania (funkcja tworzaca)—mozemy to traktowaé
jako taki consistency check Zwréémy uwage, ze klasycznie
mamy p = 055 czyli zgodnie z intuicjami wcze$niejszymi.
S = const wyznacza jakby fronty falowe a czastka porusza
sie prostopadle do nich. Tak jak optyka geometryczna ma
sie do falowej do mechanika klasyczna ma sie do kwanto-
wej! (Hamilton najpierw stosowal swoje podejscie w optyce
a pozniej przeniést na mechanike. Schroedinger i de Broglie
sie tym inspirowali, wcze$niej brakowato skali wyznaczanej
teraz przez h).

Rozwazmy teraz stany stacjonarne o energii ¥ w przybli-
zeniu poétklasycznym. Mamy: Oip = 0, 0;.S = —E. Mozemy
rozwiagzaé (8)

S(a,t) = + /x ds/ZmE =V (s)] - Et.

Chcemy aby spekione byto réwnanie ciggtosci 0;p+0,5 = 0,
czyli

0 (p0,S) = const

a wiec
const
ple) = SmE — V(2]
czyli
U(w) = eV B ) = /om[E = V(o)

p(z)

Intuicja: jak mniejszy ped, czastka dluzej przebywa, wiek-
sze prawdopodobienstwo znalezienia. Przyblizenie WKB
(Wentzel, Kramers, Brillouin)—,pierwsza poprawka kwan-
towa do teorii klasycznej”. Przyblizenie tym lepsze im wolniej
zmienny potencjal. To sie¢ nam kiedy$ przyda jako metoda
przyblizona poszukiwania energii wtasnych, wspoltczynnikow
transmisji, itp. Zwro6¢my uwage, ze mozemy tez stosowaé to
przyblizenie w obszarze E < V(z), wtedy:

const
VIp(@)|

Mamy f. wyktadnicze. Niestety w okolicy E ~ V(x) nie
mozemy uzy¢ tego przyblizenia i stad w praktyce potrzeba
jeszcze doktadnej analizy w okolicach punktu powrotu (p6z-
niej) [SZKIC RYSUNKU FUNKCJI W POTENCJALE]

P(x) =

[R?02/p + 2ih0,/p0yS + ihy/p02S — \/p(0:5)?]+/pV

(7)

R OB ()| = /2 V() - B]



Catki po trajektoriach

Feynman (1948). Spdjrzmy na propagator (4) - mowi jak
propaguja sie amplitudy. Zauwazmy, ze dla t > t; > tg

/dmlG(mvtaxlatl)G(l‘l,tl,xo,to) =
S wi = Bwlizto)
/dxlZd)k(x)dj’t(xl)eikf‘bk’(931)¢k(330)€ R =
k,k’

iB,, (t—tg)

Zﬁsk(x)ﬁ(xo)@* g = G(x,t,w0,t0) (9)
e

Ciekawe pytanie—na ile to jest ogdlna wlasnosé dla innych
rownarn niz Schrodeingera. [RYSUNEK - suma amplitud po
roznych drogach.] Jesli teraz bedziemy zageszczaé czasy po-
§rednie, to efektywnie bedzie suma amplitud po wszystkich
trajektoriach x(7), to < 7 <t z x(to) = zo do z(t) = z. Ja-
kie powinni$my przypisa¢ amplitudy ¢[x(7)] =7 tym drogom
zeby sumujac je wszystkie uzyskaé¢ dobry kwantowy propa-
gator?

G(!E7t,$o7t0) =

>

z(1): z(to)=wo,z(t)=2

¢lz(7)]

Na pewno chcemy, zeby odtworzy¢ jakos granice kalsyczna.
Zasada najmniejszego dziatania: klasyczna trajektoria—
extremum funkcjonatu dziatania:

S[x(T)]:/ L(z,#), 6S[(r)] =0

to

L(z, &)-Lagranzian. Jesli przypisa¢ kazdej trajektorii:
enSl*(M] | to generalnie zmieniajac trajektorie dziatanie sie
zmienia i sumujemy przypadkowe fazy, ale gdy w oko-
licy S[z(7)] = 0, dzialanie nie zmienia si¢ w pierwszym
rzedzie—amplitudy wielu trajektorii dodaja sie konstruktyw-
nie! Sensownie jest wiec sprobowac:

G((E, t,xg, tO) = const Z e%s[‘E(T)]
z(7)

Magia. Pokazemy ze dostajemy réwnanie Schroedingera.
Drzieki wlasnosci skladania, wystarczy rozwazyé infinitezy-
malny krok: ¢t =tp + €. Wtedy

G(z,to + €, 70, tg) = const - eF Ll(#+70)/2,(@=z0) /]

Wezmy:

im(m—m0)2

(x,tg +€) = const/dxow(xo,to)e Fe e

_ieV(atag)/2]
h

Oznaczmy n = x¢ — . Bedziemy rozwija¢ w n i e. Widac,
ze wktad daja n o< \/€, czyli rozwijamy do pierwszego rzedu

w € i drugiego w n:
W(x,to) + €dpyp = const/dne% 1- %EV({,C(),to)]
02
[t (x, to) + n0wp + <-070] - (10)

imn?
W najnizszym rzedzie mamy warunek: const [ dne e =1,
stad wyznaczamy stala const = \/m/(2mikie). W rzedzie do

€ mamy:

O = LV + Do
h 2m

I mamy réwnanie Schroedingera! Czyli efektywnie, propaga-
tor mozemy liczy¢ jako:
G(wy, ta,a1,t) = [ Dla(r)]er S
z(7)

Sla(r)] = / L, t)dt

t1

Cwiczenia

1. Obliczy¢ j(z,t) dla paczki gaussowskiej, a potem
[ dxj(z,t) i sprawdzié, ze rowna sie (p);/m-intuicja
prad prawdopodobienistwa ma co§ wspoélnego ze Sred-
nim pedem.

2. Obliczy¢ funkcje Greena dla czastki swobodnej z defi-
nicji

3. Wyprowadzi¢ funkcje Greena dla czastki swobodnej
metoda calek po trajektoriach

4. Pokazaé, ze dla potencjaléw co najwyzej kwandrato-
wych da sie latwo znajdowaé propagator metoda catek
po trajektoriach (potencjal liniowy, oscylator harmo-
niczny). Mozna to zilustrowaé znajduja¢ funkcje Gre-
ena metoda catek po trajektoriach dla potencjatu har-
monicznego (patrz Feynman,Hibbs). Aby wyznaczyé¢
cze$¢ propagatora zalezng tylko od réznic czasu, co
jest trudne, mozna przeewoluowaé¢ Gaussa i skorzystac
z warunku zachowania unormowania. Stwierdzi¢ jaki
Gauss nie zmieni sie z doktadnoscia do fazy—w ten spo-
sob pokazujemy, ze to stan wtasny. Mozna tez z pro-
pagatora wyznaczy¢ stany wtasne i energie oscylatora
harmonicznego—to si¢ da zrobi¢ zauwazajac zwiazki z
funkcja tworzaca wielomianéw Hermita, to jest poka-
zane w Am. J. Phys. 56, 216-222 (1988), jest tez w
http://arxiv.org/abs/quant-ph/0205085v2.

5. Quantum speed limit [Opcjonalnie jak starczy czasu—
chodzi o intuicje, ze szybko ewoluuja stany o du-
zej wariancji energii]: Wyprowadzi¢ ograniczenie na
minimalny czas jaki jest potrzebny aby stan |¢)
przeewoluowal do stanu ortogonalnego |, ): T >
h/(4AFE), gdzie AE jest nieoznaczono$cia energii w



stanie [¢). Wskazowka: Pokaza¢ najpierw ze dla
dowolnego op. hermitowskiego zachodzi: Aly) =
(Y| A[) )+ AAlpL), gdzie (i|¢p) = 0 (Am. J. Phys.
60, 182 (1992)). Mozna tez zrobi¢ w wersji uprosz-
czonej mys$lac o qubicie z pewnym hamiltonianem H i
niech sami stwierdza ktére stany ewoluuja najszybciej
i sprawdzié¢ ograniczenie T > h/(4AE).

[Przygotowaé serie zadani domowych do kolokwium 30
marca, uwzgledniajac zadania z nastepnych dwoch tygodni|

TYDZIEN IV (18.03,20.03)
Stany stacjonarne

Typowe zadanie w mechanice kwantowej—znalezé¢ stany
stacjonarne, tzn. Rozwigzaé¢ réwnanie Schroedingera bez
czasu. Rownanie drugiego rzedu: jesli V(z) skonczone —
P(x), Oz (x) ciggle. Dwa typy stanéw stacjonarnych: stany
zwigzane, stany rozproszeniowe. [SZKIC DOLKA POTEN-
CJALU W GRANICY DAZACEGO DO ZERA].

Jesli rozwazamy E < 0 to w +0o mamy rozwiazania
typu Aexpxy/2m|E|/h (x — —o0), Bexp(—xz+/2m|E|/hbar
(z — 00) (musimy odrzucié wybuchajadce) Przedtuzamy je do
x = 0 i zawsze przez dobor statych uzyskamy ciaglosé ¢ (x)
ale juz w og6lnosci nie 9, (x)—sugeruje, ze nie wszystkie
E beda dopuszczalne. Funkcja bedzie ograniczona w skon-
czonym obszarze i normowalne—stany zwiazane (dyskretne
widmo energii). Konieczne jest by byt obszar wewnatrz gdzie
E > V(x).

Jesli rozwazamy E > 0, to asymptotycznie mamy
AetieV2mE 4 Be—izVImE ({la 1 — —o0) i podobnie
CetizV2mE 4 pe—iaV2mE (3, 4 0) Dobierajac stale mo-
zemy zapewnic¢ cigglo§é¢ zarowno. ¢ jak i 0,1 dla dowolnych
E. Stany rozproszeniowe (ciagle widmo energii), reprezen-
tuja stany czastki nadbiegajace/rozproszone. Rozwazamy,
fale nadbiegajaca Ae”m, odbita Be~iwV2mE j przecho-
dzaca CeirV2mE j Zszywamy Wspélezynnik transrmsp od-
bicia: T—)— —| | , Rz‘JA
gdy asymptotycznie mamy rézne potencjaly (nie bedzie juz
po prostu stosunku amplitud...).

Z‘ Uwaga na T

Jesli znamy rozwiazanie kawatkami w pewnych obszarach,
zszywamy nakladajac warunki ciagtosci ¢ (z), 0,¢. Ge-
neralnie b. malo potencjatéw dajacych analityczne roz-
wigzania. Przydatna uwaga: Jesli potencjal symetryczny
V(z) = V(—x), zamieniajac  na —x w réw. Schroedingera,
widac, ze ¥ (z) 1 ¥(—z) spelniaja to samo réwnanie. Jesli
dla danej energii tylko jedno rozwiazanie to ¥(x) = ay(—zx),
czyli a® = 1 czyli @« = #£1. Jezeli nie to mozemy za-
wsze skonstruowaé (nieunormowane) us, = u(x) + u(—z),
U = u(z) — u(—2x).

10

Zasada nieoznaczonosci

Zasada nieoznaczononsci Heisenberga-Robertsona. Niech
A'i B dwie obserwable. Wtedy dla dowolnego |)

A?ANB > )[4, B)(?

W szczegolnodci:

h2
A2xA2p > —.
4
Dowod : Wprowadzmy obserwable dla ktérych srednie sa
zero A=A-(A), B=B-(B). Rozwazmy operator

= A+i)\B, gdme A € R. Wiemy, ze (¢|FTE[{) > 0 czyli:
(Y[(A = iAB)(A+iAB)[¢) = 0
Czyli
(A%) + X2(B%) +iX\[A,B]) > 0
Zwr6emy uwage,ze jesli A, B hermitowskie to [/Nl, B] antyher-
mitowski, [A, B] = iC, gdzie C hermitowski.

(A% + X2(B%) — \(C) >0
Dla dowolnego A € R czyli:

(C)? = 4(A%)(B%) <0

Ostatecznie:
1
A?AN’B > i\<[A,B]>\2.D

Znaczenie zasady nieoznacoznosci: nie méwimy tu nic o za-
burzeniu (w odréznieniu od oryginalnej pracy Heisenberga),
tylko o mozliwo$ci stanu do posiadania jednoczesnie okreslo-
nych wielko$ci.

Pomiary jednoczesne komutujacych obserwabli

Jesli [A, B] = 0 istnieje wspoélna baza wlasna {|a,b)}, taka
ze Ala,b) = ala,b), Bla,b) = bla,b).

Dowéd.  Na poczatek zaldozmy, ze widmo A niezdegenero-
wane: |a’), |a")—wektory wlasne odpowiadajace roznym
warto$ciom wlasnym.

(@|[A, Blla") = (" — o’

Czyli (a"|Bla’) = 474 {a’| Bla’)—diagonalne. Czyli |a’) jest
tez stanem wlasnym B 7 wartoscia wlasna (a'|Bla’). Jesli
jest degeneracja Ala’V) = a'|a’®), i = 1,2,..., to wiemy,
ze wyrazy pozadiagonalne blokowo tez musza by¢ zero, a w
ramach bloku o tej samej wartosci wlasnej mozna zawsze
zdiagonalizowa¢ B [NASZKICOWAC]. Mamy wiec pomiar
rzutowy mierzacy perfekcyjnie obie obserwable. Kolejnosé
pomiaru nie ma znaczenia, mozemy napisa¢: P, p = P, P, =
PP, P, = Zi\a(i)><a(i)|. Moéwmy, ze A, B,C,... two-
rz3 zupelny zbiér komutujacych obserwabli, jesli ich wspoélne
stany wlasne tworza baze i odpowiadajacy zestaw wartosci
wlasnych jest niezdegenerowany.

)(a”|Bla’) =0



Pomiary jednoczesne niekomutujacych obserwabli

Jesli obserwable komutowaly, pomiar jednoczesny byt
mozliwy bo mogli$my napisaé, ze rzut P, = P,P,. Jesli
niekomutuja juz tak nie jest, nie mamy wspoélnej bazy wita-
snej. Przyktad: Wroémy do Sterna-Gerlacha. Wezmy stan
|[+).. ROzwazmy dwa scenariusze: (i) najpierw mierzymy
o, potem o, (ii) najpierw mierzymy o, potem o. Jakie jest
laczne prawdopodobienistwo zmierzenia odpowiednich war-
tosci. Mamy p(z =+, 2 =+) =1/2,pW(z = +,0 = -) =
1/2 a w drugim przypadku: p()(z = 4,2 = +) = 1/4. Ko-
lejnosé pomiaru ma znaczenie. W drugim pomiarze tracimy
cala informacje o o,. Wniosek pomiar jednoczesny niemoz-
liwy.

Czy jednak w jakim§ sensie mozemy mys$le¢ o jednocze-
snym pomiarze np. polozenia i pedu. Argument jakosciowy
(Sciglej na MK3/2, Kwantowa teoria pomiaru i estymacji).
Jesli dopuscimy, ze precyzja pomiaréw nie jest doskonata—
np. mierzymy efektywnie polozenie/ped z pewnym rozmy-
ciem to co$§ da sie zrobi¢. Nie mamy stanu o jednocze$nie
perfekcyjnie okreslonym potozeniu i pedzie, ale mamy np
stan gaussowski o w miare dobrze okreslonym potozeniu i
pedzie

1 (z=2)2 | ixp
_ — = oL TR
'(/)w’p(.'ll) (27{'0’%)1/46 468 v,

Mamy §%x6%p > h? /4. Mozemy my$le¢ o pomiarze ,rzutuja-
cym na takie stany” - wynik pomiaru daje nam informacje za-
réwno o x jak i p z pewna dokladnoscia okreslong przez §%z,
§%p. Problem—stany gaussowskie nie tworza bazy ortonor-
malnej. Nie sa ortogonalne czyli nie ma pomiaru rzutowego
rzutujacego na nie. Mozna to jednak zrobi¢ poprzez poje-
cie pomiaréw uogoédlnionych—efektywnie rozszerzenia ukladu
na dodatkowe stopnie swobody i zwykly pomiar rzutowy na
wiekszej przestrzeni. Wtedy dz2, §p? beda rzeczywiscie poje-
ciami odpowiadajgcymi precyzji samego pomiaru. Gdyby te-
raz sie zapytac¢ o obserwowany rozrzut wynikéw pomiaru po-
tozenia i pedu przy takim pomiarze jednoczesnym to mamy:
Ay = A%z + 6%2, A?p = A%p + 6%p. Z tego wynika:

AV AYp = A% A%p + 6226%p + A%x6%p + 2z A?p >
EQ h? <A2x 5%z

7 27 > p2
e A%;) > (13)

_|_ R

2 4

To jest poprawna zasada nieoznaczonosci dla lacznego po-

miaru « i p. To tez mozna rozumie¢ w sensie precyzja po-

miaru = vs. zaburzenie p jak w oryginalnym rozumowaniu
Heisenberga. Widaé, ze zwiazek jest ale bardziej subtelny.

Obraz Heisenberga

Rozwazaliémy ewolucje standéw, podczas gdy obserwable
byly niezalezne od czasu—obraz Schroedingera. Zalezna od
czasu wartos$é oczekiwana obserwabli:

(A)e = WO AJY(2)) = ((0)|UT (1) AU (t)[2(0))
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Mozemy formalnie mysleé¢, ze to obserwabla ewoluuje a stan
nie. Obraz Heisenberga:

A (1) = U (1) AU (1)
A stany nie [Yx(t)) = UT()]4 () = [4(0)).

ewolucje obserwabli:

Roéwnanie na

dAH) (t) Ut
o= AU(t) + UT(H)A

dU (%)
dt

Ale WO — _iH (1)U (t)/h, cayli:

AH) ;
ddit(t) = —&—%[UT(t)H(t)AU(t) — U () AHt)U(t)]
Jesli H niezalezy od czasu U(t) = e~ *1*/" i komutuja czyli:
dAU (1) i
Y _ LAy, g

Juz to mieliSmy ale na wartosciach oczekiwanych. Réwnanie
ruchu Heisenberga. Zwroémy uwage, ze HH)(t) = H.

Zasada nieoznaczono$ci czas-energia

Czas nie jest operatorem, jest parametrem ewolucji wiec
nie mozna formalnie zastosowaé¢ zasady nieoznaczonosci dla
ti H. Myslimy o czym$ w stylu AtAH >7 ale czym ma by¢
At. Pomyslmy, ze patrzymy na ewolucje czasows pewnej
obserwabli A(t). Wiemy, ze

AHA?A(t) > Z|(WI[A(t), H][¥)[?

Ale przeciez: % = —1[AU)(t), H] Cazyli:

Czym jest AA/\(%?)H? Myslimy tak: mierzac A chcemy
stwierdzi¢ jak dlugo stan ewoluowal: AA rozrzut pomiaru,
(A(t)) warto$c srednia. Liniowa propagacja bledu, dla precy-
7ji estymowania t: At = AA/|(ED)| [SZKIC (A(t))]. Cryli
(wstawiliSmy daszek dla podkreslenia):

277 A2 h?
AHAtZZ.

Cwiczenia

1. Znajdz potencjal dla ktérego stan gaussowski ¢(x) =
2

me_ﬁ jest stanem wilasnym

2. Nieskoniczona studnia (V =0dla0 <z <aiV =0
dla pozostalych) stany wtasne, ewolucja stanéw np: a)
Y(z) = Ax(a — x), b) ¢(z) = Asin®(rz/a). Srednie
energie i odchylenia w a), b).



3. Skoriczona studnia potencjatu: V(z) = 0dla |z| < a/2,
i V() = Vo w pozostalych. Znalezé stany zwia-
zane (skorzysta¢ z faktu, ze mozemy poszukiwaé roz-
wigzan o okreslonej symetrii: symetryczne, antysyme-
tryczne) (metoda graficzna). Rozwazy¢ granice gdy
studnia przechodzi do delty Diraca—ile stanéw zwia-
zanych? Przedyskutowaé rozwigzaywanie probleméw z
Delta Diraca bez robienia przejicia granicznego—skok
pochodnej w warunkach zszywania.

4. Problem transmisji przez prostokatna bariere: V(z) =
Vo, dla 0 < x < a. Wyznaczy¢é wspoélezynnik przej-
§cia i odbicia (Rozwazy¢ E > Vy, oraz 0 < E < V.
Komentarz- rozpraszanie rezonans owe. Rozwazy¢ gra-
nice delty-Diraca. (komentarz jakby bylo gdyby byl
dotek V5 < 0

TYDZIEN V (25.03,27.03)

Szukamy rozwigzan w réznych prostych potencjatach

Potencjat liniowy

V(z) = —Fz. [INTUICYJNY RYSUNEK, spodziewamy
sie widma ciaglego.

B d?
 2mdz?

[ — Fali(x) = Ey(z)

Przechodzimy do reprezentacji pedowej ¥(p) =
;ﬁhfdxd](x)e—zwp/hbar:

2
p- s . d - ~
—y—iFh—y=FE
2m¢ ‘ dpw v

Roéwnanie pierwszego rzedu!

dqﬁ_i

9 ~

Ji(p) = Cetn(Br=sfom

Dozwolone ciagte spektrum energii (jak dla czastki swobod-
nej). Checemy mieé ,ortonormalnos¢”

/dpiﬁE(p)*iEf (p) =C? /dpeﬁ”(E"E) = C*2rFhé(E—E')

Czyli C = 1/v/27Fh. Mamy tez zupelnogé:
/dEwE(p)wE(p') =d(p—1).

Ostatecznie:

dpe 2 @+E/F)~5iZn

1 Feo
V() = 2/ F /_oo
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Ve(x

3
p p
dpcos(h(m+E/F) 6th>

1 o0
)= nh/F /0
Energia tylko przesuwa stan. To co zrobiliSmy to rozwigza-
liSmy réwnanie Airy’ego:

a*y
dy?

—?ﬂ/):Oa y:_($+E/F)<h2

Rozwigzanie, funkcja Airy’ego:

Ai(y) = ! /00o ds cos(sy + s°/3)

s

Znane s3 asymptotyczne wlasnosci funkeji Ai(y):

B A Yy — 400
Aiy) = {Zﬁy”‘*

W cos (2(—y)3/2 —m/4) y— -

Z czym sie¢ kojarza... podstawmy y:
A —3[=(a+EB/F)*/? [ 2mf
GBI "

Yp(r) =
Gy cos (2w + E/F)¥/2[28E — n/a)

. N\1/12
A = (ﬁ) . Zauwazmy, ze klasyczny ped
p(x) = /2m(E+ Fz), a ffE/Fdx’p(x’) = Z2m(E +
Fz)]?/%/(2mF) czyli:
Ak [ Ipta ! N
_ ) ave@© v
ve@) = A cos {lfx dr'p(z') — /4| 1 — o0
NID) fJ_p/p TP

2mF

taj sa tadnie zszyte w punkcie powrotu—to nam sie przyda.
Ale... réwnanie Airy’ego jest drugiego rzedu co z drugim
liniowo niezaleznym rownaniem ZgubiliSmy je robiac trans-
formate Fouriera. (Mozna robi¢ bardziej ogolne transfor-
maty catkowe ¥ (z) = [, dzi)(z)e**—po pewnym konturze
na plaszczyznie zespolonej. Dla Fouriera C' = iR.) Biorac
inny kontur mozemy dosta¢, druga funkcje Airy’ego

1/6
A= (ﬁ) . Mamy rozwiazania typu WKB, ale tu-

1 (o9}
Bi(y) = 7/ e /3ty 4 sin(s®/3 — sy)

™ Jo

jej zachowanie asymptotyczne:

S NS Yy — 00
Bi(y) = {ﬁy11/4 2 39 4
Jr(—y)t/x COS (E(_y) /2+m/ ) Yy —> —0

Metoda WKB znajdowania stanéw wtasnych

[NASZKICOWAC OGOLNY POTENCJAE-obszar I, II,
ITI, punkty powrotu z1, 2 i rozwigzanie przyblizone| Przy-
blizenie WKB dziala dobrze poza punktami powrotu. Ale



mozemy sprobowaé zszy¢ te rozwiazania przyblizajac poten-
cjal w punkcie powrotu poprzez potencjal liniowy!

A

Yr(z) = _ T o w STt (e de (14)
Ip(2)|
B 1 [® o
Yrr(z) = %COS 5l p(z")dz" + § (15)
Yrrr(x) = LG*% JZ Ip(a’)|da’ (16)
Ip()|
p(z) = /2m(E — V(z). Zszywajac I i II mamy z wlasnosci
asymptotycznych Ai(y), ze A = B/2, § = —n/4. Teraz

musimy zszy¢ II i III. Ale zeby to zrobi¢ musimy zapisaé
YrI(z) uzywajac punktu powrotu s.

B/ (1 /z2 / !/ !
cos [ — p(z")dx" + 6
p(r)  \hJa

Zszywanie narzuca, ze C = B’/2 oraz ze §' = —m/4. Ale to
ta sama funkcja czyli:

Yrr(z) =

B’ cos (;li/ p(x')dx’ — 77/4) = Bcos (711/ p(z')dz' — /4

z1
Omaczmy z = ¢ [ p(a/)de’ — m/4, n = § [% p(a')da’.
Wtedy:

B’ cos(n— 2z —7/2) = Bceosz

B
cos(n —7/2) cos z +sin(n — w/2) sinz = o7 Cos2
Czylin —n/2 =nn, B/B' = +1.

n=20,...

/12 p(x)dx = h(n + 1/2)m,

T

Warunek kwantyzacji. Réwnowaznie

j{p(gc)dx =h(n+1/2)

Warunek kwantyzacji Sommerfelda—obszar przestrzeni fa-
zowe]j zakre§lanej przez trajektorie czastki skwantowany w
wielokrotnosci h. W ten sposéb mozemy tatwo dostaé przy-
blizone wartosci energii dla w zasadzie dowolnych potencja-
tow.

Uwaga: jak mamy sztywne Sciany to troche inaczej—tam
funkcja falowa musi znikaé¢. Jesli sztywna $ciana w xa, to

B cos (;L /:Qp(x')dx' _ 77/2) — Beos GL /:p(a:')dx’ _ 77/4)

I mamy warunek n — 37 /4 = nm, fff p(z)dz = h(n + 3/4)w
A jesli dwie sztywne $ciany: f;lz p(x)dz = h(n + 1)w. Czy
to sie zgadza dla studni nieskoriczonej? v2mFEa = hn'm,
n' =1,2,... i OK: E,, = h?n/?72/(2ma?).
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Mozna tez zastosowa¢ metode WKB dla znajdowania
wspOlczynnikow transmisji przez dowolna bariere. [SZKIC
BARIERY POTENCJALU]. Czastka pada z lewej:

br(r) = — A=k Srpaan'= B g e
p(x) p(x)
(17)
w[[(l‘> = Lei% f:l |p(z")|dz’ + Le+% fle Ip(x’)|dz’
Ip()] Ip(x)|
(18)
F _ i [z I/ 12/
wIII(x):%e ﬁflzp( )d (19)

Warunki zszywania, tym razem musimy tez uzy¢ wlasnosci
Bi(y), prowadzg po pewnych rachunkach do wzoru na wspol-
czynnik transmisji:

2
S O T N Gl

F
T: — =
‘A (472 ¥

Przyklad Czas zycia jadra uranu.  Rozwazmy rozpad

28 — 24Th + o. Tu kluczowy jest efekt tune-
lowania.  Czastki alpha emitowane z energia ok E =
42MeV. [SZKIC POTENCJALU: mamy czastke o w
potencjale V(x) = —30MeV na odleglosci @ < 10fm,
a potem potencjal spada spada Coulombowsko: V(z) =
30Mev10fm/r.] Jaki jest czas potowicznego rozpadu? Wy-
obrazmy sobie najpierw czastke padajaca na bariere z ener-
gia FE jakie jest prawdopodobienistwo transmisji. r =

m 60fm e m 3
exp(F2 [ip]1\ [N “5MeY) & exp(ad). Coy

prawdopodobienstwo transmisji 7' = exp(—88) = 10738, Jak
oszacowal czas zycia? Ile razy na sekunde czastka sie ,,0d-
bija”? v = \/2(E + 30MeV)/m = 4-10"m/s, f = v/20fm =
2102, Czas zycia t = 1/(2 - 102110738) = 5. 10165 ~
1.5mldlat (prawdziwa warto$¢ ok. 4 mld lat).

Cwiczenia

1. Udowodni¢, ze stany gausowskie sa jedyne, ktore wy-
sycaja zasade nieoznaczonosci dla z i p.

2. Rozwazy¢ paczke gaussowska o poczatkowej wariancji
potozenia A2(0) i $rednim pedzie zero. Korzystajac
z obrazu Heisenberga wyprowadzi¢ wyrazenie na sred-
nie potozenie (x(t)) i wariancje potozenia A2(t) dla (i)
ewolucji swobodnej, (ii) ewolucji w potencjale liniowym
(iii) ewolucji w potencjale kwadratowym— (dla poten-
cjatu kwadratowego zidentyfikowaé¢ Gaussa ktory nie
bedzie sie zmienial—jakiej energii odpowiada). Sko-
mentowaé, ze w obrazie Schroedingera odpowiedzi na
te pytania bylyby znacznie trudniejsze do uzyskania.
(przyda sie BCH)

3. Stosujgc przyblizenie WKB znalez¢ poziomy energe-
tyczne dla oscylatora harmonicznego



4. Stosujac przyblizenie WKB znajdz zalezno§¢ wspot-
czynnika transmisji od energii dla potencjalu V(x) =
Vo — alz|

[Kolokwium 1 (30 marca)]

TYDZIEN VI (01.04, 08.04, 10.04)
Oscylator harmoniczny

Rozwazmy

»? mw?a?

H=—
ijL 2

Bardzo wazny przypadek—wiele dotkéw potencjaléw mozna
lokalnie przyblizy¢ kwadratowo. Znajdziemy stany wtlasne
metoda algebraiczng (alternatywnie metoda Frobeniusa—
rozwijanie w szereg CWICZENTIA, lub z catek po trajekto-
riach) WprowadZmy operatory anihiliacji/kreacji:

a=.m eril ot = /™ x,il
—\ 2n mw )’ —V 2m mw

Zauwazmy:
[a,a'] =1
Oraz, ze:
H = hw(ata +1/2) = hw(N +1/2).

gdzie N =adla- soperator liczby wzbudzen” - juz hermitow-
ski. Niech |n) wektor wlasny N:

Czy co$ mozemy powiedzie¢ o n?. Zauwazmy, ze [N, a] = —a,
[N,a'] = a' ([AB,C] = A[B,C]+ A, C]B). Zastanéwmy si¢
jak dziata N na a|n) i af|n):

Naln) = (n —1)aln) Na'|n) = (n+ 1)af|n)

Czyli a|n) i a'n) sa proporcjonalne do wektoréw wlasnych
N, |n—1), |n+1) o wartosciach n —1 i n+1. Zeby zachowaé
unormowanie:

aln) = vnln —1) a'|n) = vVn + 1|n + 1).

Ale operator N = a'a nieujemny, czyli nie mozemy dostac
nigdy wartoéci wtasnej < 0. Dziatajac wiele razy a®|n) w
konicu musi sie urwaé, czyli n moze by¢ tylko caltkowite, a
najmniejsze n = 0, stan |0). Jaka energia odpowiada stanowi
|n):

H|n) = E,|n), FE,=hw(n+1/2).

Stan podstawowy |0) ma Ey = hw/2. Co to za stan? Spelnia
warunek a|0) = 0.

<x+ Zhd) Yo(x) =0,
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>

mw>1/4 w2
- e 2R *
7h

do(@) = (

Stan Gaussowski z A2zh/(2mw). Mozna zrozumieé, ze
niezerowa energia bierze sie z fluktuacji potozenia i pedu.
(%) = h/(2mw), (p?) = mhw/2, i stad (H) = hw/2, z samej
zasady nieoznaczonosci wynika, ze nie da sie mniej. [Dygre-
sja: kwantujac pole e-m bedziemy mieli kolekcje ,kwanto-
wych oscylatoréw harmonicznych”—niezerowa energia stanu
podstawowego— fluktuacje prozni, efekt Casimira]. Jak zna-
lez¢ pozostale stany wlasne?

at"j0) = a™1V/T1) = Villn),
Czyli:

1
In) = —=a'™|0).

Vn!

Mamy wiec wyrazenie na funkcje falowe:

mw " mw\ /4 _ me
o= [ (e B2 s

WprowadZmy bezwymiarowg zmienng ¢ = /"%,

7# ,i " —q?/2
nld) = e (q dq) )

1
Ynlq) = W

Gdzie wprowadzilismy wielomiany Hermita:

Hn(q)e_q2/2

d
)= (a4 )
Mamy np.
Ho(q) =1
Hi(q) =2q

Hy(q) = =4¢* -2

[ZROBiC SZKIC STANOW WLASNYCH i modutéw kwa-
drat]. Kazdy kolejny stan o jedno wiecej miejsce zerowe i na
zmiane stany symetryczne i antysymetryczne. Ortonormal-
nos¢ stanéw witasnych implikuje nastepujacy warunek ,orto-
normalnos$ci” wielomianéw Hermita:

/qun(q)Hm(q)e_q2 = Op,mV/m2"n!

Podsumowujac:




a. Stany koherentne Jakie stany odpowiadaja najbardziej

klasycznemu obrazkowi oscylacji czastki na sprezynce... Zde-
finiujmy:
_la? a”
o) =e" 2 —=|n
|a) Zn: \/H| )
To jest stan wlasny a:
ala) = f|n —1) =
Fy
a|2
Dy ey ﬁ ~1) =ala)

I co z tego wynika?

(alz]a) = \/>f ala +a'la) = \/2»36(@)

V2mwhIm(a)

mwh

(alpla) = ﬁ
Czyli

(ala —alla) =

(V=) + i ()
V2

okresla $rednie polozenie w przestrzeni fazowej (x,p). Ob-
liczmy teraz wariancje x i p dla tego stanu:

o =

h h
(a|z?|a) = m(a\(a+aT)2|a> = —w(a2+a*2+2aa* +1)
analogicznie dla p i dostajemy
A2y — h A2 hmw

omw’ =P T T2

wysyca zasade nieoznaczono$ci... czyli w koncu okazalo sie,
ze to znajomy stan Gaussowski. Spojrzmy w reprezentacji
polozeniowej na warunek na bycie stanem wlasnym a:

- (\/? + ) ule) = ava)

h 1 d’(/J(Q?)_\/i T

mw% de v h

_ omw .2 Imw
Ae~ Ba HV/ Frax

U(z) =

mw)1/4 eimw(m <I>) 7(P>T

Y(z) = (E 2

Kiedy$ juz moéwiliSmy o takich stanach... maksymalnie do-
brze okreslone i polozenie i ped Jak ewoluuje stan kohe-
rentny:

‘o“ —zw n
Uila) = e~ g \/» tnt1/2) ) =
zwt)

. |2 .
e W25 Z (af/ﬁ In) = |ae™™")

n
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Czyli stan koherentny pozostaje koherentny a o ewoluuje jak
stan klasyczny w oscylatorze harmonicznym—stad takie wy-
jatkowe. Stany koherentne—najbardziej klasyczne ze stanéw
oscylatora. Uzywajac zmiennych bezwymiarowych:

Le_(q_\/iRea)z/Q-‘riqﬂfma

Wezmy a = v/2s, gdzie s € R. Wiemy jak ten stan rozktada
sie na stany wtasne:

1
— —(g—2s8)%/2 _
¢(q> - 7'(1/46 - )

o5 i (V25)" Ho(g)e " /?
= nl VA/m2mn!

(20)

Czyli:
2,9 > s"
€_S T2sq — Z EHn(Q)
n=0

Znalezlismy funkcje tworzaca dla wielomianéw Hermita.
Tzn. 7e mozemy je liczy¢ inaczej:

d" 2o, d" (s
Ho(q) = @e +2sq — dgineq (s—q)? )‘5:0 —
s=0
d"” d"”
— e‘fwe—(s—q)z)‘szo _ eqz(_l)ndqﬁe—(s—‘ﬁz)‘s:o =
2 v _ 2
=el (-1)"—e"7 (21)

dq™
Wtasnosci stanéw koherentnych.
[(afa’)? = e7lemeT

sa nieortogonalne (wektory wtasne operatora niehermitow-
skiego, wiec maja prawo). Ale zauwazmy, ze:

d?ala)la :/d2 _|a| =
[ #alajtal >
pntm zga(n m)
:/drdcpre

Z N
= 27r/dre Zr2"+1 ny(n| = WZ |n)(n| =71 (22)

) (m| =

To znaczy, ze mozemy napisa¢ dla dowolnego stanu rozktad
na stany koherentne:

1 1
) = = [ dala)(ally) = [ da=(aly)|a)
W/ / - (@)

Moéwimy, ze stany koherentne tworzg uktad nadzupelny.



Potencjaty periodyczne

Rozwazmy potencjal periodyczny z okresem d t.ze:
Viz)=V(z+d)

Tego typu potencjaly pojawiaja sie w fizyce ciata statego—
elektrony walencyjne poruszaja sie w potencjale zadanym
przez sie¢ krystaliczng utworzong przez jony.

Twierdzenie Blocha. Stany wlasne w potencjale periodycz-

nym sg zawsze postaci:
U(@) = u(z)e™,

gdzie u(x + d) = u(zx) jest funkcja periodyczna.

Dowod: Rozwazmy unitarny operator przesuniecia
Dap(x) = ¢(x —d). Dy = e 4ds = e~ #4/h Poniewas,
potencjal jest periodyczny to DdHDT = H, czyli:

[H,Dy) = 0.

Skoro komutuja to zawsze mozemy szukaé¢ stanéw wiasnych
H w Klasie stanow wlasnych D. Szukamy: Dytp(z) = Mp(x),
gdzie A = e~ zawsze mozna bo wartosci wlasne operatora
unitarnego maja |\| = 1. Czyli: ¢(z —a) = e~ *%)(z). Zde-
finiujmy u(x) = ¥ (x)e"** k € R. Mamy u(z —a)e*@=0) =
e~ Ry (x)e*® | czyli u(x —a) = u(z). O.

Model Kroniga-Pelleya Rozwazmy prosty model [SZKIC]:
N-1
V(z) = Z Ad(z — nd)
n—0

gdzie N bardzo duze (liczba jonéw sieci krystalicznej).
Dla zagwarantowania periodycznosci, zamykamy czastke na
kotku i narzucamy periodyczne warunki brzegowe takie, ze
Y(x + Nd) = ¢(z). Szukamy rozwigzan postaci: ¥(z) =
u(z)e*®. Periodyczne warunki brzegowe prowadza do for-
malnej dyskretyzacji k = 2an/(Nd), n =0,...,N—1. Stany
o réznych k ortogonalne. Dla duzych N mozemy myéle¢, ze
w praktyce k ciagte.
Rozwazamy warunki zszycia w z = d.

YL () — v (d) = 22 ()

czyli

ale wiemy, ze ul (d) = ul (0) czyli ostatecznie mamy uklad
réwnan:

W (0) — e (d) = Zu(0) (23)
u(d) = u(0) (24)
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Ale znamy rozwigzanie w obszarze pomiedzy deltami:
Y(z) = Ae'®® + Be™M7 ¢ = \/m
Czyli
u(z) = Aetla=k)z 4 Be~ilatk)z

Wstawiajac do (23) dostajemy warunki na istnienie rozwia-
zania po kilku linijkach przeksztatceri...
sin(gd) mAd
qgd k2

+ cos(gd) = cos(kd)

Wykres dla ”;{;d =10

coskd
4r

3;\

Widzimy, ze nie wszystkie ¢ sa dozwolone. Mamy prze-
rwy energetyczne. Mozemy o tym mysleé, ze to sa rozmyte
poziomy studni pomiedzy deltami. Gdyby delty byty nie-
skoniczenie silne rozmycia by nie bylo. Czesciej robimy wy-
kres E(k) = 48 [S7ZKIC E(k) dla ka od —7 do 7 pa-
smal. Ak nazywamy quasi-pedem. W danym pasmie mamy
k = 2nm/Na czyli N roznych standéw dostepnych (tak na-
prawde jesli myslimy o elektronach to mamy 2N stanéw po
jeszcze dwa stan y spinowe). Oznacza to w krysztalach gdzie
kazdy atom daje dwa elektrony (lub parzysta liczbe) wa-
lencyjne bedziemy mieli zapelnione pasma w pelni bedziemi
mieli izolatory /potprzewodniki a jak nieparzysta to przewod-
niki. To nie do konca prawda bo model jednowymiarowy nie
oddaje w pelni fizyki i jest duzo kontrprzykladow. Ale fak-
tem jest, ze z jednym elektronem walencyjnym bedzie zapel-
nione z grubsza p6! pasma i zawsze bardzo dobry przewodnik
(metale alkaliczne) a z kolei najbardziej popularne polprze-
wodniki Ge, As, maja 4 elektronu walencyjne. Ale juz Ca,
ma dwa i jest do$¢ dobrym przewodnikiem.

3D

WyczerpaliSmy ciekawe tematy w 1D. Przechodzimy do
3D:

|w=/fwmmm

, 7= (x,y, z). Mamy nieunormowane $tany":

—

(A7) = 87— )



W reprezentacji polozeniowej: & = z, § = y, 2 = z,

pr = —ihdy, py = —ihdy,p. = —ihdz. Zauwazmy, ze
[z,p:] = [y,py] = [2,p:] = ih a pozostale zero. Réwnanie
Schroedingera;
L O h?
P__" A
ih ot 2m v+ VY
Prad prawdopodobieristwa:
- h =
J=—Im("V¢)
m

i mamy réwnanie cigglosci:

Analogicznie mamy odpowiednie réwnanie Schroedingera
bez czasu:

K2 ~
%Aiﬂ + V()Y = Ey

Stan o okreslolnym pedzie |p) (stany wtasne czastki swobod-
nej, £, = p%/2m)
i/ b

Yp(7) = We

Reprezentacja pedowa zdefiniowana anaogicznie:
T 1 3.2 —ipF/h
v(p) = (@nh)i2 / d’re ¥(r)

Zwroémy uwage, ze jesli przez ‘H rozumiemy przestrzen Hil-
berta czastki w jednym wymiarze, to czastka w 3D jest wek-
torem zyjacym w H®3. Mozemy mysle¢, ze |7) = |2)®|y)®|2)
jest tensorem prostym i nasz stan rozpisujemy w takiej ba-
zie [ZAPYTAC MADRYCH LUDZI JAK TO PORZADNIE
UZASADNIC].

Mozemy tez naturalnie zdefiniowaé¢ operatory momentu
pedu:

L, =yp. — ZPy Ly = 2Py — TP, L, = TPy — YPx

Zauwazmy, ze nie ma dylematéw z kolejnoscia potozeni i pe-
déw bo komutuja. Reguly komutacyjne (tak jak nawiasy
Poissiona):

[Li, LJ] = iheijkLk
Obserwacja, operator kwadratu catkowitego momentu pedu:
LP=L2+L}+L2

komutuje z L;, [L?, L;] = 0.

Poniewaz A = 92 + (‘33 + 0% to jesli potencjal sie se-
paruje V(7) = Vi(z) + V,(y) + Vi(2) to mozemy doko-
na¢ separacji zmiennych i poszukiwaé rozwigzan postaci:

P(r) = X (@)Y (y) Z(2).
B Ry

2m Y

o

o2z
2m X

2m Z

+Vy(z)+ +V,(y)+

+V.(2)=FE
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Kazdy ze sktadnikéw musi by¢ stata czyli mamy efektywnie
trzy réwnania typu:

B2 92X

2m X
Kazde z nich rozwiazujemy jak w 1D, znajduja¢ dopuszczalne
energie F,_ i odpowiednie rozwiazania X, (x), numerowane

ng, podobnie dla y i z. Ostatecznie mamy rozwigzania po-
staci:

+ Vi(z) = E,

Q/an,ny,nz (xv ya Z) = an (I’)Yny (y)an (Z)

o odpowiadajace im energie:

(25)

Enz,ny,nz = Enz + Eny + Enz

Zwroémy uwage, ze jeSli mamy baze funkcji ktore sa roz-
wigzaniami w kazdym z trzech wymiaréw to funkcje postaci
(25) rozpinaja cala przestrzen funkcji w 3D. To oznacza, ze
nie zgubiliSmy zadnego 7 rozwiazan, bo kazda funkcje mozna
by roztozy¢ w tej bazie i wtedy widac¢, ze tylko kombinacje
stanéw o tych samych energiach beda wektorami wlasnymi
(tensory proste rozpinaja przestrzen iloczynu tensorowego).

Oscylator harmoniczny w 3D 7 powyzszych rozwazan wy-
nika, ze mozemy od razu napisaé¢ rozwigzanie dla oscylatora
harmonicznego w 3D:

_p
H= 2pim + %(wixQ —l—wsyQ + w?2?)

Rozwiazaniami beda stany:
= Xn, (x)Y(y)ny Z(Z>nz )

gdzie ng,ny,n, =0,1,..., a

Vo ny .

mwy \ 1/4 1

Y@= (%) Ve
() hm 2na |

i analogicznie Y, (y), Zn, (2). Odpowiednie energie:

Enynyn, = hweng +1/2 + hwyng +1/2 4+ hw.n, +1/2

W przypadku oscylatora izotropowego bedziemy mieli dege-
neracje stanéow. np Ey = 3/2hw (jeden stan), Ey = 5/2hw
(3 stany). W notacji algebraicznej nasze stany moznaby na-
pisac:

H = lw(ata+1/2) + hw, (b7 +1/2) + hw.(cfe + 1/2)

| A
Mgy Ny, Nz) =
Y Vgl /! vng!
gdzie
o — 77;(;;1 <l’+ pr)
mw. D
b= Y —Y
(i)
= mwy p 1Dz
2h hw,



Potencjaty sferycznie symetryczne

Zatozmy, ze V(7) = V(r). Rozwigzujac réw. Schroedin-
gera wygodnie jest przej$¢ do wspotrzednych sferycznych.
Potrzebujemy Laplasjan w sferycznych:

1

1., 1
£=m )Y

Spojrzmy teraz na operatory momentu pedu we wspolrzed-
nych sferycznych:

L, = ih(sin pdy + cot 8 cos pIy) (26)
L, = ili(— cos 0y + cot 8 sin p0dyp) (27)
L. = —iho, (28)

i na operator kwadratu momentu pedu:

1 1
L?=—n? - 5‘9(sin 98@) + = ({92@
sin“ 6

sin 6

Widag¢, ze mamy co$ takiego jak w Laplasjanie:

1. ., L2
A = ﬁaT.(r 67) - 7r2h2
Czyli hamiltonian:
21, L2
A== 2o ro) + 505

Widzimy, ze L? zalezy tylko od wspoétrzednych katowych,
czyli [H,L?] = 0. Czyli funkcji wtasnych mozemy zawsze
szukaé¢ posréd funkeji wtasnych L2. Dokonujemy rozdziatu
zmiennych:

¥(r,0,¢) = R(r)Y (0, ¢)
i mamy:

2
—%8,.(7"287.1%) +omr[V(r) — B] + %(LQY) ~0

Musimy wiec umieé¢ rozwiaza¢ problem wlasny dla L2
LY = )\Y

Moznaby przez rozwijanie w szereg itp. ale chcemy znéw tad-
niejsza metoda algebraiczng i tez ogdlniej, zeby juz uchwycié
spin i poczué piekno teorii grup.

Cwiczenia

1. Rozwiazaé oscylator harmoniczny przez szereg. Wie-
lomiany Hermita. Funkcja Tworzaca. Znale7¢ warto-
$ci oczekiwane i wariancje polozen i pedéw dla sta-
néw wlasnych, poréwnaé o ile tatwiej to zrobi¢ metoda
algebraiczng uzywajac wilasnosci operatoréw kreacji i
anihilacji w poréwnaniu z uzyciem funkcji falowych w
reprezentacji potozeniowe;j..
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2. Zapisa¢ problem znalezienia stanéw wtasnych oscyla-
tora harmonicznego w reprezentacji pedowej—co z tego
wynika? ZnalezliSmy stany wlasne transformaty Fo-
uriera.

3. Zastanowi¢, sie czy istnieje stan wlasny operatora kre-
acji

4. Pokazaé, ze |a) = D(a)|0), gdzie D(a) = poal—a*a

5. Udowodnié, ze w stanach wlasnych oscylatora (Eyi,) =
<Epot>

6. Rozwaz oscylator harmoniczny w stanie podstawowym.
W pewnej chwili przez bardzo krétki czas dt przytozono
to czastki bardzo duzg site F' = /d§t. Przyjmujac gra-
nice 0t — 0 (przy czym y = const) , zbadaj w jakim
stanie znajdzie sie czastka tuz po takim kopnieciu i jak
bedzie dalej ewoluowagc.

TYDZIEN VII (15.04, 17.04)
Teoria momentu pedu
Grupa obrotow Gleboka prawda o obrotach: obroty wokot

ustalonej osi komutuja, wokoét réznych osi nie. Macierze ob-
rotu wokot osi x,y,z:

1 0 0
R.(¢)= 1|0 cos¢p —sing
| 0 sing cos¢ |
[ cos¢p 0 sing ]

R,(¢) = 0 1 0
| —sing 0 cos¢ |
[ cos¢ —sing 0]
R.(¢)= | sing cos¢p O
0 0 1]

Ogolnie grupa obrotu: RT'R = 1, detR = 1 grupa ortogo-
nalna SO(3). Rozwazmy teraz wykonane po sobie kolejno
infinitezymalne obroty, rozwijajac wszystko to max drugiegi
rzedu w e€:

Ry(e)Ry(e) =

1 0 0 1—€2/2 0 €
0 1—¢€2/2 —€ 0 1 0
0 € 1—¢€2/2 — 0 1-¢€%/2
1—¢€2/2 0 €
~ €2 1—€2/2 —¢ (29)
—€ € 1—¢€2
Jesli odwrocimy kolejnosé:
1—€2/2 ¢ €
R, ()R, (¢) = 0 1—-€2/2 —e
—€ € 1—¢€2



Czyli komutator obrotow:

0 —€2 0
Re(e)Ry(€) — Ry(e)Ru(e) = | €2 0 0| =R.(%)—1
0 0 0

b. Reprezentacje grupy obrotéw Grupa obrotéw dziala na
wektory w przestrzeni tr6j wymiarowej. My bedziemy mieli
do czynienia ze stanami kwantowymi opisanymi jako wek-
tory w réznie wymiarowych przestrzeniach. Bedziemy wiec
potrzebowali reprezentacji grupy obrotéw Upg t.ze obrécony
stan pod wplywem obrotu R: |¢)r = Ug|tY). Jako repre-
zentacja Ur musi spetiaé¢: Ur, g, = Ur,Ug,, Ug-1 = U}gl.
Co wiecej interesuja nas tylko reprezentacje unitarne (nie
chcemy, zeby rozroznialno§é stanéw zalezata od orientacji
uktadu odniesienia!) U}L%U r = 1 (w przypadku grupy ob-
rotow nie ogranicza nas to, bo grupa zwarta).

Najpierw rozwazmy obrot znanej nam funkcji falowej (%),
pod wplywem obrotu R. Dostajemy nowa funkcje falowa:

V() = w(R77)

Zalozmy, ze obrét jest infinitezymalny wokot osi 77 o kat e,
€=eii. Mamy R™'7 =7 — €® 7. Czyli:

V() =0 - (€0 Vpi) =1 - (F=n - Vo) =
[ - & (7 V() = [1 - rei- Lp(7)  (30)

N

ii-L pelni role generatora obrotu wokot osi 7 (analogicznie
jak p’ generator translacji, H generator ewolucji czasowej.
Czyli Us(e) m~= 1 — %it - L. Rozwazmy skoficzony obrot o
kat ¢ wokot osi 7 Mozemy napisac:

Zwrocmy uwage, zgadza si¢ dla @ = é,, L, = —ih0,. Mamy
reprezentacje grupy obrotéw w naszej przestrzeni Hilberta.

Ale teraz chcemy mysle¢ ogélniej, nie koniecznie o prze-
strzennym momencie pedu. Mamy, jaka$ przestrzenn Hil-
berta, i rozwazamy dzialanie reprezentacji grupy obrotéw.
Definiujemy jako J; generator dla reprezentacji obrotu wo-
kot osi .

Ui(p) = e~ 79

Rozwazamy inifitezymalne obroty, i z tego, ze to jest repre-
zentacja musi wynikaé, ze mamy dla U

Us(€)Uy(€) = Uy(€)Us(e) = Us(¢*) = 1
Czyli:

[z, Jy| = ik,
i ogolniej

[Ji, J]} = ihéijkjk
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Czymkolwiek sa J;, fakt, ze generuja reprezentacje grupy ob-
rotu wymusza, zeby spelnialy reguly komutacyjne takie jak
zwykly moment pedu (chociaz tutaj jest ogolniej bo mozemy
mie¢ spin), obrot wokot osi 7@ o kat ¢ prowadzi do transfor-
macji stanu:

Un(e) = Ui() = e #o77.

Oczywiscie znéow mamy [J2, J;] = 0. Chcemy teraz, zrozu-
mie¢ ogolne wlasnosci stanéw wlasnych J2 i J, korzystajac
jedynie z regut komutacyjnych J;. Oznaczmy wartos$ci wia-
sne przez a, b:

J?|a,b) = ala, b) (31)

J:|a,b) = bla,b) (32)
Wprowadzamy J+ = J, & iJ, (operatory drabinkowe):

[Jy, -] =2hJ, (33)

[J., 1] = £hJy (34)

Zrébmy podobng ,sztuczke” jak w oscylatorze harmonicz-
nym:

JZ(Ji)|a’b> = ([J27 Ji} + Ji']z)|a'a b> = (b+ h)(']i|avb>)7

czyli J1 podnosi lub obniza warto$¢ wlasng J, o h. Za-
uwazmy, ze nie zmienia sie b bo [J2, J1] = 0.

Jila,b) = cpmla, b £ R)

Nie mozemy jednak podnosi¢ b bez konca... zauwazmy, ze:
2=t v gy =t gt
_z_§(+—+—+)_§(+++++)

jest operatorem nieujemnie okreslonym. Czyli {(a,b, |(J? —
J?)|a,b) > 0. To znaczy, ze jest jakies byayx powyzej ktorego
juz nie mozemy podnosié¢ i dla ktoérego musi zachodzi¢:

J_|_‘Cl7 bmax> = O
Mozemy tez napisac:

0=J_Ji|a,bmax) = J2 + J2 —i(Jy e — Judy)|a, buax) =

(J2 - ng - hJZ)|aﬂ bmaX> = (a - b?nax - hbmax)|a7 bmax>
(35)

Czyli a = bypax (bmax+7). Analogicznie, dzialajac J— mammy

bmin 1 dostajemy a = by (bin — 7). Czyli: by (bin — ) =

bmax(bmax + h):
(bmin -

bmax -

h)(bmin + bmax) =0

Z tego wynika, ze skoro byin < bpax to jedyna mozliwosé

—bmin = bmax- Musimy moéc przej$é z |a, byin) do |a, byax)
okreslong liczba krokéw n. Czyli dopuszczalne

I}
bmangzh]‘ .7:071/2717



gdzie oznaczyliSmy j = n/2. Dopuszczalne warto$ci wlasne
J., b€ {—hj,...,hj}. A wartoici wtasne J?

a=nhj(j+1).
Wprowadzamy oznaczenie b = mh i oznaczamy stany wlasne
jako |4, m):
J2gm) = 020 + Dljym),  j=0,1/2,1,... (36)

lej7m>:mh|j7m>a m:_ja_.]+177.7_1’.] (37)

Mamy og6lna madrosci méwiace o skwantowaniu momentu
pedu (wszystko z relacji komutacyjnych J;) Mamy baze
|7, m), chcemy teraz napisa¢ jawnie operatory J; w tej ba-
zie. Wiemy:

(' [ T2[5,m) = §(j + 1)h%6j ;6mim (38)
", m/| |3, m) = mhdj j6mrm (39)

Wiemy, tez
Jilj,m) = C;_m|j7m +1)
Wezmy iloczyn skalarny:

el =

20

Potrafimy w zwiazku z tym obraca¢ stany spinu 1/2.
Un(p) = e~ 277

Macierz obrotu spinu o kat ¢ wokét osi z:

o *LLPJz . e%@ O

Zauwazmy, ze U,(2r) = —1 Czyli stan powraca do swo-
jego oryginalnego stanu ale przemonozony przez -1. Zeby
nie bylo —1 potrzebujemy obrotu o 4m. Tak bedzie dla
wszystkich spinow potéwkowych, poprzez twierdzenie spin-
statystyka to prowadzi do symetrycznych lub antysymetrycz-
nych stanow wielu czastek (fermiony,bozony). Scisle rzecz
biorac to nie jest wiec reprezentacja grupy obrotéw, ale cze-
gos wiekszego. Nasze postepowanie byto takie: wzieliSmy
SO(3) (grupa Liego), rozwazyliSmy jej generatory (algebra
Liego) i zbadalismy rézne mozliwe reprezentacje tych genera-
otréow spelniajace reguty komutacyjne a nastepnie z tych ge-
neratoréw z powrotem zrobiliSmy reprezentacje grupy. Nasze
macierze sa ogélnymi macierzami unitarnym 2 x2 z detU = 1-
dzieki temu, ze macierze Pauliego sa baza wszystkich macie-
rzy hermitowskich bez§ladowych 2 x 2. Patrzac na spin 1/2
wyladowaliSmy w reprezentacji grupy SU(2). SU(2), SO(3)

m (s m|J_Jylj,m) = (j,m|J>=J2=hJ.|j,m) = h* [j(j + hajgméwamd Jeneratory speniajace te same reguly komuta-

analogicznie dla J_. Czyli:

Jiljom) = /(G —m)(G+m+1)hljm+1)  (40)
J_ljm) =G +m)(j—m+1)hljm—1)  (41)

Dzieki temu mamy elementy macierzowe Ji:

G/ [ Telgom) = /(G Fm)(J £m + )86 me

A stad mozemy juz napisa¢ sobie macierze J,, i J,. Widzimy,
ze J; nie zmieniaja j a jedynie m. Czyli mozemy myslec,
ze obroty ktore sa generowane przez J; nie wyprowadzaja z
podprzestrzeni o ustalonym j. Rozwazmy wiec najnizsze j.

Spin 1/2 7 = 0 jest nieciekawy, bo wszystkie J; si¢ na nim
zeruja. Najnizszy nietrywialny dopuszczalny j = 1/2. Mamy
baze [+) = |j = 1/2,m = 1/2), |=) = |j = 1/2,m = —1/2).
W tej bazie:

10 01 00
Jz_z[o 1]"]*_5[0 0}’”"’3[1 0}

hlo1 h0 —i
Jx_2[1o}"]y_2{z‘ 0}

Czyli dla spinu 1/2

cyjne, grupy sa rozne (SU(2) jest dwa razy wieksza od SO(3),
jest co wiecej jednospojna—grupa nakrywajaca SO(3)).

Harmoniki sferyczne  Wréémy teraz do operatora orbitalnego
momentu pedu L =#x p, dziatajacego na skalarne funk-
cje falowe ¥ (7). Pamietamy, ze dla potencjaléw sferycznie
symetrycznych rozdzielilismy ¢(7) = R(r)Y (0, ¢), i zatrzy-
mali$my sie na problemie wlasnym L?Y = \Y. Z rozwa-
zan ogoblnych wiemy, ze mozemy ponumerowac stany wtasne
przez l,m

LY, (0, 0) = R2L(L+ 1)Y) 1 (0, ¢) (43)
LY, m(0,0) = hmY; m(0,¢) (44)

Z drugiego rownania mamy:
_ihagoyl,m (0,p) = hmYl,m(Ga )

Z tego wynika, ze V), (0,¢) = ©.,(0)e™?. Wiemy, ze
-l < m < 1. Jesdli I byloby poléwkowe, mielibysmy nie-
jednoznaczno§é funkcji falowej—obrot o 27 pozostawial by
znak — a nie moze, bo funkcja skalarna po obrocie o 27 jest
po prostu soba sama. Czyli [ catkowite.

Weimy Y, wiemy ze dziatajac L;Y;; = 0:

—ihe'? (i0p — cot 00,)0(0)e'? =0
1de

6% =lcotd

Czyli

Yu = Sinl eeilga



. . 2041)(21)!
Warunek unormowania prowadzi do |Cz,z|2 = % (2,%,)2.

Wybieramy tez konwencje w znaku tak, ze:

sin'fe’¥

1)t (20 + 1)(20)!

Kolejne stany wlasne uzyskamy dziatajac L_ = he™* (-0 +
icot§0,) i odpowiednio renormalizujac:

(=1’
211!

(20 + 1)(20)!

I Ret =D gin! =10 cos 621
vy

Yii-1=—

e~

Ogolne jawne wyrazenie na harmoniki sferyczne:

20+ 1 (I — |m|)! .
Yion(0.9) = (~)rtnb2) [AELEZ D pin o )i

gdzie P/"(z) stowarzyszone wielomiany Legendre’a:

dlml

dz!™|

PM(a) = (1 —a%)m/? Fi(x)

gdzie Pj(z) wielomiany Legendre’a:

1 d

Pi(w) = on i gt

(22 1)

Podsumowujac Harmoniki sferyczne to takie unormowane
funkcje 0, p, ze:

LzYl,m = hmYl,m (46)
LY} = P2+ )Y, (47)
/ dpdb sin 01 (0, 0) Y (0, 0) = Sy (45

Sa baza w przestrzeni funkcji catkowalnych z kwadratem na
sferze (wiemy, bo znalezliSmy wszystkie stany wlasne opera-
tora hermitowskiego). Warunek zupelnosci:

) l
S Vi, 0)Yin (0, ) = —0(0 — )57

1=0 m——1 Sl

Czyli kazda funkcje catkowalna z kwadratem na sferze mo-
zemy rozlozy¢ w bazie Harmonik sferycznych. Przykladowe

harmoniki:
1 3 ,
—, Yo = cosf, Y; = \/—SiﬂQeiw
\/E 1,0 1,41 =+ o
(49)

/5 /15 ;
Ya0 =1/ —(3cos?0 — 1) Ys.41 = T4/ — sin f cos fet™®
’ 167 ’ 8w
(50)
1 ,
Yoo = 15 sin? get2®
’ 327

Yo,0 =

e

(51)

21
Cwiczenia

1. Znalezé stany wlasne w nieskonczonej tréojwymiarowej
studni potencjalu V(7) =0,dla0 <z < a, 0 <y < b,
0<z<e

2. Dla oscylatora izotropowego 3D, zapisaé operatory mo-
mentu pedu za pomoca operatoréow kreacji/anihilacji
a,b,c. Pokaza¢, ze L, L,, L, komutuja z Hamiltonia-
nem. Znalez¢ stany o energii 5/2hw ktore beda jedno-
czeénie stanami wlasnymi L2 i L,

3. Korzystajac z wlasnosci operatoréw Ji, Znalezé jawne
postacie macierzy J,, Jy, J. dla czastki o spinie 1.

4. Pokazac¢, ze e~ 77 Jyen’s = J,cosp + Jysing, czyli,
ze sktadowe momentu pedu rzeczywiscie transformuja
sie pod wplywem obrotu jak sktadowe wektora w 3D

5. Napisaé explicite transformacje obrotu spinu 1,/2 wokot
osi x o kat . Jaka posta¢, ma transformacja dla ¢ =
27?7, Porownaé, z przypadkiem czastki o spinie 1—tu
juz ,normalnie” obrét o 27 to identycznosé

6. Czastka o spinie 1 zostala przygotowana w w stanie
|7 =1,m =1). Jakie wartosci i z jakimi prawdopodo-
bieristwami mozna uzyska¢ mierzac rzutu spinu czastki
na o$ y.

TYDZIEN VIII (22.04, 24.04)
Potencjaty sferycznie symetryczne c.d.

Wiemy, ze dla potencjatléw sferycznie symetrycznych

mamy.

1/J(T7 0, 4,0) = R(T)Yim(ev 90)

I wiemy, ze LY}, = h%l(l+ 1), 1 =0,...,00 czyli réwnanie
na cze$¢ radialng ma postac:

h2

B RA(L+1)
2mr2R

2mr2 —E=0

Or(r?0,R) + V(r) +
Czesé z I(I + 1) pelni funkcje potencjalu zwiazanego z sila
odsrodkows.

Czastka swobodna we wsp. sferycznych Wezmy V(r) = 0.
Znamy rozwigzania we wsp. kartezjanskich, ale fale plaskie
nie s3 stanami wlasnymi L., L?. Teraz bedziemy mieé¢ roz-
wiazania tego samego problemu ale w innej bazie.

h2

—E&(R&R) —2mr?E 4+ h%1(14+1) =0

Wprowadzmy oznaczenie E = h2k?/2m:

—%a,.(r“‘a,.ﬁz) SR (1 4+1) =0



Wezmy najpierw [ = 0, i zapiszmy jako:
1
——02(rR) —k*=0
RT T(T )
Czyli

sin kr B cos kr .

R(r)y=A

r r

Rozwiazanie odpowiadajace stanowi czastki o zerowym mo-
mencie pedu. Dla ogélnego I:

2 (l+1
7R+ =0 R+k - (;2) =0
r r
Wprowadzajac zmienng p = kr:
2 (l+1
2R+ ;8,,R+(1 X e ))R: 0

Roéwnanie Bessla. Rozwiazania kuliste funkcje Bessla:

Ri(p) = Aji(p) + Bru(p)

1d lsinp
. l
Ji\p) = (—=p 5
He) = (=) (pdp) P
l
1 dY\ cosp
l
m(p) = —(=p)" | - —
(e) ( )(pdp) p
Dla matych p:
) 241! (20! _
Ji(p) = m% ni(p) = o ()

Czyli podsumowujac. Dla energii k = \/2mFE /hbar?:

1/Jz,m(7“7 97 (P) = [A.jl(kr) + Bnl(kr)]yi,m(aa 90)

Potencjat Coulombowski Wezmy V(r) = — 4521« bedzie nam
opisywal oddzialwanie elektronu natadowanym jadrem o ta-

dunku Ze Przeskalujmy p = ar, a = S”ZLLE'

. Mamy:

4E Ze? AE(1+1)
—pzﬁp(p28pR) - 7\/8m\E|h2 to o —E=0

Oznaczmy A\ = 4?502)‘1 55
I(l+1
—zap(pQE)pR) + [ - == ( 7 )} R=0
Rownowaznie:
1,9 A1 (141 B
pap(pR)+[p—4— = R=0

Postepujemy podobnie jak w przypadku oscylatora harmo-
nicznego rozwigzywanego przez szereg. Patrzymy najpierw
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na zachowanie asymptotyczne w p — oo. Rozwazmy R(p) =
p”ei%p . Sprawdzamy, ze spelnia rownanie w wiodacym rze-
dzie. To sugeruje szuka¢ rozwigzan postaci:

gdzie F(p) wielomian skoriczonego rzedu w p. Podstawiamy
i uzyskujemy:

O%F + (21> 0,F + [H l(ltl)
p p p

F=0

Wezmy F(p) = p*L(p), s > 0 (zeby bylo skonczone w p = 0),
L(/’) = Zyzo ayp’, ag # 0. Dostajemy:

p* 05 L+p[2(s+1)—pld, L+[p(A—s—1)+s(s+1)—I(I+1)]L = 0
Wezmy to rownanie dla p =0
s(s+1)—1(l+1)=0

Mamy dwie mozliwosci s =1, s = —(I + 1). Wybieramy nie
wybuchajace s = 1. Wtedy

pO>L+[2(1+1) — plo,L+ (A =1 —1)L =0 (52)

Wstawiamy wielomian L i dostajemy zwiazki miedzy kolej-
nymi wspoétczynnikami a,:

Ayl v+Il+1-—X
a,  (+1)(v+2+2)

P . . Ayl 1 .
Jesli szereg by sie nie urwal, to = — , a to znaczy, Ze

R(p) — rme2” i funkcja wybucha. Warunek urwania:
A=VUnax +l+1=n=1,2...,00

gdzie n bedziemy nazywaé gléwna liczbg kwantowa. W ta-
kim razie energia:

Z2e*m? A

En=—557573 = Ro—3, Ro=—13,
32m2e2n2h? Ro n? Ro 3, BeV

Czynnik skalujacy a:

27 4megh>
o = —_—, a’O = 3
nag me

= 0.52A (promien Bohra)

Dla wiekszych Z wszystko sie kurczy.

Wielomiany spelniajace réwnanie (52) mozna wyrazié
przez stowarzyszone wielomiany Laguerra. Wielomiany La-
guerra speniaja roéwnanie:

pO>Ly + (1 = p)pLy +pLy =0

A w zwiazku z tym stowarzyszone wielomiany Laguerra L =
%Lz) spelniaja (rézniczkujemy powyzej g razy:

pOILL + 0,Li(1—p+q)+ Li(p—q) =0



Poréwnujac z (52) widzimy, ze p =n+1, ¢ = 2l + 1. Czyli

rozwigzaniami bedg Liljfll (p). Jawnie:
21y N (L qymeat [(n+ DY
L = —1)m :
net (P) mz::()( ) (n—l—l—m)!(2l+1+m)!m!x

Dokonujac unormowania, mamy ostateczng posta¢ rozwiag-
zan:

flpnlm (7“, 97 90) = Rnl (T)Y—lm (03 80) (53)
_ 2Z’r L _Zr 2l+1 2Z’I‘
Rnl(r) - Nn,l (Tlao> € OLnJrl (Tlao) (54)
2Z\*?* [(n—1-1)
Mu=-(2) \mmep
Przyktadowo:
32
Rip(r) =2 (Z> e @0 (56)
ag
7z \%? Zr\ _ oz
Roo(r) = <2ao> <2 - ao) e 2% (57)
A 3/2 zr Zr
Roy(r) = [ 2= ~2ag 58
n0)= (50 ) e (59)
(59)

Energia zalezy tylko od n. Jaka degeneracja? Dla kazdego
n mamy dopuszczalne [ =0,...,n—1, a dla kazdego [ 21 +1
réznych m:

n—1

> @+1)=2n(n—1)/24n=n
=0

Problem dwéch ciat

Myslac o atomie wodoru nie mamy pojedynczej czastki
w potencjale, ale oddzialywujace dwie czastki. Powinnismy
wiec napisa¢ row. Schroedingera dla funkcji falowej dwoch
czastek: (7, 7).

h? h?
ihOpp(71,72) == [*Tmlﬁl - %A2 + V(r1,re)|Y(r1, 72)

Jesli V (71, 7) = V(71 — 72), to wprowadzajac zmienne

—

— 75, R= (m1771 +m2f'2)/(m1 —|—m2)

!

=3

Otrzymamy:

. h? h? L
’lhatw = 7mAR — ZAT -+ V(T ’l[J(R, 7')

gdzie M = my + mg, p = mime/(mq + mgy), masa zredu-
kowana. Czyli mamy separacje zmiennych. Mamy calosé
jako czastke swobodna o masie M oraz czastke o masie u w
potencjale V(7). Czyli np. dla atomu wodoru we wszyst-
kich wyprowadzonych wzorach powinni§my zamieni¢ m na
= mpme/(myp + me).

23
Cwiczenia
1. Rozlozyé¢ co$ na harmoniki - jakie wartoSci momentu

pedu

2. Obroci¢ harmonike Y7, i zoabcezyé, ze rozklada sie tak
jak powinna

3. Znalez¢ energie i stany dla 1=0,]=1 w potnecjale
V(ir)=0dlar<aiV(r)=ocodlar>a

4. Potencjal V(r) = =Vo dlar <a o V(r)=0dlar > a.
Dla jakich Vj istniejg stany zwigane.

5. Znalez¢ energie i stany wlasne pozytronium

TYDZIEN IX (29.04, 06.05)

Mato potencjaléw pozwala na analityczne rozwiazanie
rownania Schroedingera, wiec metody przyblizone sy b.
wazne.

Rachunek zaburzefi bez czasu
Rozwazamy:
H=Hy+YV,
gdzie Hy potrafimy rozwiagzac:
Ho[n”) = EP[n()

a V jest zaburzeniem. Bedziemy pisa¢ AV, zeby §ledzi¢ rzedy
wielko$ci zaburzenia. Chcemy rozwigzaé:

(Ho+ A\V)|n) = Ep|n)

Zaktadamy najpierw, ze widmo niezaburzone E7(10) jest nie-
zdegenerowane. Piszemy:
n) = [n@) + An®) + X2[n@) + .. (60)
E,=E9 + \E() + X2E? (61)
gdzie zatozyliSmy implicite, ze zwiekszajac A od 0 do 1 nasze
energie i stany zachowuja sie w sposob ciagly. Podstawiamy
i patrzymy na kolejne rzedy:
(0) (Ho — E)n'”) =0 (62)
(1) (Ho — EO)nV) = (ES = V)ln®)  (63)
(2) (Ho — ED)n®) = (B = V)[n) + EP|n®) (64
(3) (Ho — E)|n®) = (B = V)[n®) + EP |n®) + EPn©)
(65)
(66)

~—

Zauwazmy, ze zawsze moge doda¢ do |n(i)> co§ proporcjo-
nalnego do |n(9) i wciaz bedzie réwnanie spetnione. Czyli



bez utraty ogélnosci mozemy przyjac, ze (n(|n(®) =0, dla
i > 1. Obktadamy z lewej przez |n(?)) i dostajemy:

ED = (nO|V D)

Czyli, zeby znalez¢ poprawke do eenrgii w i-tym rzedzie po-
trzbujemy stanu w ¢ — 1 rzedzie. W szczego6lnoéci tatwo zna-
lezé:

ET(LI) — (n(0)|V|n(0)>.

Teraz szukamy stanu [n(1)). Wiemy, ze ortogonalny do [n(?)),

wiec zapiszemy
n,l
= oIk
k#n

)

Obktadamy (1) z lewej przez (k9] i dostajemy:

@ (EOV]n®)
YU = 0 40
EY — E!

Czyli ostatecznie:

KOV o
|n(Vy = § :7“{;( )y
(0) (0)

k#n En _Ek

Wszystko OK dzieki temu, ze nie ma degenracji!!! Dzieki
temu, mamy tez jawnie poprawke do energii w drugim rze-
dzie:

B2 — Z [(nO V@)
k#n E”(lo E o

Zwréémy na tendencje do odpychania sie pozioméw w po-
wyzszym wyrazeniu wraz ze zwiekszaniem zaburzenia. Wa-
runek na zbierznosé jest by |(n(®) |V|k(0)>/(E7(10) - Elio))\ bylo
odpowiednio malte. Formalnie stany zaburzone, ktére pi-
szemy sa nieunormowane. W praktyce trzeba by je na koniec
unormowac.

Co robi¢ gdy mamy degeneracje? Problem, ma zwigzek z
naszym zalozeniem ciagtej zmiany stanu wraz z odchodze-
niem A od zera. To ze mamy osobliwo$é sugeruje ze co$
sie dzieje ze stanem skokowo. Intuicja: do macierzy jed-
nostkowej dodajemy epsilonowe zaburzenie ktére w sposéb
nieciggly wyréznia baze. Jedli degeneracja to nie jest jasne
od jakiej bazy zaczynaé, trzeba wybra¢ dobrze. Intuicyj-
nie: baze ktéra diagonalizuje V' w podprzestrzeni zdegenero-
wanej. Scisle. Rozwazmy g-krotnie zdegenerowany poziom
energetyczny n: |n§0)>, ceey |n§0)>, E,(l(,)c) = BV, Oznaczmy
zbiér stanow z przestrzeni zdegenrowanej D = {nq,...,ngy}

Wiemy, ze kazdy stan [n(9)) = > keD a,(go)|n§€0)> ma energie

E©) Wstawiamy do (63) i

(Ho — E)[ntV) = (BY = V)[n®)

Obktadamy z lewej kolejno |n;) dostajemy uktad rownan j =

1,...,¢:
5B -
k

(O [Ving))al” =0

24

Oznaczmy (n;|V|ni) = V;,Czyli w zapisie macierzowym:

e ay
Vii—Ey’ Via ... Vig a
: S : =0
1
Vi e Vyg— BV 0y

Czyli rozwiazujemy problem wlasny V' w podprzestrzeni zde-
generowanej. Baza wlasna V: |m§€0)) Wartosci wlasne Eﬁ,%i
to odpowiednie poprawki w pierwszym rzedzie, a wektory
wlasne \m,&o)> to wlasciwe wektory w zerowym rzedzie od
ktorych zaczynamy rachunek zaburzen.

) = (m [Vim)
Czyli robimy tak jak w przypadku niezdegenerowanym, tylko
w bazie gdzie V nie ma elementéw pozadiagonalnych w
podprzestrzeniach zdegenerowanych. Czyli w sumach po-
mijamy inne stany z przestrzeni zdegenerowanej. Gorzej
jesli degeneracja sie nie usuwa w pierwszym rzedzie, czyli
kilka wartosci Ey(,%,z takich samych. Nie mamy wyréznionej
bazy. Wtedy trzeba rozwaza¢ problem usuniecie degeneracji
w drugim rzedzie. Wiemy, ze pierwsza poprawka do stanu
|n(M) = 2 kgD a,il)|k(0)>, musi spelniaé:

0 0
(0 _ FOV(Siepa” )
E E7(10) - EI(CO)

Wktadamy do (64) i dostajemy szereg réwnan j =1,...,g

NOMON
0) o)) OWVYiepa'ln) 0 _
<nj |V g |k E(O)_E(O TN E 5 ia; =0
k¢D n i€D

Czyli musimy rozwigza¢ problem wlasny dla macierzy:

i wartosci wlasne to beda energie Ey(Lz), a wektory wlasne

dobre startowe niezaburzone stany |m](€0)>. Jesli w drugim
rzedzie nie usuniemy degeneracji . ..

Metoda wariacyjna
A co zrobié jesli nie znamy rozwigzan Hy, a chcemy znalezé

stan podstawowy jakiego$§ problemu.
Twierdzenie: Dla dowolnego stanu |0),

(0[H|0) > Eo

gdzie Ey energia stanu podstawowego.
Dowdd

= In){n|0)
n=0



gdzie H|n) = E,|n).

ZE |(n|0) |2>EOZ (n|0)]?

Idea: Postulujemy pewna klase funkcji zalezna od pew-
nej liczby parametréw, nastepnie minimalizujemy $rednie H
po tych parametrach i uzyskujemy gorne przyblizenie energii
stanu podstawowego i przyblizona posta¢ stanu:

(OH|0) =

5. 15
Ey < min 7<O)l‘ 7|0)‘>
A (0x10)
Przyktad Wezmy oscylator harmoniczny V(z) = 3mw?a?.
Postulujeny gausowska funkcje probna:

1 552

’Q/J,\(CU) = We——

>

Gdzie wariancja A nie znana. Liczymy

1 . 2
My = — w5 (22— 1 h
(H)x (27r/\)1/2/ ve = (z ( Smaz g™ >+4m)\
o1,
8m)\ + mw A

Szukamy minimum

d(H) h
= A=
d\ =0= 2mw

Dziata. Jedli klasa funkcji bedzie dostateczni dobra uzy-
skamy dobre przyblizenie.

Rachunek zaburzen z czasem

Zajmowalismy sie rachunkiem zaburzenn dla réwnania
Schroedingera bez czasu. W szczegblnosci hamiltonian za-
burzenia niezalezny od czasu. Sa ciekawe sytuacje gdy

H(t)=Ho+V(t)

Np. gdy wlaczamy pewne oddzialywanie, albo atmo oddzia-
tuje z falg elektromagnetyczna i interesuje nas ewolucja stanu
w czasie. Zakladamy, ze potrafimy rozwiaza¢ Hy a V (t) be-
dzie znéw male:

Ho|n) = Eo|n)

Obraz oddz1a1ywan1a MaJ@c stan w obrazie Schroedingera
(1)) = Ten Jima HE)A14(0)) definiujemy stan w obrazie
oddzialywania (Diraca)

(1)) p = eF Mo [y(8))

Podobnie definiujemy observable w obrazie oddzialywania:

Ap = enHot ge—wHot
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Zwroémy uwage, ze

p{Y(®)[Apl¢(t)))p = (L(B)| Al (1))

Robimy co$ jak obraz Heisenberga tylko nie bierzemy catego
H ajedynie Hy, czyli usuwamy z ewolucji stanu czesé¢ zadang
przez Hy. Réwnanie na ewolucje |¥(t)) p

gl 00 = g (cF™010)) =
= —Hoeh ot (1)) + eF 0 [Hy + V (1)][(t)) =
= eh oty (t)e= H 0ty ()) p = Vp ()[4 (8)) p

»Pozbylismy sie” ewolucji z Hy. Podsumowujaca tabelka:

obraz Schroedingera|Diraca|Heisenberga
ewolucja stanu H Vb brak
ewolucja obserwabli brak Hy H

Zastosujmy do rachunku zaburzen. Piszemy
) -

zeby $ledzi¢ rzedy. Zapiszmy ewolucje za pomoca operatora
ewolucji:

H = Hy+ \V(t)

[¥(t))p = Up(t)|[¥(0))p
ktory spetnia:

ih S Un(t) = Wp(1)Un (1)

Znamy warunek poczatkowy:
Up(t)=1

i mozemy zapisa¢ formalnie rozwigzanie powyzszego réwna-
nie jako:

Up(t)=1— A%/O Vp(t"Up(t')dt’

To pozwala rozwiazywaé réwnanie na operator ewolucji per-
turbacyjnie:

Up(t) = UV @)+ UL (1) + NUD (1) +
U(O)() 1 (67)
Ut V
D D (68)
U2 (1) <Z) / a / AWVt Wot)  (69)
Szereg Dysona.
Rozwazmy sytuacje, ze w chwili poczatkowej stan

1% (0))p = [¥(0)) =

|i), jest jednym ze standéw wiasnych



Hy. Chcemy znalezé stan w poézniejszych chwilach czasu.
Zapisujemy w bazie H

(o =3 eal®)ln)

n

Zauwazmy, ze majac [¢(t))p bedziemy mie¢ tez [¢(t)) bo
[h(t)) = 3, cn(t)e ™ Ent/Pn). Rozpisujac w kolejnych rze-
dach mamy:
cn(t) = e (8) + Act) (1) + A2 (1) +
Poréwnujac wyrazy przy tych samych potegach A mamy:

ngo) (t) = 5n,i

el(t) = —% A (n|Vp(t")]i)dt’
_h;/o /0 (n|Vp (") |m)(m|Vp (t")|i)dt' dt”

Zauwazmy, ze

(n|Vp (t)]i) = eF B (n|V (1)]i)e
gdzie wy; = (E, — E;)/h. Czyli:

;]'Eit — eiwnitvni (t)

1

t
C(1)( ) _ 7%/ eiwmt’vm( /)dt/
0(2) =—7 Z/ / zwnmt V., ( ) zwmit”Vmi(t//)dt/dt//

Zaburzenie harmoniczne Stan poczatkowo w [i). W chwili
t = 0 wlaczamy zaburzenie (np. uklad zaczyna oddzialtywac
7 falg e-m):

V(t) =2V sinwt

Liczymy amplitude znalezienia stanu w |n):

c(l) —Vm/ iwnit’ gin ot dt!

gdzie V,,; = (n|V|4).

V7” zwm Lwt

(1)(

—zwt)

— €

(wnitw)t 1
h ( (Wni + w) {6

. tw)t . —w)t
2V i(wpitw)t SIN 7(%1;“)) i(wpi—w)t SIN 4(w"l2 <
— e 2 _— e 2 _—

h Wni +w Wni — W

Widzimy, ze duze wklady bedziemy mieli wtedy w = Fw,;.
Jesli wy; > 0 absorpcja” (drugi czton dominuje), jesli wy; <

1 .
|:e7,(wm- —w)t
)

2(wm- —w

—th
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0 ,emisja wymuszona” (pierwszy czton dominuje). Dla usta-
lenia uwagi przyjmijmy w,; > 0 i skupmy sie na drugim
wyrazie. Prawdopodobienstwo przejscia do stanu n wynosi:

4| V,il? sin?
h2 (Wi — w)?

(Wni —w)t
2

() =

Zbadajmy granice ¢ — oo. Fakt:

.2
sin (wzt/Z) t—00 zé(w)
tw 2

Intuicja (szerokosé¢ 1/t, wysokosé t2). Czyli w granicy:

1 27t
ehi (O = S

2
Vm‘ 6(wm —w)
Prawdopodobieristwo rosnie liniowo w czasie. Wprowa-

dzamy wiec prawdopodobieristwo na jednostke czasu (szyb-
kosé¢ przejscia)

Wi—n = ﬁ|‘/nz|2§(wm - UJ)

Czesto bedziemy mieli kontinuum stanéw wokét pewnej ener-
gii E,. Wprowadzajac gestosé stanéw dN = p(E,)dE, mo-
zemy napisaé (jesli prawdopodobieristwa przejsé takie same)
mozemy napisac:
gdzie [n] oznacza grupe stanéw o energii E,, = E; +w. Zlota
reguta Fermiego.

Zwroémy uwage, ze | Vil = |Vin|? czyli prawdopodobien-
stwa emisji wymuszonej i absorbcji na gesto$¢ koncowych
stanéw sa sobie rowne.

Przyktad. Prosty model magnetycznego rezonansu jadrowego
Rozwazmy spin w polu magnetycznym B = DBge, +
Bi(e; coswt + ey sinwt). Typowo B1(1073T) < By(1T) Ha-
miltonian:

H = —yByo, — vBi(coswto, + sinwtoy)

Dla niezaburzonego Ey = —yBy, E| = vBy. Czyli czestotli-
wosé przejscia wg = 2vBy/h. Macierz zaburzenia:

0 e—iwt
eiwt 0

Zﬁéémy uwage, ze to nieco inny model niz zaburzenie har-

iezne, bo nie mnozymy pewnego operatora przez jedna
furtkcje skalarna zalezna od czasu. Robimy tak bo dzieki
temu ten model ma tez Sciste rozwigzanie... Jesli na po-
czatku byly w stanie | ) ampliuda przejscia do stanu | |):

-
1 _ 2 / i(wo—w)t’ !
c’'==1] e vB; dt
1 hJo



Czyli

442 B? sin’(wp — w)t/2
Pr—| = 72

(wo — w)?

tu po prostu nie ma drugiego czlonu z (wy + w). Ale ten
problem mozna rozwigzaé Scisle! W obrazie oddziatywania

[9(t))p = cr(®)[ 1) + e ()] 1)
7Z kolei
0 i(wo—w)t
VD(t) - _,}/Bl 67(w07w)t ¢ 0 ‘|

mozemy rozwigzaé §cisle...

v’ B/
V2B /h?

Pr—1 = T (w—wp)?

wida¢, ze w najnizszym rzedzie w Bj sie zgadza.

Cwiczenia

Oscylator z zaburzeniem liniowym ,czwarta potega. Efekt
skoniczonych rozmiaréw jadra w atomie wodoru. Poprawka
do energii w atomie Helu ze wzgledu na oddzialywanie elek-
tronow. Oddzialywanie van-der-Wallsa (dwa atomy wo-
doru). Efekt Starka, kwadratowy (stan podstawowy), li-
niowy (stan podstawowy, pierwszy wzbudzony, degenracjal).
Jonizacja atomu wodoru [Przygotowaé serie zadaii domo-
wych do kolokwium 18 maja uwzgledniajac zadania z na-
stepnego tygodnia]

TYDZIEN X (13.05, 15.05)
Tw. adiabatyczne

RozwazaliSmy zaburzenie zmienne w czasie ktére byto
male w poréwnaniu z Hj ale nie méwiliémy nic o szybko-
§ci zmiennodci. Teraz myslimy o sytuacji gdy Hamiltonian
H(t) zmienia sie bardzo wolno (wolne wlaczanie/obracanie
pola itp.) W kazdej chwili czasu mozemy napisac:

H()n(t)) = En(t)[n(t))

[n(t)) tworzg baze zalezna od czasu. Formalnie mozemy na-
pisa¢ dowolne rozwigzanie w postaci:
1 t
=—— [ E,(thdt
7 | )

(70)

e On(t)),

=Yl
Wstawiamy do row.Schroedingera:
0y [ea(In(®) + ea®la(®) + en (B (1)) €70 =
n =Y H(beu e V() (1)

n

gy~ /4022
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trzeci wyraz po lewej sie skraca sie z prawym mamy:
D a®)n(®)e D = =3 e, (t)|n(t))e

Czyli
|n(t)>€i[9n (t)=0:m (1))

= calt)(mlt)
Z kolei rozniczkujac (70) mamy, dla n # m:

(m(®)i(t)) = SPOIHOIRE)

E, - E,
Czyli:
Cm(t) = —cm () {(m(t)|m(t))+
()= (£)] H(t)|n(t
Lo

n#m
O przyblizeniu adiabatycznym méwmy kiedy mozemy pomi-
na¢ drugi czlon:
|Hpn| X 1) Hy (skala czasowa ewolucji) < (B, (t) — Ep(t))
Wtedy jesli w ¢ = 0 zaczynamy ze stanu wlasnego H(0),

|m(0)) to pozostaje on ciggle stanem wlasnym zmieniajacego
si¢ stanu wlasnego H(t):

Cm(t) =cm(0)e —ifo (m

gdzie v (t) = i fo
przez faze. Ostateczme

[¥(t)) = €

O (t) - faza dynamiczna, v,,(t) - faza geometryczna.
Zwr6émy uwage, ze redefiniujac stany w kazdeJ chwili czasu
[m(®) = ()X, 3n(t) = Yt — [ %(£) moemy te
faze wchlona¢ wiec wydaje sie meﬁzyczna

m(t')|in(t'))dt’ _ cm(O)e”m(t)

t)|m(t'))dt’, czyli domnaza sie tylko

m (t) giym (2) Im(t))

Faza Berry'ego

Rozwazmy sytuacje, ze Hamiltonian zalezy posrednio od
czasu, poprzez zalezno$¢ od pewnych parametréw uktadu
R(t) zaleznych od czasu (pole Magnetyczne, sita potencjatu,
itp...). Bedziemy pisa¢ H[R(t)] i |m[E(t)]). Rozwazmy teraz
adiabatyczng zmiane gdzie R(t) zakresla pewna trajektorie.
Zgodnie 7z wczesniejszymi wynikami mozemy napisac:

R(t)
Ym = 'L/ (m
R(0)

Ciekawie sie robi jak rozwazamy kontur zamkniety, czyli Ha-
miltonian wraca do swojej pierwotnej formy. W tej sytuacji
faza geometryczna nie zalezy juz od redefinicji faz w sta-
nach wtasnych! bo: domnazajac przez faze |m[R(t)])eXF(1)]
otrzymujemy:

Y =i f/; ) Falm(R) - dF

(B)|Vrlm(R)) - dR

Vx(R) - dR = v,
R(t)

bo rotacja gradientu zero.



Przyklad Wezmy stan spinu 1/2 |+),, i rozwazmy pole ma-
gnetyczne zmieniajace sie wzdluz rownoleinika: B(6)
Blcostheta, sin 0 cos p,sinfsin | dla ¢ = [0,27] powraca
do poczatkowej wartosci Stan wlasny Hamiltonianu [0) =
cos 0/2|+) + sin(6/2)e’?|—) Obliczmy

2 ) )
v = z/ dp(cos0/2(+|+e"?sin(0/2)(—|)ie'? sin(6/2)|—))
0

—2msin? /2 = —%Q (73)
Czyli faza zmienia sie o pot kata brytowego 2 zakreslonego na
sferze (tak bedzie dla dowolnej trajektorii). Np. dla ruchu po
rowniku dostaniemy —1. (dla stanéw o rzucie spinu m bytoby
—mf)) Stad nazwa geometryczna. Mozna zaobserwowaé w
eksperymentach interferencyjnych—na jednej $ciezce wolno
zmienne pole magnetyczne i obserwujac interferencje z dwdch
drog widaé te faze. (Aharonov-Bohm effect to tez to samo,
poZniej)

Dodawanie momentéw pedu

Wiemy, ze unitarna macierz obrotu czastki wyraza sie

przez operatory momentu pedu Us(¢) = e~ #9% . Znamy
rozne reprezentacje grupy obrotu (albo $cislej SU(2))
i wiemy, ze nieprzywiedlne reprezentacje numerujemy j
i mamy odpowiednie reprezentacje operatoréw momentu

pedu. Np dla czastki o spinie s = 1/2 mieli§my (oznaczamy

S zamiast J):
hlo —i Al10
S, = = S, ==
]’y 2[z’0]’ 2[01]

h
w bazie |m = +1/2),|m = —1/2). Wiemy jak obracaé stany:

01
10

W) = Un(@)0), Uslep) = e 797

Rozwazmy teraz dwa spiny 1/2. Baza w przestrzeni dwoch
spindw |m1) ® |msg), m; = £1/2. Ogolny stan dwoch spindw:

Z Cm17m2‘m1> ® |m2>

my,ms2z

)12

Jak obraca sie stan dwoch spinow:

— Ua(p) ® Us(@)[t0)1a = e~ 1675 @ c= 4975y , —

_ e—%cpﬁ(§®]1+]1®§)|w>12 _ e—%cpﬁfhm (74)

|1l)/>12

12
gdzie
J=Sel1+12S=5 +9

jest operatorem catkowitego spinu. Chcemy wiedzie¢ jakie
s3 mozliwe wartosci j i m; zwigzanych z J i jakie stany
w przestrzeni dwoch spinéw 1/2 temu odpowiadaja (stany
wlasne f) To nam pozwoli lepiej zrozumieé¢ jak obra-

caja sie stany dwoch spinéw 1/2. Dotad uzywalismy bazy
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|mi1) ® |me = £1/2) stany wilasne Sy ., Sa2. (i w sposob
trywialny S7,S55. Teraz chcemy stany wlasne J2, J,. Jaki
mozemy mie¢ maksymalny J, = 51, + Sa ..

J|+1/2)®@|+1/2) =h|+1/2) @ | +1/2)

Czyli maksymalnie m; = +1. To oznacza, ze maksymalnie
_j = 1. Sprawdzmy czy jest to tez stan wlasny J2:

- = 3k
J? = 512+522+25152 = 7ﬂ+2(517152,x+Sl7y52,y+517252,z)

3n%  _h?

J?41/2)®|+1/2) = (7+2Z)|+1/2>®\+1/2> = 2h2|+1/2)®|+1/2

czyli faktycznie j = 1. Mozemy wiec napisaé:
li=1m;=1)=|+1/2)®|+1/2)

Chcemy pozostale stany o j = 1. Wiemy, ze:

J_lj,m) = h/j(j +1) —m(m — 1)|j,m — 1)

Czyli:

:17m:0 :J_.:l,m‘zl
lj J ) lj J >ﬁ\/§
Ale J_ =851 _ + S5, _, wiec:

1

h2
(I-12)@[+1/2)+|+1/2) @[ - 1/2))

lj=1,m; =0) = (S1—+ S )| +1/2)®|+1/2) =

!
V2

Podobnie dostaniemy:

j=1m;=-1)=|-1/2)®|-1/2).

Mamy trzy wektory w czterowymiarowe]j przestrzeni. Zostat
nam jeszcze jeden wektor ortogonalny i mozemy sprawdzié,
ze on odpowiada j = 0, m; = O:

!
V2

Formalnie rozdzieliliémy nasza przestrzen 4-ro wymiarowa na
podprzestrzen trypletowa i singletowa, ktére nie mieszaja sie
pod wplywem obrotéw, generatoey maja postaé blokowa w
tej bazie:

|j:07mj :0>

0100 0 1 00
B 1010 Bol-1 0 10

Jp = — JJy = —— . J.=h
V210100 Y210 =100
0000 0 0 00

Stany z przestrzeni trypletowej obracaja sie jak czastka o spi-
nie 1 a z przestrzeni singletowej jak czastka o spinie 0 (czyli
nie obracaja sie). Oznacza to, ze gdyby napisa¢ macierz ob-
rotu dwoch czastek w tej bazie mielibysy postaé¢ blokowa:

(%)

3 (3)
U2 ()@ U,

7

(0) = UM () 2 UL ()

(I-1/2@[+1/2) - |+1/2) @[ -1/2))

S O O =
o O O O



Albo w skrocie:
1 1

S®-=1a0
3@y =19

Rozktad reprezentacji tensorowej SU(2) na sume prosta nie-
przywiedlnych reprezentacji. To jest przyktad dodawania
momentéw pedu. Zwrdéémy uwage, ze stan singletowy sie nie
zmienia pod wplywem obrotéw—wazna i ciekawa wlasnoscé.
W szczegdlnosci mogliby§my napisaé:

. 1

Zwréémy tez uwage na ciekawostke: singlet stan antysyme-
tryczny, tryplet -stany symetryczne. Gleboki zwigzek re-
prezentacji tensorowych SU(2) z symetriami ze wzgledu na
zamiane czastek.

Ogolna procedura dodawania momentéw pedu. Mamy
dwie czastki o ji, jo czyli przestrzen (251 + 1)(2j2 + 1) wy-
miarowq rozpieta przez:

lj1,m1) @ |j2, m2) = [m1) @ [ma)
. Chcemy w tej przestrzeni znalez¢ baz¢ wektorow wiasnych
J? J., gdzie J = Jy + Js.
J2|j’m>:h2j(j+1)|jam>> J2|j7m> :hm|j,m>
. Skorzystajmy z wtasnosci:

|
Ji-Jo = §(J1,+J2,7 +Ji—Joy)+Jiz o

Dzieki temu:
S =Y+ 5420 e+ g To o+ Ty
Maksymalne j = j1 + j2. Zaczynamy:
17,7) = |71) ® |52)

Sprawdzamy. Teraz:
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Czyli
jj-Dr=1i-1j7-1)

Mozemy teraz dalej konstruowac... bedziemy uzyskiwaé do-
datkowe wektory az do momentu az zejdziemy do m =
|71 — jo| wtedy zacznie nam sie zmniejszac liczba wyrazow
(np wezmy ji i jo = 0). Uzyskamy wszystkie j z przedziatu
J1+ j2 az do |j1 — j2|- Kazde j wystapi doktadnie raz. Wy-
miar sie zgadza

2 U= Y2e @1+ 1200 =1+ 120 @1 =12 4 1) o4 200 — G+ 1) = (22 + 1) * (241 + 1)

Czyli w skrocie:
J1®jJa=j1+ja® @ j1 — ol
Ogolnie piszemy:

|.7am> = Z <j17mlaj27m2|jam>|m1>‘m2>
miy,m2
gdzie (j1,mq, jo, ma|j,m) nazywamy wspolczynnikami
Clebscha-Gordana. Niezerowe tylko jesli m = mj + mgo
ilji—Jel < j < j1+ jo. Jawna ogdlna posta¢ dosé

koszmarna...
Wiecej czastek, analogicznie. Np.
1 1 1 1 3 1 1
II®-=(1 i =
2®2®2 (®O)®2 2@2692

Mamy dwie podprzestrzenie o spinie 1/2 i jedna o spinie 3/2.
Diagramy Younga. W poziomie symetryzacja. W pionie
antysymetryzacja.
To, ze stany z okreslonej przestrzeni j maja dobrze okre-
§lone wlasnosci symetrii zwiazane z tym ze [U®N,11,] = 0.
[Kolokwium 2 (18 maja)]

TYDZIEN XI (20.05, 22.05)

521) = 57 10.3) = <= (Vi = D) + V2721) © by Sy, e

itd az do
17, =3) = | = j1) @ | — ja)

Zwr6émy uwage, ze mamy stan ortogonalny do |7, j—1) ktory
tez ma wartos§é wlasng J,, réwna j — 1. Napiszmy go:

o = D = == (V272lis = Dlj2) = /21l @ lj2 — 1)
V2j
Sprawdzmy czy jest wektorem wlasnym J2:

J2|jaj — 1>L = hZ%Q(jl(jl + 1)+ jo(jo + 1)+
+2(j1 — Do) |1 — Do) + ha/’fm\hm D4
- ﬁlulm + 1) + Ga(Ga + 1) — 202 — Dialja)ljz — 1)

—WVﬁ?véﬁlbUr4ﬂh>=73@rfb—nﬁh+ﬁ”$j_DL

Macierz gestosci

Wektor w przestrzeni Hilberta |1¢) reprezentuje pelng wie-
dze o ukladzie. Uzywamy go do liczenia prawdopodobienist.
Pomiar w bazie |i):

p(ily) = |Gl)] = (@ll)(]lD)

Co by byto gdyby$smy wiedzieli jedynie tyle ze otrzymujemy
stany |¢x) z prawdopodobienstwami g;. Jakie jest prawdop-
dobienstwo ze wynik pomiaru bedzie i:

p(i) =Y awplilvr) =D arliller) (Wllé) = (ilpli),
K %
gdzie

p= alvr) (Wl
k

jest op. hermitowskim nieujemnie okreslonym, o §ladzie 1 -
macierz gestosci. Opisuje to co mozemy przewidzieé o zacho-
waniu ukltadu bez pelnej wiedzy.



c. Przyklad Poroéwnajmy dwa stany spinu 1/2:

1) = (14 1/20 + |~ 1/2).)

11

1
p1 = 1) (1| = 3 [1 1

] (75)
Oraz

py = %(| +1/2):(+1/2]: + | = 1/2):(=1/2].) = % [(1) (1)]

Pomiary w bazie z dadza ten sam wynik. Ale juz w bazie
r w p1 wyjdzie zawsze wynik +1 a w py wyniki +11i —1 z
rownymi prawdopodobienistwami. Ciekawostka:

2 = 51+ 120+ /20, +] = 1/2)2(-1/21)

i podobnie w dowolnej bazie. Te sytuacje eksperymentalne
sa nierozroznialne! Nie pozwalaja przewidzie¢ nic na temat
wartosci rzutu spinu w zadnym kierunku.

Tego typu sytuacje gdy potrzebujemy macierzy gesto$c do
opisu pojawiaja sie naturalanie w przypadku ukladéw od-
dziatujacych z otoczeniem. Mamy stan:

|\I/>SE € Hs ®@HE, pse = |\I/>SE<\I}‘

Ale fizycznie mamy dostep jedynie do stopni swobody S.
Jak efektywnie wyglada opisa¢ nasz stan? Obserwowalne sa
jedynie prawdopodbienitwa pomiaréw na S. Tzn. mozemy
rzutowaé w pewnej bazie na S: |i)g, potencjalnie co§ moze
mierzy¢ jaka$ baze na E |j) g ale po wynikach musimy usred-
nié:

p(i) =Y slil@p(ilpssli)s@li)e = s (1O _(ilepseli)e)li)s

J J
Wyglada tak jakbysmy po prostu liczyli prawdopodobiens-

two na pewnym obiekcie

ps = ZE<j|PSE|j>E7 p(i) = (ilpsli)

J
Co oznacza ten napis?. Jesli napiszemy psg w bazie:
pse =Y (psp)i ;|1 @ 15)(|l5")
ij,i'j’

to

ps = 1)1 (pse)i

4,4’ 7

Albo bardziej po ludzku:

(o5 = Y (pse)?,
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Zwr6émy uwage, ze pg nie zalezy od wyboru bazy w E:
Wezmy: |k) = >, Uk;lj),...

ps = (klepselk)e = Ul(ilpseUsli') =
k ki3’

= "6, (ilpseli’) = ps

a3’

(76)

ps jest obiektem ktory zawiera pelna informacje dostepna w
podukladzie. Czesto zapisujemy:

ps = Trgpse

operacja czesSciowego Sladowania.

d. Przyktad Rozwazmy eksperyment interferencyjny w kto-
rym foton przechodzac przez szczeline zmienia stan obecnego
tam atomu

1 1

V2 V2

W wyniku oddzialywania foton splatal sie z atomem. Czego
mozemy sie spodziewaé na ekranie.

(10) + 1)) @ 10) = —=(0) @ 0) + [1) @ [1))

ps = 5(0)(0] + [1){1)

Stan rownowazny eksperymentowi w ktorym z p = 1/2 foton
leci gorng lub dolng droga—nbrak interferencji. Fakt, ze infor-
macja o drodze fotonu wyciekta do innego uktadu fizycznego
niszczy szanse na obserwacje interferencji—dekoherencja.

TYDZIEN XII (27.05, 29.05)

Wréémy do atomu wodoru uwzgledniajac spin elektronu.
Mamy przestrzenne i spinowe stopnie swobody. Formalnie
Hsp @ Hepin, gdzie dim(Hspin) = 2. Nasza formalna baza
7 @[+ L)

W) = [d Y b, N7 )

ms=i%

Czesto zapisujemy jako w reprezentacji potozeniowej jako

i = | P+ ()
v lwm]

Jesli H nie zawiera zadnych czlonéw zaleznych od spinu to
formalnie ma posta¢ H ® 1 i rozwigzania na ¢4 (7) sg iden-
tyczne nie zaleza od m.

Wréémy do atoméw wodoropodobnych. Pamietamy, ze
uzyskaliémy stany wtasne, ktore byty jednoczesnie stanami
wlasnymi L?, L,

RoZ?

E =
n n2

|n’ l7 m>7



energia zalezala tylko od n. Jesli nie dodamy w H zadnych
czlonéw zaleznych od spinu, to stopnie spinowe nie zmienia
energii czyli, mozemy formalnie napisaé¢ stany wtlasne jako
réwniez stany wlasne S? i S,

|n7 l7m> s,m5>,

przy czym s = 1/2, my = +£1/2. 1 po prostu mamy
dwa razy wiecej dopuszczalnych standéw o tych samych ener-
giach. Mozemy tez prze¢wiczy¢ dodawanie momentéw pedu.
Wprowadzmy J=L+S Pierwszy dziala na przestrzenne
stopnie swobody, drugi na spinowe. Zamiast numerowac
l,m, s, ms mozemy rownowaznie uzywac innej bazy i nume-
rowaé |l,s,j,m;), gdzie |l —s| < j < [+ s, bedaca baza
wlasng L2, S2,.J2,.J,, to nic nie zmienia energie te same.

Przykltad Wezmy n=2,1=1,s = 1/2 mamy 6 stanéw m €
{-1,0,1}, my = £3. Dopuszczalne j = 1/2,3/2. Znajdzmy
stany w tej bazie.

lj =3/2,m; =3/2) = |m =1,ms =1/2)
Dzialamy J_:

J_|j=3/2,m; =3/2) = hW3|j =3/2,m; =1/2) =
WV2|m =0,m, =1/2) + V1jm = 1,m, = —1/2)) (77)
Czyli:

i=32.m =172 = 20,172+

1
\/;|1,—1/2> (78)

Dalej:

7 =3/2,m; = -1/2) =

J
é <\/§(\/2|—»171/2>+—|0,—1/2>)+-\/§|07—1/2>> =
Vo124 -

[ =3/2,m; = =3/2) =

1,1/2) (79)

|m=—1,ms =—1/2)

Pozostale:

|.7 = 1/27mj - 1/2> - \/;07 ]-/2> - \/g“-v 71/2>
=1/2m; =12 =T <12 -\ 2 - L4

I mamy 6 stanéw. Zapiszmy w takim razie jawnie w reprezen-
tacji polozeniowej np. |[n=2,l=1,s=1/2,5 =3/2,m; =

1/2):
f 1,000, %)
\fYn (0, %)

$(F) = Roa(r
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Teraz sie okaze poco nam to wszystko. Najwazniejszy efekt
ktory zaburza ten obrazek-sprzezenie spin-orbita. Intuicyjne
(niesciste wyprowadzenie, $cisle dopiero z réwnania Diraca):
jadro wytwarza pole elektorstatyczne w ktérym porusza sie
elektron. Dla elektronu wyglada to jak poruszajace si¢ pole

elektryczne czyli pojawia sie pole magnetyczne B = — -5 X

E (przyblizenie nierelatywistyczne, mozemy towyprowadzié¢
z petelik z pradem protonu wokot elektronu pol/2r). W
naszym przypadku E = 77475723
magnetyczny: [ = —eS’/(me), i mamy dodatkowy czton w
Hamiltonianie postaci

. S /5 A

mec \mec  4megr3

Nasz elektron ma moment

Ze? R
=———7>=L-5. (80
dmegc?m?2r3 (80)

Scigle powinien by¢ jeszcze czynnik 1/2 (efekt przejscia do
przyspieszajacego ukladu, precesja Thomasa) czyli
Ze? - =
Hg = ———1L-
5-0 8mwegc?m2r3
Mamy nowy czton w hamiltonianie. Juz nie komutuje z L, i
S.! Ale zauwazmy, ze:
JP=1?+8*+2L-S,
czyli
o1
L-Szi(JQ—LQ—SZ)

komutuje z L2 5% J%,J.. Widaé, ze lepiej uzywaé bazy
In,l,s,7,m;j) bo w tej bazie Hg_o jest diagonalny. Czyli
mozemy robi¢ rachunek zaburzen z degeneracja. Stany z

j=1x %, poprawka do energii:
h2
Ajoirye = ?[(l +1/2)(1+3/2) = (1 +1) — 3/4]
Ze? 1 Zh2e?l
drr® R (1)? = = 7/d 2
8ﬁeoc2m2/ R (r) 3 16megc®m? TR (r)/r
(81)
h2
Ajmim1yz = (= 1/2) (U +1/2) =T +1) - 3/4]
Ze? 1 Zh*e*(1+1)
— [ drr*Ry(r)* = = — /d R?,
87‘(’60627712/ rr B (r) 73 167reoc2m2
(82)
Rzad wielko$ci poprawki:
nZe?
A X eoT')’ng/ao
Jak ona sie ma do stalej Rydberga Ry = ﬁ, ag =
el
4regh?/mee?
A e mee? et e?

2~ (1/137)* = 5-107°
(83)

=2« — —
Ry €yc®m, €oh? €2h?c? ( 4dmeghc )



Narysowa¢ schemat pozioméw 2s;/o,2p1/2,2p3/2 (mamy
jeszcze efekty relatywistyczne w zwiazku z predkoscia, Sciste
rozwigzanie réwnania Diraca pokazaloby, ze poziomy 2sy /o
i 2p1/2 maja te sama energie. Ale i to nie prwad bo Lamb
Shift podnosi 25 /7)

Czastka w polu elektro-magnetycznym

W analogii do klasycznego Hamiltonianu piszemy:

—.

1
H=_—(p—eA)?
5 (7= A + ()

Pamietajmy, ze p’ to ped kanoniczny a Il = 7— €A to ped
kinematyczny. Zauwazmy:
dx; ) pi — e4;

di i H] m

Zauwazmy tez, ze sktadowe II; nie komutuja ze soba.
Zastandéwmy sie co sie stanie jak zmienimy cechowanie:

A= A+ Vx(7it), ¢ = 0 — dix
Wtedy pola E i B sie nie zmieniaja:
E=-Vo-9AB=VxA

Wiemy, ze w fizyce klasycznej to nie zmienia trajektorii.
Nam zmienia sie¢ rownanie Schroedingera i dostaniemy inng
funkcje falowa

o 1, - . ~
thoyp = (%(p —eA — eVX)2 + ep(7) — edr )V

Sprobujmy powiazaé ) = eioXq), Wystarczy wziaé a = e/h
i bedzie dobrze. Zauwazmy, ze gestos¢ prawdopodobieristwa
sie nie zmienia, jak rowniez kinematyczny ped.

Czastka w statym polu magnetycznym

Rozwazmy czastke swobodng bez spinu w stalym polu ma-
gnetycznym B = Bé,. Szukamy stanow wlasnych. Potencjat
wektorowy: A, = —By,A, = A, =0.

1
%[(px + eBy)* + p; + pl = Ey

[H,p:] = [H,p.] = 0.
= e%(pzz-&-pﬂ)y(y)

otrzymujemy:

h? 2 m 2 2 2
—%%Y + 59 (Y —90)Y = (E —pz/2m)Y

gdzie Q) = %, Yo = —pa/eB Poziomy energetyczne:

E = hQ(n+1/2) + p2/2m

Mamy degenracje ze wzgledu na p, (przesuwanie w
przestrzeni—zauwazmy, ze p, nie jest pedem kinematycz-
nym), a p, jest i odpowiada ruchowi w swobodnym kierunku
z.

Teraz cechowanie symetryczne [Cwiczenial
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Efekt Zeemana

Umieszczamy atom wodoru w jednorodnym polu magne-
tycznym B = Bé., A = [~ By, Bz,0]. Pamietamy, ze mo-

ment magnetyczny elektornu ji = —%gz
7 (—e)A)2 762 L.
H:(p ( 6) ) + ¢ T+HS_07£S'B
2m 4meg m
eB eB? eB
H = Ho+ o —(2py —yps) + - (@ +y*) + Hs_0 — —5.
0+2m(33py yp)-l-gm(a? +y°)+ Hs-o -

2

eB e B?
H=Hy+Hs_o+ —(L.+2S.)+
2m 8m

Ostatni wyraz to przedostatniego jest rzedu: eBa3/h =
1071911072°/103* ~ 10~°, pomijamy.

(z* + %)

B
H~Hy+Hs_o+ ;7m(<]z +S.)=Ho+Hs o+ Hz

Pamietamy, ze do Hs_o lepiej bylo uzywaé J, ale tutaj nie-
stety zostaje jeszcze S,. W zaleznosci od tego czy poprawka
Zeemana jest wieksza czy mniejsza od S-O uzywamy albo
bazy |l,s,j,m;), albo |I,m, s, ms). Prayjmijmy, ze poprawka
Zeemana mata w poréwnaniu z S-O. Wtedy napiszemy, ze

eB . .
B = 2 (b s,myl 4 Sl s, mj) =

5 (b + (.15, my S5, my) - (84)
Wyrazenie (j,1,s,m;|S.|j,{,s, m;) mozna otrzymac uzywa-
jac wspotezynnikow Clebscha-Gordana (rozkladajac w bazie
[I,m, s,ms)), mozemy jednak uzy¢ pewnego uproszczonego
nieco nieformalnego rozumowania. W stanach |7,1,s,m;) to
co tamie symetrie sferyczng to J. Czyli w tej przestrzeni
elementy macierzowe (m]|§|m;> = const(mj|f|m;> W szcze-
golnosci (S,) = const(.J,). Czyli operator spinu ,réwnoleglty”
do catkowitego momentu pedu. Czyli:

> " (mj| S|y (mfj| Tim;) = const > _(my|Jlm)(m)j| Tketm;

’ ’
. m.
m] LJ

(SJ) = constj(j + 1)
Z drugiej strony wiemy, ze

—

§. 7= n?%(j(jH) S+ 1) + s(s + 1))

JE+1) =10+ 1)+s(s+1)

const =

2j(j+1)
I mamy:
1) eB JE+1) =11 +1)+s(s+1)
z 2mhmj< * 2j(j + 1) uphm;g

gdzie g - wspotezynnik Landego (wspolczynnik Zyromagne-
tyczny).



Monopol magnetyczny

Zalozmy, 7e istnialby monopol magnetyczny

EM
— T
7”2

B=

Jaki odpowiada temu potencjal wektorowy? Rotacja we

wspolrzednych sferycznych:

7ol 1 :
VXA=r [Tsineag(@ sinf) — 890149} +
10l oA, —0,0rAL)| + 62 [0.(rAg) — B0 AL
r |sinf " e (PT rirao 0

Czyli wydaje sie, ze dobry bylby:

i- enm(1l - cosf) |
rsind
Ale on ma osobliwos¢ w 8 = 7 (ujemna cze$é osi z). Tylko

tak sie da bo V(V x A) = 0. Mozemy zdefiniowaé¢ dwa
obszary w ktoérych zadamy potencjat:

Al = 76”1515:5339)¢ 0<f<m—e (85)
Al = _emlteosl) s o < g < pr (86)

W obszarze gdzie AT i Al sie przekrywaja musi je laczyé
transformacja cechowania.

2€M

AT — AT = @ = Vchi

rsin 6
Czyli x = —2eprp. Teraz dwie funkcje falowe tacza sie przez:

2ieeps @

T = pl o= Z5REE

Kazda musi by¢ jednoznacznie okreslona, czyli 2eeps/h = n
a w zwiazku z tym:

eNnf = —
2e

Efekt Aharonova-Bohma

Rozwazmy pole magnetyczne w bardzo dlugim solenoidzie,
takze wewnatrz solenoidu r < a pole B =Bé, ana zewnatrz
pole znika. Ale zauwazmy, ze potencjal wektorowy nie. Za-
piszmy we wspolrzednych biegunowych:

JAﬂ—é BT/Q 'I"SR
- "\ Ba*/2r r>R

Dla przypomnienia rotacja:
S 1
VxA= ;[8T(TA¢) — 0 A)e. + ...

Teraz rozwazmy eksperyment interferencyjny z elektronami.
Za dwoma szczelinami umieszczamy solenoid (réwnolegle do
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szczelin), tak, ze jedna droga przechodzi gora a druga do-
tem. Czastka nigdy nie moze znalez¢ sie wewnatrz solenoidu
a mimo to obserwujemy efekt interferencyjny w zaleznosci
od strumienia pola magnetycznego wewnatrz solenoidu. To
jest co$ czego nie ma w fizyce klasycznej, tam wazne jest
tylko jakie jest E i B w obszarze gdzie jest czastka. Jesli
mam funkcje falowa 1g(r,t), ktora jest rozwigzaniem rown.
Schroedingera pod nieobecno$é¢ potencjatlu wektorowego, to
zakladajac ze potencjal wektorowy nie zmienia si¢ w czasie
widaé, ze rozwigzaniem w obecnodci potencjatu bedzie
$(r, 1) = o(r, el o 4

To oznacza, ze interferujgc dwie drogi pojawi nam sie dodat-
kowa faza

6 1 o —

gdzie 5 = ma’®B, czyli zalezy od strumienia pola magne-
tycznego zamknietego wewnatrz solenoidu. Wniosek: same
pola E i B sa niewystarczajace to pelnego opisu w mechanice
kwantowej cho¢ wystarczaja w kalsyczne;j.

Cwiczenia
1. Tw.Wirialne

2. Cwiczenia trans. Galileusza a rownanie Schroedingera

TYDZIEN XIII (03.06, 05.06)

[Schemat teorii rozpraszania - fala ptaska, centrum rozpra-
szania V (1), detektor pod katem 6—wektor falow k| Rozwa-
zamy rozpraszanie elastyczne, gdzie V odpowiednio szybko
spada z r, tak, ze asymptotycznie mamy rozwigzania swo-
bodne (w praktyce szybciej niz 1/r). Pada fala plaska
in = Ae™™T - rozwigzanie swobodne. Fala rozproszona da-
leko od potencjatu bedzie rozwigzaniem dla czastki swobod-
nej we wspotrzednych sferycznych (kierunek ko = koé,). Pa-
mietamy, ze ogdlne rozwiazanie czastki swobodnej we wsp.
sferycznych byto:

> [Avmii(r) + Bramnu (r)]Yim (0, ),

l,m

gdzie j;(r), n;(r) kuliste funkcje Bessla. Asymptotyczne wla-
snosci kulistych funkcji Bessla:

=00

1

gi(r) =7 —cos(r — [l + 1]7/2)
r
1

ny(r) " Zsin(r — [l 4+ 1)7/2)
r

czyli asymptotycznie ogblne rozwigzanie mozemy zapisac:

ikr e*ikr

. +9(0,0) "

f(0,9)



Pierwsze to fala rozbiegajaca sie do nieskoriczonosci druga
nadbiegajgca. Nas interesuja rozw1adzan1a typu pleI‘WSZGgO

Czyli piszemy: Youy = Af(0, ¢ )
tonian

H = Ho+ V(7
= Ely),

i interesuje nas rozwigzanie o ustalonej energii H |1))
ktore asymptotycznie ma postaé

. eik:r
= AN+ Af(0, )
r

|1/}> - |¢in> + |1/}0ut>

, chcemy wyznaczy¢ f(6, ) (amplituda rozpraszania). Za-
uwazmy, ze w zwiazku z tym k = ky. Co to nam da? Ro6z-
niczkowy przekrdj czynny (liczba czastek rozproszonych w
danym czasie w jednostkowy kat brytowy lezacy pod katem
0, w stosunku do strumienia czastek padajacych na jed-
nostke powierzchni). Strumien prawdopodobienstwa

7= Lim(yrvy)
m

Dla fali padajacej:
- hk
|.7in| = |A|25

7Z kolei radialna skladowa strumienia dla fali rozproszonej
(Vf=0rfé, + 20pfep+ ﬁ@wféq,):

E 0.0

Czyli liczba czastek na jednostke czasu lecacych w kat bry-
towy d€: jour.»r2dQ), a w zwiazku z tym, rézniczkowy prze-
kr6j czynny na jednostkowy kat brytowy:

d0(67 30) jout T T
o = =GP

. 2
Jout,r ‘A| mrQ

Musimy wiec znalezé amplitude rozpraszania. Caltkowity

przekrdj czynny:
dQd—
/ dQ

Mozemy napisa¢ formalne rozwigzanie w reprezentacji poto-
zeniowej:

m, ikl

Y(7) = i (7) — Tz dr’ V(r'(r'),

Are|7 — 7|
Sprawdzmy. Pokazmy najpierw, ze

kT -
1 =07

Dla ¥ # 0 wiadomo. Calkujemy po kuli o malejacym pro-
mieniu:

1k7“ 3 ikr
/A2 . 47r7° er _

47r7’ r 3 drr

—(A% 4+ k2)

ikr ikr
— 8,.— = —ikdmr2S 4rr? =1
/S - thdmr — + 4nr p— (87)
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Czyli spelnia. Mogloby tez by¢ e‘ik‘F_M, ale nas inte-
resuje rozwiazanie z falami rozbiegajacymi sie. Roéwnanie
Lippmana-Schwingera. Mozemy teraz rozwigzywacé iteracyj-
nie. Podstawiajac po prawej stronie za v, najpierw i, itd.

A. Przyblizenie Borna

Rozwazmy pierwszy rzad:

ik|F—r7|

=V (rgin (),

4|7 — 7’|

2m - e

¢(7:3 = win(F) - ﬁ

Ponadto przyjmiemy, ze detektor daleko od obszaru gdzie
potencjal rozpraszania znaczacy: r > r’. Przyblizymy wiec:

T PO AL S S
r ‘f'_ ¢/| r
Otrzymujemy:
o ethT oy " el
— A [ etFo™ — dT V(v i(ko—k)T
v = A (B - S2 0 [arvie

Dla potencjalu sferycznie symetrycznego mamy: IE:: — k_E) =
K = 2kpsin /2. Wybieramy o$ z w kierunku k — ko

() = m / dr' 2V (1) e K o0 gin g =

m

—2

2mh?
2m

= — drrV(r)sin Kr (88
o [ arvsngr (s

B. Fale parcjalne

Wiemy, ze daleko od centrum potencjatu rozwigzanie ma
postac:

D7) =D (Amii(r) + Bimmi(r)) Yim (0, ¢) ~

lm

Z —sm (kr — mwl/2 4 6;) Pi(cos 0)

gdzie pomineliSmy zalezno$¢ od ¢ bo dla potencjaléow sfe-
rycznie symetrycznych nie istotna. Poréwnujemy:

(6ik_E)T etk Z — sin(kr — wl/2 + §;)P/(cos 6)

Korzystamy z faktu:

ekreost =N (21 + 1)i' ji (kr) Py(cos 0) ~
l

S @+ )i IWPI(COS 6) (89)
1

Rozwijamy f(0) w wielomiany Legendra

0) = Z are” "2 Py (cos 0)
1



Przyréwnujemy i dostajemy:
1 1
= E 7 sind;—; Pi(cos0),c; = (20 + 1)i'e et
i
1
Czyli

(21 4 1)€'" sin &; Py (cos 6)

P?'M—‘

1
Catkowity przekrdj czynny:

47

0:271'/0 dfsin 6| f(0)|*> = 2 (21+1) sin 07 =

gdzie skorzystalismy z [ df sin§P;(cos )Py (cos0) = 2/(21 +
1)éy-. (Ostatnie przeksztalcenie Tw. optyczne). Ogolny
wniosek potrzebujemy faz d; aby mie¢ wszystko.

Dekoherencja przez rozpraszanie

Dlaczego nie obserwujemy superpozycji obiektéw kwan-
towych na duzych odlegtosciach?—bo informacja o ich po-
tozneiu ,wycieka” do otoczenia przez rozpraszanie sie cza-
stek otoczenia na naszym obiekcie (powietrze, promieniowa-
nie tla, neutrina,...). Prosty model dekoherencji. Rozwazmy
czgstek o dwoch stanach |0), |1). W wyniku oddziatlywania z
otoczeniem zmienia stan otoczenia w zaleznosci od swojego
stanu:

0)s ©[0)g — |0)s @ |Eo) (90)
s @[)e —[1)s @ |Er) (91)

Jesli czastka jest w stanach |0), |1) pozostanie w nich.
Wezmy jednak ogolng superpozycje [¢) = ¢ol0) + ¢1|1):

[1)510)E — co|0)|Eo) + c1|1)|En)

Jak wyglada zredukowana macierz gestosci:

P o> coci(E1|Eo)
cher(BolEr)  al?
Im bardziej ortogonalne stany otoczenia (wiecej informacji
wyplyneto o tym czy czastka jest w stanie |0) czy [1) tym
silniej tlumione wyrazy pozadiagonalne odpowiedzialne za
koherencje. Widzimy, ze oddzialywanie z otoczeniem wyro6z-
nia nam baze stanéw ktore sie nie zmieniajg (pointer states)
i superpozycje tych stanéw w ktérych koherencja pomiedzy
pointer-states jest ostabiana poprzez oddzialywanie z otocze-
niem.

Niech Hj,; bedzie hamiltonianem oddzialywania uktadu z
otoczeniem. Jesli |¢) maja by¢ pointer-states to:

e mtli)s @ |0)E = |i) ® | ;)

Potencjaly zwiazane z oddzialywaniem czastek zaleza od po-
tozeni V (r1,72), czyli Hamiltonian oddzialywania bedzie dia-
gonalny w bazie polozeniowej i dlatego stany odporne na
dekoherencje to stany zlokalizowane!

”|Im[f<o>1|
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Rozwazmy model rozpraszania, czastek padajacych opisa-
nych funkcja falowa |¢in) g na centrum rozpraszania bedacym
naszym ukladem kwantowym S. Niech |Z)g stan uktadu o
dobrze okre§lonym potozeniu. Zakladamy dla uproszczenia
, ze polozenie centrum rozpraszajacego nie zmienia sie pod
wplywem rozproszenia. Poniewaz rozpraszanie zalezy do po-
tencjaléw zaleznych od polozenn mamy ogoélnie:

|Z)s @ [thin) = |%)s|¢z)E

Niech w chwili poczatkowej stan naszego uktadu bedzie

ps(0) @ [thin) (tin] = / P rd ps (e, 2, 0)2) (] © [in) (Yin]

W wyniku ewolucji i wykonania czesciowego §ladu otrzymu-
jemy koncowy stan:

ps(T) = / Buds! (@, 7, 0) )& (3 |z)

Musimy wiec obliczy¢ jak roznie sie rozprosza czastki jesli
przesuwamy centrum rozpraszania—musimy zna¢ (1 [Vz).
Musimy scharakteryzowaé jak duzo czastek o jakich pedach
rozprasza sie w danej jednostce czasu itp... to nieco zmudne
wyprowadzenie, ale da sie powiazac (¢ |[¢z) z amplituda roz-
praszania. Ostateczny wynik, przy zalozeniu ze pojedyncza
czastka unosi malo informacji 27 /k = A > | — z/|:

gdzie

A= [ drp(yo(0)o. s h),

gdzie k dlugos¢ wektora falowego padajacych czastek,
[ dkp(k) = N/V - gestos¢ padajacych czastek, v(k) pred-
kosé czastek padajacych, oeg(k) o a? - wielko$é rzedu cal-
kowitego przekroju czynnego. Przykladowo dla obiektu o
érednicy a = 10~m mamy

‘A[mds*l]
kosmiczne promieniowanie tta|  10'°
$wiatlo sloneczne na Ziemi 10%°
powietrze 1040
préznia laboratoryjna 10%7

Czyli dla superpozycji czastki na odleglogci 10~° charakte-
rystyczny czas trwania superpozycji w warunkach pokojo-
wych to 1073%s. Rekord dla eksperymentéw interferencyj-
nych czastka 810 atomowa (2013).

[Przygotowad serie zadan domowych przed egzaminem]

Cwiczenia

1. Potencjal Yukavy

2. Rozpraszanie na sztywnej sferze o promieniu a.



TYDZIEN XIV (10.06, 12.06)

Czastki identyczne—bozony i fermiony

W mechanice klasycznej mozemy $ledzié trajektorie kon-
kretnej czastki i w tym sensie nawet identyczne czastki sa
rozroznialne przez swoja historie. W mechanice kwantowej
czastki identyczne sg fundamentalnie nierozréznialne. W wy-
niku zderzenia,oddzialywania nie sposéb powiedzie¢ ze ten
elektron na wyjsciu to byt ten na wejsciu itp.. Stan N cza-
stek opsujemy funkcja falowa:

1,/}(7?1781,7?2,82, .. .,’I?N,SN)

gdzie s; oznaczaja wewnetrzne spinowe stany czastki. Jegli
czastki sg identyczne zamiana nie moze mieé¢ konsekwencji
fizycznych. W szczegolnosci:

|/IZ)(F771’87F17'",FT{'N7S7TN)|2 = |¢(F17817F27827".7FN7SN)|2
czyli:
w(F‘IT17STr15"'7F7TN7S7TN) :eia¢(Fl7slaF27827~-~7FN7SN)

No ale wymienienie dwoch czastek ze sobg miejscami dwa
razy musi da¢ czynnik 1 czyli:

e = +1

Funkcja falowa, albo symetryczna (bozony, spin caltkowity)
albo antysymetryczna (fermiony, spin poléwkowy).

Heurystyczny argument za zwiazkiem spin-statystyka.
Wezmy dwie czastki zlokalizowane wokét + i —xg, z kto-
rych pierwszej spin skierowany w kierunku y obrécimy wo-
kot osi z o m: |U) = [U,(7)|¥1a)] ® |¥—s,). Teraz do-
konujemy obrotu calej przestrzeni o m i mamy: |¥’) =
U e U (Mbrae)] = Eay) © [Uz(mlras)-
Operacja obrotu jest rownowazna zamianie czastek, czyli za-
miana czastek powinna nam dawa¢ znak £1 w zalezno$ci czy
spin potéwkowy czy calkowity.

Wazne obiekty ztozone w sytuacjach gdy nie wchodzimy
w ich wewnetrzng strukture zachowuja sie tak jak moéwi ich
catkowity spin, np. >He jest fermionem a * He bozonem.

Fermiony

Rozwazmy dwie czastki, z ktérych kazda moze byé w
dwoch roznych stanach |1), |2). Potencjalnie przestrzen 4-
ro wymiarowa, ale antysymetryczny tylko jeden stan:

_ b
V2

W szczegolnosci dwa fermiony nie mogag by¢ w tym samym
stanie—zasada Pauliego. Ogolnie: N-fermionéw z ktorych
kazdy w d wymiarowej przestrzeni, mamy: (%) stanow an-
tysymetrycznych, i musi by¢ d > N. Funkcja falowa N fer-
mionéw obsadzajacych N stanéw |1), ..., |[N) ma postac:

%) (Ih®[2) = [2) ©[1))

1
) = 7 zﬂ:(—l)sg“(’r)lﬂ(l» ® - @ |r(N))

36

w reprezentacji potozeniowej piszemy:

¢1(x1)

¢N($1)
W@, ... :

axN):

¢1(‘xN> . ¢N(xN)

wyznacznik Slatera.

Rozwazmy atom dwuelektronowy Hel i potraktujmy od-
dzialywanie pomiedzy elektronami jako zaburzenie (pomi-
jamy tez spinorobita i oddzialywanie spinéw miedzy soba):

2¢? €2

4megra

g BB 2
2m  2m

+ "
4dmegry dmeg|i — T2
Hamiltonian komutuje z operatorem catkowitego spinu S =
S1 4+ So, czyli mozemy zawsze poszukiwaé stanéw w postaci:

[0) = [¥)12 @ |s,ms)

gdzie |1)12 stan przestrzenny dwoch elektronow, |s, ms) stan
spinowy wlasny S2i5.,s =0,1, ms = —s,...,s (dodwawnie
dwoch spinéw 1/2). Ale wiemy, ze catkowity stan musi by¢
antysymetryczny. Jesli rozwazamy stan podstawowy, dwa
elektrony w stanie 1s(n = 1,1 = 0,m = 0) to stan spinowy
musi by¢ antysymetryczny:

1
W) (15)2=15, = [100) ® [100) ® Nk s =0,m =0)
Rozwazmy teraz stan kiedy jeden z elektronéw jest w stanie
2s(n = 2,1 = 0,m = 0), wtedy jesli stan spinowy tryple-
towy s = 1 to przestrzenna funkcja antysymetryczna a jesli
singletowy s = 0 to funkcja przestrzenna symetryczna:

1
V) (15)(25),35, = $(|100>|200> —[200)[100)) ® |s = 1,m = 0,£1)
(92)
1
V) (15)(25),150 = E(|100>|200> +1200)[100)) ® |s = 0,m = 0)
(93)

Jakie sa tego konsekwencje. Liczymy poprawke do energii
zwiazang 7z wzajemnym odpychaniem sie elektronow

AFE =

e2

/d37°1d37“2%|¢100 (1) V200 (F2) £200 (71 ) V100 (72) [ —o—o =

47T'€0|’F1 — ’FQ

e2

/d37’1d37"2|¢100(F1)|2|¢200(72)|27i

47‘(’60‘7?1 — FQ‘
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/ d*r1d>ra100 (1) 1200 (72) YTo0(72) V300 (1)

(94)

4’/T60|771 — F2|

Ostatni czlon nosi nazwe energii wymiany. Jest dodatni.
Elektrony w przestrzennym stanie symetrycznym sa blizej
siebie i energia odpychania wieksza mamy rozsuniecie energii
miedzy tzw. ortohelem (s = 1, niZsza energia) i parahelem
(s = 0, wyzsza energia) - rozsuniecie rzedu eV czyli istotne.



Bozony

Stanéw symetrycznych N czastek w d poziomach jest
(N;rfl; 1). W szczegolnosci wiele bozonéw moze zajmowac ten
sam stan (BEC)—kondesnat Bosego-Einsteina wtedy gdy
duza liczba (rzedu caltkowitej liczby atoméw N) obsadza je-
den stan kwantowy (w praktyce w eksperymentach liczba
atoméw w BEC rzedu N = 10° — 10'0, temperatury rzedu
100nK —10pK) Dzieki temu, ze gazy sa rzadkie nie dochodzi
do przemiany do fazy stalej. Intuicja rozwazmy dwa bozony
N = 2 mogace obsadza¢ dwa stany. Jesli mysleliby$my, ze
sg czastkami rozréznialnymi mieliby$my 4 stany, a prawdo-
podobienstwo, ze oba bozony w tym samym stanie byloby
1/2. Je§li mamy bozony to mamy 3 stany a prawdopodo-
bieristwo, ze oba bozony w tym samym stanie jest 2/3. Ten
efekt bedzie sie stawal sie jeszcze wyrazniejszy dla wiekszych
N. Wygodna notacja obsadzeniowa:

ni!...ng! - n
[Ny, ..., ng) = VTZW“D@ ® - @ |d)y®"]

gdzie N = ). n; i sumujemy tylko po nietrywialnych permu-
tacjach (czyli takich co zmieniaja czastki o innych stanach).

Przyklad Interferencja dwu-fotonowa. Rozwazmy plytke
swiattodzielacg 50%, na ktoérg z dwoch portéw wejsciowych
padaja dwa fotony. Stan poczatkowy fotondw:

1

V2

Kazdy foton poddawany jest transformacji zadanej przez
plytke

Vi) = —=(11) @[2) +[2) ® 1))

1

1) = —= (1) +12) (95)

Sl

2

1

2) = —=(11) = [2)) (96)

Sl

2
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Stan konicowy bedzie:

S

|1/)0ut> = \/5

(I @ (1) +12) ©2))

Fotony zawsze ida razem (bozonowe wzmocnienie!). Efekt
Hong-Ou-Mandla.

Relatywistyka (Klein-Gordon, Dirac -> Réwnanie Pauliego)

[Egzamin 19 czerwca]

Cwiczenia

1. Rozwazmy N spinéow 1/2 w jednowymiarowej pu-
tapce harmonicznej. Jaka jest energia stanu pod-
stawowego. Rozwazmy teraz N = 2 i dodatkowo
potraktujmy jako zaburzenie kontatkowe oddziatywa-
nie miedzy elektronami V' = Xd(x — 2/). Jaki
bedzie stan podstawowy i jaka bedzie jego ener-
gin? o) = (mwjmh) et/ "y (a) =

(mw/47rh)1/42\/mw/hxe’mwz/%

2. Napisaé¢ baze stanéw stanéw 3 bozondéw mogacych ob-
sadza¢ 3 poziomy. Przyjmujac, ze wszystkie stany sa
réwnoprawdopodobne, jakie jest prawdopodobienstwo,
ze wszystkie 3 bozony beda w tym samym stanie (3/8).
A jakie by byto dla czastek rozréznialnych? (3/27)



