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TYDZIE� 1 (25.02,27.02)

Wst¦p Historyczno-Filozo�czny

Powstanie mechaniki kwantowej�rewolucja porównywalna
z przewrotem kopernika«skim. Przed rokiem 1900 praktycz-
nie doskonaªy opis wszystkich zjawisk (mechanika, grawita-
cja, termodynamika, elektrodynamika, optyka, . . . ...). Cy-
taty ku przestrodze:

Kiedy rozpoczynaªem studia �zyczne (1880r) i u mego
czcigodnego nauczyciela Philippa von Jolly'ego zasi¦ga-
ªem opinii na temat warunków i perspektyw moich stu-
diów, przedstawiª mi on �zyk¦ jako nauk¦ wysoko roz-
wini¦t¡, prawie caªkowicie dojrzaª¡, która po ukoronowa-
niu jej osi¡gni¦¢ przez odkrycie zasady zachowania energii
miaªa ju» wkrótce przyj¡¢ ostateczn¡ posta¢. Wprawdzie
w tym czy innym zak¡tku pozostaje jeszcze do zbadania
i usuni¦cia jaki± pyªek czy p¦cherzyk, ale je±li chodzi o
system jako caªo±¢, to jest on do±¢ zabezpieczony, a �zyka
teoretyczna wyra¹nie zbli»a si¦ do osi¡gni¦cia takiej do-
skonaªo±ci, jaka od stuleci jest wªa±ciwa geometrii (Max
Planck)

Wszystkie najwa»niejsze fundamentalne prawa i fakty w
�zyce zostaªy ju» odkryte i tak dobrze ustalone, i» jest zni-
kome prawdopodobie«stwo, »e zostan¡ one uzupeªnione w
wyniku nowych odkry¢. (Albert A. Michelson, 1899)

�Drobne problemy�: Promieniowanie rozgrzanych ciaª, Zja-
wisko fotoelektryczne, Budowa atomu (klasyczny elektron
poruszaj¡cy si¦ po orbicie powinien promieniowa¢) → wpro-
wadzenie poj¦cia kwantu energii�energia mo»e by¢ przeka-
zywana jedynie w porcjach, hν = ~ω, h = 6.62 ·10−34Js.~ =
h/2π = 1.05 ·10−34Js. Materia i ±wiatªo wymieniaj¡ energi¦
w porcjach.

Szkic rozumowania Plancka Obserwujemy, »e g¦sto±¢ ener-
gii od cz¦sto±ci ma ksztaªt inny ni» przewiduje teoria kla-
syczna. Sze±cian o boku a mody znikaj¡ce na brzegach:
A sin kxx sin kyy sin kzz. Warunki brzegowe, kx = nxπ/a,
. . . . Zwi¡zek dyspersyjny ω2 = (k2x + k2y + k2z)c

2, ω = 2πν.
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z =
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c2 ν
2. Liczba modów o cz¦stotliwo±ci mniej-

szej ni» ν N(ν) = 1
8
4π
3 (2aν/c)3 ∗ 2 (dwie polaryzacje). Czyli

g¦sto±¢ cz¦stotliwo±ciowa modów: n(ν) = 8πa3ν2/c3. Za-
sada ekwipartycji�na ka»dy mod przypada energia kT�
problem, g¦sto±¢ energii: u(ν, T ) = 8πkTν2/c3�wybucha
dla wysokich cz¦stotliwo±ci (caªkowita energia niesko«-
czona) W danym modzie prawdopodobie«stwo, »e jest ener-
gia E (rozkªad Boltzmana), p(E) = 1

Z e
−E/kT �±rednio

⟨E⟩ = kT . Ale je±li energie tylko dyskretne En =
nhν,p(En) = 1

Z′ e
−nhv/kT , ⟨E⟩ =

∑
n nhνp(n) = hν

ehν/kT−1
.

u(ν, T )8πh(ν/c)3/(ehν/kT − 1). (Wystarczy jako±ciowe pro-
porcjonalno±ci)

Kiedy my±li si¦ o wszystkich eksperymentalnych potwier-
dzeniach elektrodynamiki Maxwella w badaniach nawet
najbardziej zªo»onych zjawisk interferencji, kiedy my±li si¦
o niezwykªych trudno±ciach w obja±nianiu zjawisk elek-
trycznych i magnetycznych przez teorie, które by odrzu-
caªy t¦ elektrodynamik¦, to instynktownie przyjmuje si¦
wrogi stosunek do wszelkich prób poruszenia tego funda-
mentu. Dlatego te» pozostawimy nadal na uboczu hipo-
tez¦ kwantów ±wiatªa, tym bardziej, »e jest ona jeszcze w
stadium zarodkowym. B¦dziemy przyjmowali, »e wszyst-
kie zjawiska zachodz¡ce w pró»ni dokªadnie odpowiadaj¡
równaniom Maxwella (Max Planck 1912)

Niepodzielny kwant ±wiatªa + pªytka ±wiatªodziel¡ca →
indeterminizm!. Ale Mechanika kwantowa to co± wi¦cej
ni» mechanika klasyczna + indeterminizm. Interferometr
Macha-Zehndera [RYSUNEK], Nat¦»enia na wyj±ciu dla kla-
sycznej fali e-m: I1 = I0 sin

2 θ/2, I2 = I0 cos
2 θ/2 (�wi-

czenia). Czyli prawdopodobie«stwa: p1 = sin2 θ/2, p2 =
cos2 θ/2. Nie mo»emy my±le¢, »e foton leci jednym lub dru-
gim ramieniem! Jego poªo»enie jest nieokre±lone wewn¡trz
interferometru�nie ma takiej �wªasno±ci sam w sobie�. Co
b¦dzie je±li wykonamy pomiar wewn¡trz interferometru�
nadamy wªasno±¢ obiektowi �któr¡ drog¡�, ale. . . niszczymy
interferencje: p1 = p2 = 1/2. Inaczej ni» w mechanice
klasycznej obiekty �nie maj¡ cech istniej¡cych obiektywnie
przed dokonaniem pomiaru� Foton nie ma okre±lonego poªo-
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»enia w interferometrze dopóki nie dokonamy pomiaru we-
wn¡trz. Z kolei je±li dokonujemy pomiaru na wyj±ciu to
mo»emy my±le¢ »e foton interferometrze byª w superpozycji
dwóch dróg z okre±lon¡ faz¡ wzgl¦dn¡ π, 0�te cechy fotonu
si¦ �urealniaj¡� dzi¦ki pomiarowi.

Jak to byªo w Mechanice klasycznej?

• Stan ukªadu (np. podanie qi i pi w sformuªowaniu Ha-
miltonowskim) pozwala obliczy¢ wszystkie potencjal-
nie mierzalne �zyczne wªasno±ci - te wªasno±ci istniej¡
niezale»nie od pomiaru (realizm)�poj¦cie pomiaru
nie ma znaczenia w sformuªowaniu teorii. Brak po-
dziaªu obserwator vs ukªad mierzony. Obaj istniej¡ we-
wn¡trz tego same obiektywnego ±wiata (który �mo»na
widzie¢� z zewn¡trz)

• Stan ukªadu w chwili t′ wyznaczony jednoznacznie
przez stan ukªadu w dowolnej wcze±niejszej chwili t < t′

(determinizm). Ewolucja=trajektoria w przestrzeni
fazowej. H(qi, pi)-Hamiltonian{

q̇i = ∂H
∂pi

ṗi = −∂H
∂qi

dA(qi, pi)
dt

= {A,H}

{A,H} =
∑
i

∂A

∂qi

∂H

∂pi
− ∂A

∂pi

∂H

∂qi

.

• Opis statystyczny w mechanice klasycznej (rozkªady
prawdopodobie«stwa w przestrzeni fazowej) zwi¡zany
jest jedynie z nasz¡ niewiedz¡ i nie ma w nim nic
fundamentalnie nowego

Jak to jest w Mechanice kwantowej?

• Pomiar nie jest po prostu ujawnieniem wcze±niej ist-
niej¡cych wªasno±ci ukªadu. Wybieraj¡c pomiar decy-
dujemy którym z wªasno±ci �zycznych nadamy okre-
±lone warto±ci (brak realizmu). Obserwator i pomiar
peªni¡ fundamentaln¡ rol¦ w teorii�nie mo»liwy jest
obiektywny opis od zewn¡trz (Istota wy»sza obserwuje
wszech±wiat z zewn¡trz!). Wszech±wiat trzeba opisy-
wa¢ od ±rodka!

• Stan ukªadu�informacja o prawdopodobie«stwach
wyników ró»nych potencjalnie wykluczaj¡cych si¦ po-
miarów. W ogólno±ci nie da si¦ przewidzie¢ wyniku
konkretnego pomiaru mimo posiadania peªnej (w ro-
zumieniu teorii) wiedzy o ukªadzie (indeterminizm).
Stan ukªadu zmienia si¦ gwaªtownie w momencie po-
znania wyniku pomiaru (kolaps funkcji falowej).

• Ewolucja stanu ukªadu pomi¦dzy przygotowaniem a
pomiarem jest deterministyczna (równanie Schroedin-
gera), ale z uwagi na brak realizmu ta ewolucja powinna

by¢ traktowana jako narz¦dzie do obliczania prawdopo-
dobie«stw wyników pomiarów a nie realny byt istnie-
j¡cy niezale»nie od obserwatora.

Poj¦cie obiektywnej rzeczywisto±ci wyparowaªo, zast¡-
pione przez przejrzysty matematyczny formalizm, który
nie opisuje ju» zachowania samych cz¡stek a raczej na-
sz¡ wiedz¦ o tym zachowaniu. Tym, co obserwujemy, nie
jest przyroda sama w sobie, lecz przyroda, jaka nam si¦
jawi, gdy zadajemy jej pytania we wªa±ciwy nam sposób
(Werner Heisenberg)

Stan kwantowy nie jest obiektywn¡ wªasno±ci¡ pojedyn-
czego ukªadu, ale informacj¡ uzyskan¡ ze sposobu przy-
gotowania ukªadu, które mog¡ by¢ u»yte to przewidywa-
nia wyników przyszªych pomiarów. Kolaps funkcji falo-
wej zachodzi w umy±le obserwatora, nie dlatego, »e za-
chodzi tm jaki± szczególny proces �zyczny, ale dlatego, »e
stan jest poj¦ciowym konstruktem samego obserwatora.
(Asher Peres)

Kiedy �zycy przeprowadzaj¡ eksperymenty w laborato-
rium, s¡ realistami. Mówi¡ o fotonach i elektronach po-
ruszaj¡cych si¦ tu i tam. W momencie jednak, gdy roz-
poczniesz dyskusj¦ �lozo�czn¡ i zapytasz ich o podstawy
mechaniki kwantowej, wi¦kszo±¢ powie, »e tak naprawd¦
nic nie istnieje w oderwaniu od kontekstu pomiarowego,
który to co± de�niuje. (Anton Zeilinger)

Rzeczy i zdarzenia s¡ `puste' w takim sensie, »e nie posia-
daj¡ »adnej niezmiennej esencji ani absolutnego istnienia,
które zasªugiwaªo by na miano �niezale»no±ci� od reszty.
Materia nie mo»e by¢ obiektywnie pojmowana i opisy-
wana poza obserwatorem � materia i umysª s¡ wspóªza-
le»ne. (Dalailama, �The Universe in a single atom�)

Ukªad nasz, z którego »adn¡ miar¡ wyj±¢ nie mo»emy, roz-
bity jest na podmiot i przedmiot, których rzeczywistego
stosunku nigdy nie wyja±nimy, poniewa» nie jeste±my obo-
j¦tnymi spektatorami zjawisk, ale jedn¡ ze stron dziaªaj¡-
cych. (Stanisªaw Ignacy Witkiewicz �O Dualizmie�, 1902)

Ewolucja Fizyki�odchodzenie od opisu �z zewn¡trz� do opisu �od

wewn¡trz� .

• Fizyka Arystotelesa: Ruch jako poj¦cie absolutne.
Prawa �zyki zdefniowane wzgl¦dem jedynie sªusznego
absolutnego ukªadu odniesienia (Ziemia). Brak poj¦cia
ukªadu odniesienia zale»nego od obserwatora.

• Fizyka klasyczna: Ruch jako poj¦cie wzgl¦dne za-

le»ne od obserwatora. Czas i przestrze« - poj¦cia
absolutne. Obiekty �zyczne posiadaj¡ce swoje cechy
niezale»ne od obserwatora.

• Teoria wzgl¦dno±ci: Nie tylko ruch ale czas, prze-

strze« i masa - poj¦cia wzgl¦dne zale»ne od ob-

serwatora. Ale wci¡» wªasno±ci przynale»¡ do obiek-
tów i wymagaj¡ jedynie dokonania pewnych transfor-
macji aby uzgodni¢ opisy ró»nych obserwatorów

• Teoria kwantowa: Teoria sformuªowana w j¦zyku

uwzgl¦dniaj¡cym jawnie obserwatora � opis od

wewn¡trz
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Obro«cy realizmu

• David Bohm, Teoria parametrów ukrytych �
cz¡stki maj¡ dobrze okre±lone wszystkie wªasno±ci �-
zyczne niezale»nie od obserwatora tylko nie mamy do
nich dost¦pu. Sprowadza mechanik¦ kwantow¡ do kla-
sycznej �zyki statystycznej. �amanie nierówno±ci Bella
wyklucza istnienie lokalnej teorii parametrów ukrytych

• Roger Penrose, Grawitacja jako ¹ródªo kolapsu-
�Nie mo»na pogodzi¢ si¦ z teori¡ kwantów. Musimy
j¡ zmieni¢, tak by dostarczaªa wiarygodnego obrazu
±wiata [. . . ] Je±li zinterpretujemy dosªownie deklaracj¦
niektórych najsªynniejszych zwolenników teorii kwan-
tów, to nie otrzymamy w ogóle »adnego obrazu ±wiata�
(Cienie Umysªu)�. Funkcja falowa i jej kolaps s¡ realne.
Kolaps spowodowany jest grawitacj¡ � niemo»liwo±¢
istnienia superpozycji dwóch ró»nych geometrii czaso-
przestrzeni. Fenomen ±wiadomo±ci zwi¡zany z now¡
�zyk¡ odpowiedzialn¡ za kolaps

• Hugh Everett, teoria wielu ±wiatów- �Nigdy nie
nast¦puje kolaps. Istniej¡ wszystkie skªadniki super-
pozycji � nasza ±wiadomo±¢ jest te» ukªadem kwan-
towym i »yje w jednym z tych skªadników i dlatego
obserwuje konkretne wyniki. Równolegle istniej¡ inne
�nasze ±wiadomo±ci� obserwuj¡ce inne wyniki. Funkcj¦
falow¡ traktujemy jako podstawowy byt �zyczny

Najprostszy ukªad kwantowy - qubit, spin 1/2

Eksperyment Sterna-Gerlacha (1922) [RYSUNEK]. Kla-
sycznie energia momentu magnetycznego w polu magnetycz-
nym H = −µ⃗ · B⃗. Pole B niejednorodne w kierunku z,
B⃗ ≈ (B0 +αz)êz. Siªa F⃗ ≈ αµz êz. W zale»no±ci od orienta-
cji µ⃗ klasycznie spodziewamy si¦ ró»nego odchylenia-plamka.
W eksperymencie tylko dwie plamki!. Skwantowanie mo-
mentu magnetycznego! Rzut na o± z przyjmuje tylko jedn¡
z dwóch warto±ci ±µB . µB = e~

2me
magneton Bohra (dalej

b¦dziemy pisa¢ po prostu µ, bo mogliby±my mie¢ do czy-
nienia nie koniecznie z elektronami). Zwi¡zane ze skwanto-
waniem wewn¦trznego momentu p¦du elektronu (spinu 1/2,
sz = ±~/2).
|+⟩z, |−⟩z - stany odpowiadaj¡ce odpowiednio pomiarowi

rzutu µ na o± z ±µ. Trzy schematy zagadaki: (i) SGz i na
jednym ze skªadników znów SGz - Powtórzenie pomiaru µz
na |±⟩ da ju» wynik deterministyczny (tak jakby powtórnie
sprawdza¢ któr¦dy leci foton). (ii) SGz i na jednym ze skªad-
ników SGx (iii) SGz SGx SGz. (drugi pomiar x, �zamazaª�
jakakolwiek informacje o z).
Stany spinu chcemy opisa¢ jako wektory w dwu wymia-

rowej przestrzeni wektorowej z iloczynem skalarnym (prze-
strzeni Hilberta). |+⟩z, |−⟩z - wektory ortogonalne (baza).
Ogólny stan:

|ψ⟩ = ψ+|+⟩z + ψ−|−⟩z =
[
ψ+

ψ−

]

- unormowany wektor |ψ+|2 + |ψ−|2 = 1. ψ± = z⟨±|ψ⟩-
amplitudy prawdopodobie«stwa (analogia do amplitud fali e-
m w interferometrze), |ψ±|2 = p±. U»ywamy notacji braket:
⟨ψ| =

[
ψ∗
+, ψ

∗
−
]
= ψ∗

+⟨+|z + ψ∗
−⟨−|z. ⟨ψ|ϕ⟩ = ⟨ψ||ϕ⟩ =

ψ∗
+ϕ+ + ψ∗

−ϕ−.
Jak wygl¡da¢ powinien stan |+⟩x? Mamy |+⟩x i mierzymy

µz, dostajemy wyniki±µ (nie ma innych warto±ci np. µz = 0)
z p± = 1/2 (±rednio ⟨µx⟩ = 0 tak jak powinno by¢ klasycz-
nie). Jaka posta¢ |±⟩x? (Ortogonalno±¢!)

|+⟩x =
1√
2
(|+⟩z + |−⟩z), |−⟩x =

1√
2
(|+⟩z − |−⟩z)

(umowna konwencja ±). A co z |±⟩y? Musi speªnia¢:
|y⟨+|−⟩y|2 = 0, |y⟨±|±⟩z|2 = 1/2, |y⟨±|±⟩x|2 = 1/2. St¡d z
dokªadno±ci¡ do globalnego czynnika fazowego (�wiczenia):

|+⟩y =
1√
2
(|+⟩z + i|−⟩z), |−⟩y =

1√
2
(|+⟩z − i|−⟩z).

Globalny czynnik fazowy nigdy nie ma znaczenia�
obserwowalne s¡ prawdopodobie«stwa.
Stan o rzucie momentu magnetycznego +µ w kierunku

n⃗ =
[
sin θ cosφ sin θ sinφ cos θ

]
, |n⃗⟩ = n+|z⟩+ + n−|z⟩−.

�rednia warto±¢ momentu magnetycznego tak jak klasycznie:

|z⟨+|n⃗⟩|2 − |z⟨−|n⃗⟩|2 = cos θ

|x⟨+|n⃗⟩|2 − |x⟨−|n⃗⟩|2 = sin θ cosφ

|y⟨+|n⃗⟩|2 − |y⟨−|n⃗⟩|2 = sin θ sinφ

|n+|2 − |n−|2 = cos θ

1

2
(|n+ + n−|2 − |n+ − n−|2) = sin θ cosφ

1

2
(|n+ − in−|2 − |n+ + in−|2) = sin θ sinφ

Z dokªadno±ci¡ do globalnego czynnika fazowego:

|n⃗⟩ = cos θ2 |+⟩z ++sin θ
2e
iφ|−⟩z =

[
cos θ2

sin θ
2e
iφ

]
Ogólny stan qubitu. Liczba parametrów rzeczywistych 4 −
1−1 = 2. Ogólny stan�punkt na sferze Blocha (RYSUNEK-
SFERA BLOCHA). Uwaga: ortogonalno±¢ na sferze Blocha
(w przestrzeni) to nie ortogonalno±¢ w przestrzeni Hilberta.
Macierze σx,y,z (Pauliego) których wektorami wªasnymi

b¦d¡ |±⟩x,y,z a warto±ci wªasne ±1:

σx = +|+⟩x⟨+| − |−⟩x⟨−| =
[
0 1
1 0

]
σy =

[
0 −i
i 0

]
σz =

[
1 0
0 −1

]
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Zwró¢my uwag¦, »e ⟨µz⟩ = ⟨ψ|µσz|ψ⟩ i analogicznie x, y.
µσz - obserwabla rzutu momentu magentyczneog na o± z.
Ogólnie

µn⃗ = µ(nxσx + nyσy + nzσz) = µBn⃗ · σ⃗

Obserwabla rzut momentu magentycznego w kierunku n⃗
(warto±ci wªanse ±µ, wektory wªasne |±⟩n⃗ ). Sprawdzi¢
(�wiczenia):

⟨n⃗|µn⃗′ |n⃗⟩ = µn⃗ · n⃗′,

czyli uzyskujemy warto±¢ oczekiwan¡, która zgadza si¦ z kla-
sycznym wyra»eniem (warto±¢ oczekiwana: obkªadamy ob-
serwabl¦ stanem).
Model pokazuje, »e przed pomiarem nie mamy nigdy do-

brze okre±lonej warto±ci wszystkich skªadowych momentu
magnetycznego�co najwy»ej jedn¡. Wybieraj¡c kierunek
pomiaru �urealniamy� dan¡ skªadow¡.

�wiczenia

1. Wyprowadzenie wzoru Plancka, dyskusja dlaczego kla-
syczny opis nieadekwanty. Mo»na tez pó¹niej przedys-
kutowa¢ problem ciepªa wªa±ciwego ciaª staªych - mo-
del Einsteina

2. Klasyczny model atomu wodoru - uproszczone rozumo-
wanie prowadz¡ce do jako±ciowego wyniku: po jakim
czasie elektron spadnie na proton w zwi¡zku z promie-
niowaniem wynikaj¡cym z wzoru Larmora (10−10s).

3. Klasyczna dyskusja dziaªania pªytki ±wiatªodziel¡cej i
interferometru Macha-Zehndera - wyprowadzenie wzo-
rów na nat¦»enia na wyj±ciu, które musz¡ w wer-
sji kwantowej odpowiada¢ prawdopodobie«stwom�
wprowadzenie notacji wektora dwuwymiarowego z am-
plitudami (klasycznie-amplitudy pola e-m, kwantowo
to b¦d¡ amplitudy prawdopodobie«stwa)

4. Bomba Vaidmana w wersji podstawowej�
prawdopodobie«stwo sukcesu 1/4 (w kolejnych
tygodniach mo»na da¢ w wersji zaawansowanej z
sukcesem dowolnie bliskim 1 w kontek±cie efektu
Zenona)

5. Maj¡c staª¡ ~, G, c mo»emy zbudowa¢ naturalny ukªad
jednostek gdzie ~ = 1, G = 1, c = 1 (czas Plancka, dªu-
go±¢ Plancka - charakterystyczne skale gdzie spodzie-
wamy si¦ efektów kwantowej grawitacji, masa Plancka
(czarna dziura o tej masie miaªaby promie« Schwarz-
schilda równy dªugo±ci Plancka)

6. Pokaza¢,»e z dokªadno±ci¡ do globalnego czynnika fa-
zowego stany spinu 1/2 |±⟩y wyznaczone jednoznacznie
przy zaªo»eniu, »e mamy |±⟩z i |±⟩x i »e konieczne s¡
liczby zespolone.

7. Sprawdzi¢ »e ⟨n⃗|µn⃗′ |n⃗⟩ = µn⃗ · n⃗′

8. Sprawdzi¢, »e wektory wªasne µn⃗, to |n⃗⟩ i | − n⃗⟩.

9. Przygotowano stan |n⃗⟩, a nast¦pnie zmierzono urz¡dze-
niem Sterna Gerlacha ustawionym w kierunku zada-
nym przez wektor m⃗. Jakie jest prawdopodobie«stwo
zmierzenia warto±ci momentu magnetycznego +µ?

TYDZIE� II (04.03, 06.03)

Matematyczne sformuªowanie Mechaniki kwantowej

Zasada superpozycji! podstawa Mechaniki kwantowej.
Je±li ukªad mo»na przygotowa¢ w stanach |1⟩, |2⟩ to mo»na
go te» przygotowa¢ w stanie superpozycji tych dwóch stanów
α|1⟩ + β|2⟩ (np. foton w superpozycji dwóch dróg, atom w
superpozycji dwóch stanów energetycznych, spin w superpo-
zycji do góry i do doªu, itp...) St¡d stany opisujemy u»ywaj¡c
przestrzeni wektorowej.
Stan ukªadu reprezentuj¡cy peªn¡ wiedz¦ o ukªadzie�

unormowany wektor: |ψ⟩ ∈ H, ⟨ψ|ψ⟩ = 1. Wymiar prze-
strzeni Hilberta H mo»e by¢ ∞. eiα|ψ⟩ ≡ |ψ⟩.
Pomiar Rzutowanie stanu w pewnej bazie |i⟩. pi =

|⟨i|ψ⟩|2 (kwadrat amplitud prawdopodobie«stwa) i ukªad po
pomiarze w stanie |i⟩. Oznacza to, »e stany ortogonalne s¡
potencjalnie rozró»nialne przez pewien pomiar. Je±li wynik
pomiaru i zwi¡zany z pewn¡ weilko±ci �zyczn¡ o warto±ci
ai, to A =

∑
i ai|i⟩⟨i| - nazywamy obserwabl¡ danej wiel-

ko±ci �zycznej (operator Hermitowski). ⟨A⟩ = ⟨ψ|A|ψ⟩ =∑
i ai⟨ψ||i⟩⟨i||ψ⟩ =

∑
i ai|⟨ψ|i⟩|2.

Ewolucja. Podobnie jak w mechanice klasycznej. Ewo-
lucja ukªadu izolowanego odwracalna (informacja nie ginie),
je±li mieli±my stany rozró»nialne to pozostan¡ rozró»nialne
(zachowuje ortogonalno±¢).

|ψ(t)⟩ = U(t)|ψ(0)⟩

Zakªadamy: U(t)-operacja liniowa (reprezentowana przez
macierz) i zachowuj¡ca rozró»nialno±¢ stanów. Rozwa»my
baz¦ |i⟩, ⟨j|i⟩ = δij . Chcemy

⟨U(t)i|U(t)j⟩ = ⟨i|U(t)†U(t)|j⟩ = δij

Czyli U(t)†U(t) = 11. U(t)-unitarna�zachowuje iloczyny
skalarne.
Rozwa»my in�nitezymaln¡ ewolucj¦, U(dt), wiemy, »e

U(dt)
dt→0→ 11. Zakªadamy te» »e pierwszy rz¡d nietrywialny

rz¡d jest liniowy w czasie (staªe na razie nazwane arbitralnie)

U(dt) ≈ 11− i

~
Hdt

. Z warunku unitarno±ci U(dt)†U(dt) = 11 + i
~ (H

† − H) +
O(dt2) → H† = H - operator Hermitowski (po to byªo i). Z
tego wynika:

i~
d|ψ(t)⟩
dt

= H|ψ(t)⟩ (1)

(Równanie Schroedingera - ale ci¡gle nie wiemy co to jest
H?)
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Jak ewoluuj¡ warto±ci oczekiwane obserwabli?

d

dt
⟨ψ(t)|A|ψ(t)⟩ = − i

~
(⟨ψ(t)|AH−HA|ψ(t)⟩) = − i

~
⟨[A,H]⟩

We¹my A = H, d⟨H⟩
dt = − i

~ [H,H] = 0. Warto±¢ oczekiwana
H nie zmienia si¦ w czasie�dobry kandydat na energie! (z
dokªadno±ci¡ do staªej, któr¡ wprowadzamy za pomoc¡ ~
jednocze±nie zapewniaj¡c dobre jednostki) H-Hamilotnian,
obserwabla zwi¡zana z pomiarem energii.
Analogia z Mechanik¡ klasyczn¡.

dA

dt
= {A,H}, d⟨Â⟩

dt
= − i

~
⟨[Â, Ĥ]⟩

Czyli formalnie zast¦puj¡c nawias Poissona {·, ·} przez
− i

~ [·, ·] mamy korespondencje mi¦dzy klasycznym i kwanto-
wym opisem (pod warunkiem »e wiemy jak napisa¢ operatory
odpowiadaj¡ce danym obserwablom).
Je±li H nie zale»y od czasu (brak zewn¦trznych zmiennych

czynników), równanie (1) daje:

|ψ(t)⟩ = U(t)|ψ(0)⟩, U(t) = e−
i
~Ht.

Wystarczy umie¢ liczy¢ exp od macierzy.
Je±li H =

∑
k Ek|Ek⟩⟨Ek|. Jak ewoluuj¡ |Ek⟩?

|Ek(t)⟩ = e−
iEkt

~ |Ek(0)⟩

�stany stacjonarne (globalny czynnik fazowy nie zmienia
�zycznie stanu). Maj¡c rozkªad |ψ(0)⟩ =

∑
k ψk|Ek⟩:

|ψ(t)⟩ =
∑
k

ψke
− iEkt

~ |Ek⟩ =
∑
k

⟨Ek|ψ(0)⟩e−
iEkt

~ |Ek⟩.

Urok notacji braket: |ψ⟩ =
∑
k ψk|Ek⟩ =

∑
k⟨Ek|ψ⟩|Ek⟩ =∑

k |Ei⟩⟨Ei||ψ⟩, Ale
∑
i |Ei⟩⟨Ei| = 11, czyli |ψ⟩ = 11|ψ⟩.

Przykªad: precesja momentu magnetycznego w polu magnetycz-

nym Pole B w kierunku z, H = −µσzB. We¹my |ψ(0)⟩ =
cos θ/2|+⟩z + sin θ/2|−⟩z

|ψ(t)⟩ = cos θ2e
− iµBt

~ |+⟩z + sin θ
2e

iµBt
~ |−⟩z

|ψ(t)⟩ ≡ cos θ2 |+⟩z + sin θ
2e

2iµBt
~ |−⟩z

Czyli na sferze Blocha obrót wokóª osi z, z ω = 2µB/~.
W ogólno±ci je±liH zale»y od czasu wci¡» mo»emy napisa¢:

i~
d|ψ(t)⟩
dt

= H(t)|ψ(t)⟩

ale odcaªkowanie ju» nietrywialne. Mo»na formalnie napisa¢:

|ψ(t)⟩ = U(t)|ψ(0)⟩, U(t) = T e− i
~
∫ t
0
dsH(s)

gdzie T oznacza uporz¡dkowanie czasowe operatorów (te z
mniejszym s musz¡ uderza¢ na stan pierwsze). Jawnie

U(t) = 1+

∞∑
n=1

(
−i
~

)n ∫ t

t0

dt1

∫ t1

t0

· · ·
∫ tn−1

t0

dtnH(t1)H(t2) . . .H(tn)

My raczej b¦dziemy mie¢ do czynienia z H niezale»nymi od
czasu. W Mechanice kwantowej mamy schizofreniczn¡ ewo-
lucj¦ stanu: (i) ci¡gª¡ deterministyczna jak nie ma pomiarów,
(ii) skokowa niedeterministyczna (kolaps funkcji falowej) w
wyniku pomiaru.

Cz¡stka w przestrzeni (1D)

Zmierzamy do równania Schroedingera na koszulkach.
Chcemy opisa¢ punktow¡ nierelatywistyczn¡ cz¡stk¦ kwan-
tow¡ o masie m, mog¡c¡ porusza¢ si¦ w 1D. Niesko«czenie
wiele poªo»e« cz¡stki�przestrze« niesko«czenie wymiarowa.
Je±li mamy jak¡± skal¦ rozdzielczo±ci to liczba stanów prze-
liczalna:

|ψ⟩ =
∑
x

ψ(x)|x⟩.

ψ(x) = ⟨x|ψ⟩ - funkcja falowa (amplituda prawdopodobie«-
stwa znalezienia cz¡stki w x), |ψ(x)|2-prawdopodobie«stwo,
|x⟩ - stan którego pomiar poªo»enia da zawsze x. Warunek
unormowania

∑
x |ψ(x)|2 = 1. Mamy po prostu niesko«cze-

nie wymiarow¡ przestrze« wektorow¡. W praktyce cz¦sto
uci¡glamy [OPISA� PRZEJ�CIE DOK�ADNIEJ]:

|ψ⟩ =
∫
x

ψ(x)|x⟩.

Wtedy |ψ(x)|2 g¦sto±¢ prawdopodobie«stwa,
∫
dx|ψ(x)|2 =

1. Mówimy, »e ψ(x) nale»¡ do przestrzeni Hilberta L2- prze-
strze« funkcji caªkowalnych z kwadratem. Ale zaraz pojawi¡
si¦ pewne problemy z interpretacj¡ |x⟩... Musi by¢:

1 = ⟨ψ|ψ⟩ =
∫
dxdx′ψ∗(x)ψ(x′)⟨x|x′⟩

Czyli musimy mie¢ ⟨x|x′⟩ = δ(x − x′). Stany |x⟩ nie s¡
unormowane, nie nale»¡ do L2, mimo to u»ywamy ich dla
wygody. Daj¡ rozkªad jedno±ci:∫

dx|x⟩⟨x| = 11

bo ⟨x′|
∫
dx|x⟩⟨x||x′′⟩ = δ(x′ − x′′). Iloczyn skalarny funkcji

falowych:

⟨ψ|ϕ⟩ =
∫
dxψ∗(x)ϕ(x).

Operator poªo»enia x̂. x̂|x⟩ = x|x⟩. Czyli x̂|ψ⟩ =∫
dxψ(x)x|x⟩, innymi sªowy my±l¡c o funkcji falowej mo»emy

równowa»nie mówi¢: x̂ψ(x) = xψ(x). Odrywaj¡c si¦ od |ψ⟩
i mówi¡c tylko o ψ(x) mówimy, »e u»ywamy reprezentacji
poªo»eniowej stanu kwantowego (amplitud w bazie wªasnej
x̂).
�eby napisa¢ kwantowy Hamiltonian odpowiadaj¡cy kla-

sycznemu (p2/2m + V (x)) potrzebujemy operatora p̂. Po-
sªu»my si¦ analogi¡ do nawiasów Poissona. Wiemy, »e
{x, p} = 1 czyli chcemy znale¹¢ p̂, »eby:

⟨ψ|[x̂, p̂]|ψ⟩ = i~.
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Rownowa»nie [x̂, p̂] = i~11 Czyli w reprezentacji poªo»eniowej

(xp̂− p̂x)ψ(x) = i~ψ(x)

We¹my

p̂ = −i~ d

dx

−i~xdψ(x)
dx

+ i~
d(xψ(x))

dx
= i~ψ(x)

jest OK. Mo»emy napisa¢ Hamiltonian w reprezentacji poªo-
»eniowej:

H =

(
−i~ d

dx

)2

+ V (x)

Czyli równanie Schroedingera zale»ne od czasy, na funkcj¦
falow¡ ψ(x, t) w reprezentacji poªo»eniowej

i~
∂ψ(x, t)

∂t
=

[
− ~2

2m

∂2

∂x2
+ V (x)

]
ψ(x, t) (2)

DlaH niezlae»ngo od czasuWiemy, »e stany wªasneH (stany
o energii E), ewolujua:

ψE(x, t) = ψE(x)e
− iEt

~ ,

i eliminujemy czas otrzymuj¡c równanie Schroedingera bez
czasu: [

− ~2

2m

d2

dx2
+ V (x)

]
ψE(x) = EψE(x)

Rozwi¡zuj¡c to równanie znajdujemy stany wªasne H.

Przykªad. Cz¡stka swobodna Bierzemy V (x) = 0, d2ψ(x)
dx2 =

Eψ(x). Rozwi¡zanie (staªa arbitralna):

ψp(x) =
1√
2π~

e
ipx
~ ,

gdzie p = ±
√
2mE. Czyli peªna funkcja:

ψp(x, t) =
1√
2π~

e
i
~ (px−Et),

fala pªaska biegn¡ca w prawo lub lewo. Dªugo±¢ fali

λ = 2π~/p =
h

p

tak jak w Hipotezie de Broglie. Mogliby±my zacz¡¢ od tego
na zasadzie analogii ze ±wiatªem i argumentowa¢, »e st¡d
p̂ = ~

i
d
dx .

Reprezentacja p¦dowa

ψp(x) to jest stan wªasny operatora p̂ z warto±ci¡ wªasn¡
p, mo»emy go nazwa¢ |p⟩:

|p⟩ =
∫
dxψp(x)|x⟩

niestety podobnie jak |x⟩ nie unormowany:

⟨p|p′⟩ = 1

2π~

∫
dxei(p−p

′)x/~ = δ(p− p′)

Ale daj¡ rozkªad jedynki:∫
dp|p⟩⟨p| = 1

2π~

∫
dpdxdx′eip(x−x

′)/~|x⟩⟨x′| =
∫
dx|x⟩⟨x| = 11

Czyli mo»emy zapisa¢ równowa»nie stan:

|ψ⟩ =
∫
dxψ(x)|x⟩ =

∫
dpψ̃(p)|p⟩

Gdzie ψ(x) = ⟨x|ψ⟩, ψ̃(p) = ⟨p|ψ⟩ - funkcja falowa w repre-
zentacji p¦dowej:

ψ̃(p) =

∫
dxψ(x)⟨p|x⟩ = 1√

2π~

∫
dxe−ipx/~ψ(x)

transformata Fouriera.

ψ(x) =
1√
2π~

∫
dpeipx/~ψ̃(p)

|ψ̃(p)|2 - g¦sto±¢ prawdopodobie«stwa zmierzenia p¦du p.

Paczka Gaussowska

Model zlokalizowanej cz¡stki swobodnej.

ψ(x) =
1

(2πσ2)1/4
e

ip0x
~ − x2

4σ2

Fala pªaska modulowana gausem.

⟨x⟩ = ⟨ψ|x̂|ψ⟩ =
∫
dxψ∗(x)xψ(x) = 0 ∆2x = σ2

W reprezentacji p¦dowej:

ψ̃(p) =

(
2σ2

π~2

)1/4

e−
σ2(p−p0)2

~2

|ψ̃(p)|2 =

√
2σ2

π~2
e−

2σ2(p−p0)2

~2

Czyli ∆2p = ~2/(4σ2)

∆2p∆2x =
~2

4
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Im lepiej okre±lamy poªo»enie tym gorzej okre±lamy p¦d
(przejaw ogólnej zasady nieoznaczono±ci Heisenberga, w tym
przypadku wªasno±¢ transformaty Fouriera). Jak ewoluuje
paczka? Rozkªadamy na stany o okre±lonej energii i ewolu-
ujemy:

|ψ(t)⟩ =
∫
dp⟨p|ψ(0)⟩e−

ip2t
2m~ |p⟩

ψ̃(p, t) = ψ̃(p, 0)e−
ip2t
2m~

Wracamy do reprezentacji poªo»eniowej:

ψ(x, t) =
1√
2π~

∫
dpe

ipx
~ ψ̃(p, t)

Wychodzi z dokªadno±ci¡ do nieistotnego czynnika fazowego
[�wiczenia]:

ψ(x, t) =

(
σ2

2π

)1/4
1√

σ2 + it~
2m

e
ip0x

~ e
−

(x− p0t
m

)2

4(σ2+ it~
2m

)

Ciekawiej jak we¹miemy moduª:

|ψ(x, t)|2 =
1√

2π[σ2 + ( ~t
2mσ )

2]
e
−

(x− p0t
m

)2

2(σ2+( ~t
2mσ

)2)

�rednia paczki porusza si¦ jak cz¡stka klasyczna ⟨x⟩ =
p0t/m, ale paczka si¦ rozpªywa:

σ(t) =

√
σ2 +

(
~t

2mσ

)2

= σ
√
1 + (t/τ)2

gdzie τ = 2mσ2

~ charakterystyczny czas rozpªywania.

�wiczenia

1. Krótka powtórka z algebry: operatory Hermitowskie,
Unitarne (wªasno±ci - warto±ci wªasne, ortogonalno±¢
wektorów wªasnych), liczenie funkcji od operatora [w
szczególno±ci exp(A), zwróci¢ uwag¦, »e exp(A+B) ̸=
exp(A) exp(B) i dlatego problem jak Hamiltonian za-
le»y od czasu], przykªady z notacj¡ bra,ket

2. Zapisa¢ równania na ewolucj¦ warto±ci oczekiwanych
skªadowych µ⃗ dla momentu magnetycznego umieszczo-
nego w polu B skierowanym w kierunku z � precesja
(wprowadzi¢ przy okazji ogólne reguªy komutacyjne dla
macierzy Pauliego).

3. Rozwa»y¢ stan |+⟩z, w polu magnetycznym B w kie-
runku x. Napisa¢ stan po czasie t. Zmierzono µz, zna-
le¹¢ prawdopodobie«stwa wyniku ±µ. Gdyby podzie-
lono t na n krótki odcinków czasu t = nτ , n≫ 1, i mie-
rzono stan co czas τ . Jakie jest prawdopodobie«stwo
w granicy n → ∞, »e stan w ka»dym pomiarze b¦dzie

wychodziª |+⟩z (efekt Zenona). Wróci¢ do przykªadu
Bomby�ale przetªumaczonego na spin. Je±li bomba
by wybuchaªa gdy moment magnetyczny w dóª |−⟩z,
to bierzemy czas ewolucji t = π/ω (ω = 2µB/~ cz¦-
sto±¢ precesji), i co τ = t/n zbli»amy do miejsca gdzie
potencjalnie jest bomba - efekt Zenona powoduje ze jak
we¹miemy n bardzo du»e to pozostajemy w stanie |+⟩z
i bomba nie wybucha. Je±li bomby nie ma to ewolucja
idzie unitarnie do |−⟩z. Na ko«cu mierzymy i wiemy,
»e bomby nie byªo.

4. Pokaza¢, »e d
dx nie jest op. hermitowskim a juz −i ddx

jest

5. Pokaza¢, »e (tw. Ehrenfesta)

m
d

dt
⟨x̂⟩ = ⟨p̂⟩, d

dt
⟨p̂⟩ = −⟨ d

dx
V (x)⟩

. Do tego wykaza¢ najpierw [p̂, f(x̂)] = −f ′(x̂)

6. Zapisa¢ równanie Schroedingera w reprezentacji p¦do-
wej

7. Paczka Gaussowska - ±rednie poªo»enie, wariancja,
Ogólnie przyda sie na przyszªo±¢ wzór na caªki
typu

∫ +∞
−∞ xne−x

2

(przez ró»niczkownanie po para-
metrze) - ewolucja w czasie (rozmywanie, ruch ze
±rednim pedem, wyprowadzi¢ przez caªk¦ konturow¡∫∞
−∞ ebx−ax

2

= eb
2/(4a2)) (dziaªa zawsze jak Re(a) ≥ 0,

przy liczeniu propagatora b¦dziemy mieli przypadek
Re(a) = 0 wi¦c warto zrobi¢ to porz¡dnie), policzy¢
charakterystyczny czas rozmywania dla obiektu makro-
skopowego vs mikroskopowego.

TYDZIE� III (11.03,13.03)

Funkcja Green'a (propagator)

Wiemy, »e je±li H =
∑
k Ek|k⟩⟨k|, ϕk(x) = ⟨x|k⟩

|ψ(t)⟩ =
∑
k

⟨k|ψ(t0)⟩e−
iEk(t−t0)

~ |k⟩

, Przechodz¡c do reprezentacji poªo»eniowej:

ψ(x, t) =
∑
k

ϕk(x)e
− iEk(t−t0)

~

∫
dx0⟨k|x0⟩⟨x0|ψ(0)⟩ =

=

∫
dx0

∑
k

ϕk(x)ϕ
∗
k(x0)e

− iEk(t−t0)

~ ψ(x0, t0) =

=

∫
dxG(x, t, x0, t0)ψ(x0, t0) (3)

Gdzie

G(x, t, x0, t0) =
∑
k

ϕk(x)ϕ
∗
k(x0)e

− iEk(t−t0)

~ (4)

funkcja Greena (raczej koncepcyjnie ciekawe ni» rachunkowo
u»yteczne). G(x, t0, x0, t0) = δ(x−x0)-Ok, dzi¦ki zupeªno±ci
bazy.
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Interpretacja funkcji falowej jako pªynu

Mamy g¦sto±¢ prawdopodobie«stwa:

ρ(x, t) = |ψ(x, t)|2

Wprowad¹my pr¡d prawdopodobie«stwa

j(x, t) = −
(
i~
2m

)
[ψ∗∂xψ − ∂xψ

∗ψ] =
~
m
Im (ψ∗∂xψ)

i mamy równanie a'la równanie ci¡gªo±ci:

∂tρ+ ∂xj = 0

W 3D byªoby odpowiednio:

∂tρ+ ∇⃗j⃗ = 0

prawdopodobie«stwo nie ginie. Zauwa»my, »e:∫
dxj(x, t) = ⟨p⟩t/m

, czyli �±rednia pr¦dko±¢�.

Granica klasyczna/póªklasyczna

Rozdzielmy na amplitude i faz¦:

ψ(x, t) =
√
ρ(x, t)e

iS(x,t)
~ (5)

gdzie S(x, t) f. rzeczywista.

ψ∗∂xψ =
1

2
∂xρ+

i

~
ρ∂xS

Czyli:

j =
ρ

m
∂xS

Zmienno±¢ przestrzenna fazy�strumie« prawdopodobie«-
stwa. �rednio daje ±redni p¦d:∫

dxρ∂xS = ⟨p⟩t

. Czyli ∂xS ma co± wspólnego z p¦dem.
Rozwa»my cz¡stek o energii E w staªym potencjale V :

ψ(x, t) =
1√
2π~

e
±ipx−iEt

~ , p =
√
2m(E − V )

Intuicja jak potencjaª wolno zmienny [RYSUNEK] to rozwi¡-
zanie powinno by¢ bliskie powy»szemu tylko

p(x) =
√
2m[E − V (x)] = ∂xS

, zale»ne od x i w ten sposób mieliby±my bliski zwi¡zek z
ruchem klasycznym. Naturalny warunek wolno zmienno±ci
(Skala dªugo±ci λ = ~/p(x)): p(x)/(dp(x)dx ) ≫ λ:

(∂xS)
2 ≫ ~∂2xS. (6)

Wstawmy (5) do równania Schroedingera:

i~∂t
√
ρ−√

ρ∂tS =

− 1

2m

[
~2∂2x

√
ρ+ 2i~∂x

√
ρ∂xS + i~

√
ρ∂2xS −√

ρ(∂xS)
2
]
+
√
ρV

(7)

I patrzymy na wyrazy w najni»szym rz¦dzie w ~ (»e to legalne
uspokaja nas warunek (6)):

−∂tS =
1

2m
(∂xS)

2 + V (8)

To jest klasyczne równanie Hamiltona-Jacobiego, S(x, t)-
funkcja dziaªania (funkcja tworz¡ca)�mo»emy to traktowa¢
jako taki consistency check Zwró¢my uwag¦, »e klasycznie
mamy p = ∂xS czyli zgodnie z intuicjami wcze±niejszymi.
S = const wyznacza jakby fronty falowe a cz¡stka porusza
si¦ prostopadle do nich. Tak jak optyka geometryczna ma
si¦ do falowej do mechanika klasyczna ma sie do kwanto-
wej! (Hamilton najpierw stosowaª swoje podej±cie w optyce
a pó¹niej przeniósª na mechanik¦. Schroedinger i de Broglie
sie tym inspirowali, wcze±niej brakowaªo skali wyznaczanej
teraz przez ~).
Rozwa»my teraz stany stacjonarne o energii E w przybli-

»eniu póªklasycznym. Mamy: ∂tρ = 0, ∂tS = −E. Mo»emy
rozwi¡za¢ (8)

S(x, t) = ±
∫ x

ds
√
2m[E − V (s)]− Et.

Chcemy aby speªnione byªo równanie ci¡gªo±ci ∂tρ+∂xj = 0,
czyli

∂x(ρ∂xS) = const

a wi¦c

ρ(x) =
const√

2m[E − V (x′)]

czyli

ψ(x) =
const√
p(x)

e
±( i

~ )[
∫ x
x0
dsp(s)−Et]

, p(x) =
√
2m[E − V (x)]

Intuicja: jak mniejszy p¦d, cz¡stka dªu»ej przebywa, wi¦k-
sze prawdopodobie«stwo znalezienia. Przybli»enie WKB
(Wentzel, Kramers, Brillouin)��pierwsza poprawka kwan-
towa do teorii klasycznej�. Przybli»enie tym lepsze im wolniej
zmienny potencjaª. To si¦ nam kiedy± przyda jako metoda
przybli»ona poszukiwania energii wªasnych, wspóªczynników
transmisji, itp. Zwró¢my uwag¦, »e mo»emy te» stosowa¢ to
przybli»enie w obszarze E < V (x), wtedy:

ψ(x) =
const√
|p(x)|

e
±( 1

~ )[
∫ x
x0
ds|p(s)|−Et]

, |p(x)| =
√
2m[V (x)− E]

Mamy f. wykªadnicze. Niestety w okolicy E ≈ V (x) nie
mo»emy u»y¢ tego przybli»enia i st¡d w praktyce potrzeba
jeszcze dokªadnej analizy w okolicach punktu powrotu (pó¹-
niej) [SZKIC RYSUNKU FUNKCJI W POTENCJALE]
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Caªki po trajektoriach

Feynman (1948). Spójrzmy na propagator (4) - mówi jak
propaguj¡ sie amplitudy. Zauwa»my, »e dla t > t1 > t0∫

dx1G(x, t, x1, t1)G(x1, t1, x0, t0) =∫
dx1

∑
k,k′

ϕk(x)ϕ
∗
k(x1)e

− iEk(t−t1)

~ ϕk′(x1)ϕ
∗
k(x0)e

−
iE

k′ (t1−t0)

~ =

∑
k

ϕk(x)ϕ
∗
k(x0)e

−
iE

k′ (t−t0)

~ = G(x, t, x0, t0) (9)

Ciekawe pytanie�na ile to jest ogólna wªasno±¢ dla innych
równa« ni» Schrodeingera. [RYSUNEK - suma amplitud po
ró»nych drogach.] Je±li teraz b¦dziemy zag¦szcza¢ czasy po-
±rednie, to efektywnie b¦dzie suma amplitud po wszystkich
trajektoriach x(τ), t0 < τ < t z x(t0) = x0 do x(t) = x. Ja-
kie powinni±my przypisa¢ amplitudy ϕ[x(τ)] =? tym drogom
»eby sumuj¡c je wszystkie uzyska¢ dobry kwantowy propa-
gator?

G(x, t, x0, t0) =
∑

x(τ): x(t0)=x0,x(t)=x

ϕ[x(τ)]

Na pewno chcemy, »eby odtworzy¢ jako± granic¦ kalsyczn¡.
Zasada najmniejszego dziaªania: klasyczna trajektoria�
extremum funkcjonaªu dziaªania:

S[x(τ)] =

∫ t

t0

L(x, ẋ), δS[x(τ)] = 0

L(x, ẋ)-Lagran»ian. Je±li przypisa¢ ka»dej trajektorii:
e

i
~S[x(τ)], to generalnie zmieniaj¡c trajektorie dziaªanie si¦

zmienia i sumujemy przypadkowe fazy, ale gdy w oko-
licy δS[x(τ)] = 0, dziaªanie nie zmienia si¦ w pierwszym
rz¦dzie�amplitudy wielu trajektorii dodaj¡ si¦ konstruktyw-
nie! Sensownie jest wi¦c spróbowa¢:

G(x, t, x0, t0) = const
∑
x(τ)

e
i
~S[x(τ)]

Magia. Poka»emy »e dostajemy równanie Schroedingera.
Dzi¦ki wªasno±ci skªadania, wystarczy rozwa»y¢ in�nitezy-
malny krok: t = t0 + ϵ. Wtedy

G(x, t0 + ϵ, x0, t0) = const · e i
~ ϵL[(x+x0)/2,(x−x0)/ϵ]

We¹my:

L(x, ẋ) =
mẋ2

2
− V (x)

ψ(x, t0 + ϵ) = const
∫
dx0ψ(x0, t0)e

im(x−x0)2

2~ϵ e−
iϵV [(x+x0)/2]

~

Oznaczmy η = x0 − x. B¦dziemy rozwija¢ w η i ϵ. Wida¢,
»e wkªad daj¡ η ∝

√
ϵ, czyli rozwijamy do pierwszego rz¦du

w ϵ i drugiego w η:

ψ(x, t0) + ϵ∂tψ = const
∫
dηe

imη2

2~ϵ [1− i

~
ϵV (x0, t0)]

[ψ(x, t0) + η∂xψ +
η2

2
∂2xψ] (10)

W najni»szym rz¦dzie mamy warunek: const
∫
dηe

imη2

2~ϵ = 1,
st¡d wyznaczamy staª¡ const =

√
m/(2πi~ϵ). W rz¦dzie do

ϵ mamy:

ϵ∂tψ = − i

~
ϵV ψ +

i~ϵ
2m

∂2xψ

I mamy równanie Schroedingera! Czyli efektywnie, propaga-
tor mo»emy liczy¢ jako:

G(x2, t2, x1, t1) =

∫
x(τ)

D[x(τ)]e
i
~S[x(τ)] (11)

S[x(τ)] =

∫ t2

t1

L(x, ẋ, t)dt (12)

�wiczenia

1. Obliczy¢ j(x, t) dla paczki gaussowskiej, a potem∫
dxj(x, t) i sprawdzi¢, »e równa si¦ ⟨p⟩t/m�intuicja

pr¡d prawdopodobie«stwa ma co± wspólnego ze ±red-
nim p¦dem.

2. Obliczy¢ funkcj¦ Greena dla cz¡stki swobodnej z de�-
nicji

3. Wyprowadzi¢ funkcj¦ Greena dla cz¡stki swobodnej
metod¡ caªek po trajektoriach

4. Pokaza¢, »e dla potencjaªów co najwy»ej kwandrato-
wych da si¦ ªatwo znajdowa¢ propagator metod¡ caªek
po trajektoriach (potencjaª liniowy, oscylator harmo-
niczny). Mo»na to zilustrowa¢ znajduj¡¢ funkcj¦ Gre-
ena metod¡ caªek po trajektoriach dla potencjaªu har-
monicznego (patrz Feynman,Hibbs). Aby wyznaczy¢
cz¦±¢ propagatora zale»n¡ tylko od ró»nic czasu, co
jest trudne, mo»na przeewoluowa¢ Gaussa i skorzysta¢
z warunku zachowania unormowania. Stwierdzi¢ jaki
Gauss nie zmieni si¦ z dokªadno±ci¡ do fazy�w ten spo-
sób pokazujemy, »e to stan wªasny. Mo»na te» z pro-
pagatora wyznaczy¢ stany wªasne i energie oscylatora
harmonicznego�to si¦ da zrobi¢ zauwa»aj¡c zwi¡zki z
funkcj¡ tworz¡c¡ wielomianów Hermita, to jest poka-
zane w Am. J. Phys. 56, 216�222 (1988), jest te» w
http://arxiv.org/abs/quant-ph/0205085v2.

5. Quantum speed limit [Opcjonalnie jak starczy czasu�
chodzi o intuicje, »e szybko ewoluuj¡ stany o du-
»ej wariancji energii]: Wyprowadzi¢ ograniczenie na
minimalny czas jaki jest potrzebny aby stan |ψ⟩
przeewoluowaª do stanu ortogonalnego |ψ⊥⟩: T ≥
h/(4∆E), gdzie ∆E jest nieoznaczono±ci¡ energii w
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stanie |ψ⟩. Wskazówka: Pokaza¢ najpierw »e dla
dowolnego op. hermitowskiego zachodzi: Â|ψ⟩ =
⟨ψ|A|ψ⟩|ψ⟩+∆A|ψ⊥⟩, gdzie ⟨ψ⊥|ψ⟩ = 0 (Am. J. Phys.
60, 182 (1992)). Mo»na te» zrobi¢ w wersji uprosz-
czonej my±l¡c o qubicie z pewnym hamiltonianem H i
niech sami stwierdz¡ które stany ewoluuja najszybciej
i sprawdzi¢ ograniczenie T ≥ h/(4∆E).

[Przygotowa¢ serie zada« domowych do kolokwium 30
marca, uwzgl¦dniaj¡c zadania z nast¦pnych dwóch tygodni]

TYDZIE� IV (18.03,20.03)

Stany stacjonarne

Typowe zadanie w mechanice kwantowej�znale¹¢ stany
stacjonarne, tzn. Rozwi¡za¢ równanie Schroedingera bez
czasu. Równanie drugiego rz¦du: je±li V (x) sko«czone →
ψ(x), ∂xψ(x) ci¡gªe. Dwa typy stanów stacjonarnych: stany
zwi¡zane, stany rozproszeniowe. [SZKIC DO�KA POTEN-
CJA�U W GRANICY D���CEGO DO ZERA].

Je±li rozwa»amy E < 0 to w ±∞ mamy rozwi¡zania
typu A expx

√
2m|E|/~ (x→ −∞), B exp(−x

√
2m|E|/hbar

(x→ ∞) (musimy odrzuci¢ wybuchaj¡ce) Przedªu»amy je do
x = 0 i zawsze przez dobór staªych uzyskamy ci¡gªo±¢ ψ(x)
ale ju» w ogólno±ci nie ∂xψ(x)�sugeruje, »e nie wszystkie
E b¦d¡ dopuszczalne. Funkcja b¦dzie ograniczona w sko«-
czonym obszarze i normowalne�stany zwi¡zane (dyskretne
widmo energii). Konieczne jest by byª obszar wewn¡trz gdzie
E > V (x).

Je±li rozwa»amy E > 0, to asymptotycznie mamy
Ae+ix

√
2mE + Be−ix

√
2mE (dla x → −∞) i podobnie

Ce+ix
√
2mE +De−ix

√
2mE (x→ +∞). Dobieraj¡c staªe mo-

»emy zapewni¢ ci¡gªo±¢ zarówno. ψ jak i ∂xψ dla dowolnych
E. Stany rozproszeniowe (ci¡gªe widmo energii), reprezen-
tuj¡ stany cz¡stki nadbiegaj¡ce/rozproszone. Rozwa»amy,
fal¦ nadbiegaj¡c¡ Aeix

√
2mE , odbit¡ Be−ix

√
2mE i przecho-

dz¡c¡ Ceix
√
2mE i zszywamy. Wspóªczynnik transmisji, od-

bicia: T =
∣∣∣ jAjB ∣∣∣ = ∣∣C

A

∣∣2 , R =
∣∣∣ jCjA ∣∣∣ = ∣∣B

A

∣∣2 Uwaga na T

gdy asymptotycznie mamy ró»ne potencjaªy (nie b¦dzie juz
po prostu stosunku amplitud...).

Je±li znamy rozwi¡zanie kawaªkami w pewnych obszarach,
zszywamy nakªadaj¡c warunki ci¡gªo±ci ψ(x), ∂xψ. Ge-
neralnie b. maªo potencjaªów daj¡cych analityczne roz-
wi¡zania. Przydatna uwaga: Je±li potencjaª symetryczny
V (x) = V (−x), zamieniaj¡c x na −x w rów. Schroedingera,
wida¢, »e ψ(x) i ψ(−x) speªniaj¡ to samo równanie. Je±li
dla danej energii tylko jedno rozwi¡zanie to ψ(x) = αψ(−x),
czyli α2 = 1 czyli α = ±1. Je»eli nie to mo»emy za-
wsze skonstruowa¢ (nieunormowane) us = u(x) + u(−x),
ua = u(x)− u(−x).

Zasada nieoznaczono±ci

Zasada nieoznaczonon±ci Heisenberga-Robertsona. Niech
A i B dwie obserwable. Wtedy dla dowolnego |ψ⟩

∆2A∆2B ≥ 1

4
|⟩[A,B]⟨|2

W szczególno±ci:

∆2x∆2p ≥ ~2

4
.

Dowód : Wprowad¹my obserwable dla których ±rednie s¡
zero: Ã = A − ⟨A⟩, B̃ = B − ⟨B⟩. Rozwa»my operator
F̃ = Ã+ iλB̃, gdzie λ ∈ R. Wiemy, »e ⟨ψ|F̃ †F̃ |ψ⟩ ≥ 0 czyli:

⟨ψ|(Ã− iλB̃)(Ã+ iλB̃)|ψ⟩ ≥ 0

Czyli

⟨Ã2⟩+ λ2⟨B̃2⟩+ iλ⟨[Ã, B̃]⟩ ≥ 0

Zwró¢my uwag¦,»e je±li Ã, B̃ hermitowskie to [Ã, B̃] antyher-
mitowski, [Ã, B̃] = iC̃, gdzie C̃ hermitowski.

⟨Ã2⟩+ λ2⟨B̃2⟩ − λ⟨C⟩ ≥ 0

Dla dowolnego λ ∈ R czyli:

⟨C⟩2 − 4⟨Ã2⟩⟨B̃2⟩ ≤ 0

Ostatecznie:

∆2A∆2B ≥ 1

4
|⟨[A,B]⟩|2.�

Znaczenie zasady nieoznacozno±ci: nie mówimy tu nic o za-
burzeniu (w odró»nieniu od oryginalnej pracy Heisenberga),
tylko o mo»liwo±ci stanu do posiadania jednocze±nie okre±lo-
nych wielko±ci.

Pomiary jednoczesne komutuj¡cych obserwabli

Je±li [A,B] = 0 istnieje wspólna baza wªasna {|a, b⟩}, taka
»e A|a, b⟩ = a|a, b⟩, B|a, b⟩ = b|a, b⟩.

Dowód. Na pocz¡tek zaªó»my, »e widmo A niezdegenero-
wane: |a′⟩, |a′′⟩�wektory wªasne odpowiadaj¡ce ró»nym
warto±ciom wªasnym.

⟨a′|[A,B]|a′′⟩ = (a′′ − a′)⟨a′′|B|a′⟩ = 0

Czyli ⟨a′′|B|a′⟩ = δa′a′′⟨a′|B|a′⟩�diagonalne. Czyli |a′⟩ jest
te» stanem wªasnym B z warto±ci¡ wªasn¡ ⟨a′|B|a′⟩. Je±li
jest degeneracja A|a′(i)⟩ = a′|a′(i)⟩, i = 1, 2, . . . , to wiemy,
»e wyrazy pozadiagonalne blokowo te» musz¡ by¢ zero, a w
ramach bloku o tej samej warto±ci wªasnej mo»na zawsze
zdiagonalizowa¢ B [NASZKICOWA�]. Mamy wi¦c pomiar
rzutowy mierz¡cy perfekcyjnie obie obserwable. Kolejno±¢
pomiaru nie ma znaczenia, mo»emy napisa¢: Pa,b = PaPb =
PbPa, Pa =

∑
i |a(i)⟩⟨a(i)|. Mówmy, »e A,B,C, . . . two-

rz¡ zupeªny zbiór komutuj¡cych obserwabli, je±li ich wspólne
stany wªasne tworz¡ baz¦ i odpowiadaj¡cy zestaw warto±ci
wªasnych jest niezdegenerowany.
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Pomiary jednoczesne niekomutuj¡cych obserwabli

Je±li obserwable komutowaªy, pomiar jednoczesny byª
mo»liwy bo mogli±my napisa¢, »e rzut Pa,b = PaPb. Je±li
niekomutuj¡ ju» tak nie jest, nie mamy wspólnej bazy wªa-
snej. Przykªad: Wró¢my do Sterna-Gerlacha. We¹my stan
|+⟩z. ROzwa»my dwa scenariusze: (i) najpierw mierzymy
σz potem σx (ii) najpierw mierzymy σx potem σz. Jakie jest
ª¡czne prawdopodobie«stwo zmierzenia odpowiednich war-
to±ci. Mamy p(i)(z = +, x = +) = 1/2, p(i)(z = +, x = −) =
1/2 a w drugim przypadku: p(ii)(x = ±, z = ±) = 1/4. Ko-
lejno±¢ pomiaru ma znaczenie. W drugim pomiarze tracimy
caª¡ informacj¦ o σz. Wniosek pomiar jednoczesny niemo»-
liwy.
Czy jednak w jakim± sensie mo»emy my±le¢ o jednocze-

snym pomiarze np. poªo»enia i p¦du. Argument jako±ciowy
(�ci±lej na MK3/2, Kwantowa teoria pomiaru i estymacji).
Je±li dopu±cimy, »e precyzj¡ pomiarów nie jest doskonaªa�
np. mierzymy efektywnie poªo»enie/p¦d z pewnym rozmy-
ciem to co± da si¦ zrobi¢. Nie mamy stanu o jednocze±nie
perfekcyjnie okre±lonym poªo»eniu i p¦dzie, ale mamy np
stan gaussowski o w miar¦ dobrze okre±lonym poªo»eniu i
p¦dzie

ψx̄,p̄(x) =
1

(2πσ2
x)

1/4
e−

(x−x̄)2

4δ2x
+ ixp̄

~ .

Mamy δ2xδ2p ≥ ~2/4. Mo»emy my±le¢ o pomiarze �rzutuj¡-
cym na takie stany� - wynik pomiaru daje nam informacj¦ za-
równo o x jak i p z pewn¡ dokªadno±ci¡ okre±lon¡ przez δ2x,
δ2p. Problem�stany gaussowskie nie tworz¡ bazy ortonor-
malnej. Nie s¡ ortogonalne czyli nie ma pomiaru rzutowego
rzutuj¡cego na nie. Mo»na to jednak zrobi¢ poprzez poj¦-
cie pomiarów uogólnionych�efektywnie rozszerzenia ukªadu
na dodatkowe stopnie swobody i zwykªy pomiar rzutowy na
wi¦kszej przestrzeni. Wtedy δx2, δp2 b¦d¡ rzeczywi±cie poj¦-
ciami odpowiadaj¡cymi precyzji samego pomiaru. Gdyby te-
raz si¦ zapyta¢ o obserwowany rozrzut wyników pomiaru po-
ªo»enia i p¦du przy takim pomiarze jednoczesnym to mamy:
∆2′x = ∆2x+ δ2x, ∆2′p = ∆2p+ δ2p. Z tego wynika:

∆2′x∆2′p = ∆2x∆2p+ δ2xδ2p+∆2xδ2p+ δ2x∆2p ≥
~2

2
+

~2

4

(
∆2x

δ2x
+
δ2x

∆2x

)
≥ ~2 (13)

To jest poprawna zasada nieoznaczono±ci dla ª¡cznego po-
miaru x i p. To te» mo»na rozumie¢ w sensie precyzja po-
miaru x vs. zaburzenie p jak w oryginalnym rozumowaniu
Heisenberga. Wida¢, »e zwi¡zek jest ale bardziej subtelny.

Obraz Heisenberga

Rozwa»ali±my ewolucj¦ stanów, podczas gdy obserwable
byªy niezale»ne od czasu�obraz Schroedingera. Zale»na od
czasu warto±¢ oczekiwana obserwabli:

⟨A⟩t = ⟨ψ(t)|A|ψ(t)⟩ = ⟨ψ(0)|U†(t)AU(t)|ψ(0)⟩

Mo»emy formalnie my±le¢, »e to obserwabla ewoluuje a stan
nie. Obraz Heisenberga:

A(H)(t) = U†(t)AU(t)

A stany nie |ψH(t)⟩ = U†(t)|ψ(t)⟩ = |ψ(0)⟩. Równanie na
ewolucj¦ obserwabli:

dA(H)(t)

dt
=
U†(t)

dt
AU(t) + U†(t)A

dU(t)

dt

Ale dU(t)
dt = −iH(t)U(t)/~, czyli:

dA(H)(t)

dt
= +

i

~
[U†(t)H(t)AU(t)− U†(t)AH(t)U(t)]

Je±li H niezale»y od czasu U(t) = e−iHt/~ i komutuj¡ czyli:

dA(H)(t)

dt
= − i

~
[A(H)(t),H].

Ju» to mieli±my ale na warto±ciach oczekiwanych. Równanie
ruchu Heisenberga. Zwró¢my uwag¦, »e H(H)(t) = H.

Zasada nieoznaczono±ci czas-energia

Czas nie jest operatorem, jest parametrem ewolucji wi¦c
nie mo»na formalnie zastosowa¢ zasady nieoznaczono±ci dla
t i H. My±limy o czym± w stylu ∆t∆H ≥? ale czym ma by¢
∆t. Pomy±lmy, »e patrzymy na ewolucje czasow¡ pewnej
obserwabli A(t). Wiemy, »e

∆2H∆2A(t) ≥ 1

4
|⟨ψ|[A(t),H]|ψ⟩|2

Ale przecie»: dA(H)(t)
dt = − i

~ [A
(H)(t),H] Czyli:

∆2H∆2A(t) ≥ ~2

4
|⟨ψ|dA(t)

dt
|ψ⟩|2

Czym jest ∆A/|⟨dA(t)
dt ⟩|? My±limy tak: mierz¡c A chcemy

stwierdzi¢ jak dªugo stan ewoluowaª: ∆A rozrzut pomiaru,
⟨A(t)⟩ warto±¢ ±rednia. Liniowa propagacja bª¦du, dla precy-
zji estymowania t: ∆t = ∆A/|⟨dA(t)

dt ⟩| [SZKIC ⟨A(t)⟩]. Czyli
(wstawili±my daszek dla podkre±lenia):

∆2Ĥ∆2t ≥ ~2

4
.

�wiczenia

1. Znajd¹ potencjaª dla którego stan gaussowski ψ(x) =
1

(2πσ2)1/4
e−

x2

4σ2 jest stanem wªasnym

2. Niesko«czona studnia (V = 0 dla 0 < x < a i V = ∞
dla pozostaªych) stany wªasne, ewolucja stanów np: a)
ψ(x) = Ax(a − x), b) ψ(x) = A sin5(πx/a). �rednie
energie i odchylenia w a), b).
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3. Sko«czona studnia potencjaªu: V (x) = 0 dla |x| < a/2,
i V (x) = V0 w pozostaªych. Znale¹¢ stany zwi¡-
zane (skorzysta¢ z faktu, »e mo»emy poszukiwa¢ roz-
wi¡za« o okre±lonej symetrii: symetryczne, antysyme-
tryczne) (metoda gra�czna). Rozwa»y¢ granic¦ gdy
studnia przechodzi do delty Diraca�ile stanów zwi¡-
zanych? Przedyskutowa¢ rozwi¡zaywanie problemów z
Delta Diraca bez robienia przej±cia granicznego�skok
pochodnej w warunkach zszywania.

4. Problem transmisji przez prostok¡tn¡ barier¦: V (x) =
V0, dla 0 < x < a. Wyznaczy¢ wspóªczynnik przej-
±cia i odbicia (Rozwa»y¢ E > V0, oraz 0 < E < V0.
Komentarz- rozpraszanie rezonans owe. Rozwa»y¢ gra-
nic¦ delty-Diraca. (komentarz jakby byªo gdyby byª
doªek V0 < 0

TYDZIE� V (25.03,27.03)

Szukamy rozwi¡za« w ró»nych prostych potencjaªach

Potencjaª liniowy

V (x) = −Fx. [INTUICYJNY RYSUNEK, spodziewamy
si¦ widma ci¡gªego].

[− ~2

2m

d2

dx2
− Fx]ψ(x) = Eψ(x)

Przechodzimy do reprezentacji p¦dowej ψ̃(p) =
1√
2π~

∫
dxψ(x)e−ixp/hbar:

p2

2m
ψ̃ − iF~

d

dp
ψ̃ = Eψ̃

Równanie pierwszego rz¦du!

dψ̃

dp
=

i

F~
(E − p2/2m)ψ̃

ψ̃E(p) = Ce
i

F~ (Ep−p3/6m)

Dozwolone ci¡gªe spektrum energii (jak dla cz¡stki swobod-
nej). Chcemy mie¢ �ortonormalno±¢�∫
dpψ̃E(p)

∗ψ̃E′(p) = C2

∫
dpe

i
F~p(E

′−E) = C22πF~δ(E−E′)

Czyli C = 1/
√
2πF~. Mamy te» zupeªno±¢:∫
dEψ∗

E(p)ψE(p
′) = δ(p− p′).

Ostatecznie:

ψE(x) =
1

2π~
√
F

∫ +∞

−∞
dpe

ip
~ (x+E/F )− ip3

6mF~

ψE(x) =
1

π~
√
F

∫ ∞

0

dp cos

(
p

~
(x+ E/F )− p3

6mF~

)
Energia tylko przesuwa stan. To co zrobili±my to rozwi¡za-
li±my równanie Airy'ego:

d2ψ

dy2
− yψ = 0, y = −(x+ E/F )

(
2mF

~2

)1/3

Rozwi¡zanie, funkcja Airy'ego:

Ai(y) =
1

π

∫ ∞

0

ds cos(sy + s3/3)

Znane s¡ asymptotyczne wªasno±ci funkcji Ai(y):

Ai(y) =

{
1

2
√
πy1/4

e−
2
3y

3/2

y → +∞
1√

π(−y)1/4 cos
(
2
3 (−y)

3/2 − π/4
)

y → −∞

Z czym si¦ kojarz¡... podstawmy y:

ψE(x) =

 A
2(−(x+E/F ))1/4

e
− 2

3 [−(x+E/F )]3/2
√

2mF
~2

A
((x+E/F ))1/4

cos
(

2
3 [(x+ E/F )]3/2

√
2mF
~2 − π/4

)
A =

(
~2

2mFπ6

)1/12
. Zauwa»my, »e klasyczny p¦d

p(x) =
√
2m(E + Fx), a

∫ x
−E/F dx

′p(x′) = 2
3 [2m(E +

Fx)]3/2/(2mF ) czyli:

ψE(x) =


A′

2|
√
p(x)|

e−
1
~
∫ −E/F
x

|p(x′)|dx′
x→ −∞

A′√
p(x)

cos
[
1
~
∫ x
−E/F dx

′p(x′)− π/4
]

x→ ∞

A′ =
(

~
(2mF )2π3

)1/6
. Mamy rozwi¡zania typu WKB, ale tu-

taj s¡ ªadnie zszyte w punkcie powrotu�to nam si¦ przyda.
Ale... równanie Airy'ego jest drugiego rz¦du co z drugim
liniowo niezale»nym równaniem Zgubili±my je robi¡c trans-
formate Fouriera. (Mo»na robi¢ bardziej ogólne transfor-
maty caªkowe ψ(x) =

∫
C
dzψ̃(z)ezx�po pewnym konturze

na pªaszczy¹nie zespolonej. Dla Fouriera C = iR.) Bior¡c
inny kontur mo»emy dosta¢, drug¡ funkcj¦ Airy'ego

Bi(y) =
1

π

∫ ∞

0

e−s
3/3+sy + sin(s3/3− sy)

jej zachowanie asymptotyczne:

Bi(y) =

{
1√
πy1/4

e
2
3y

3/2

y → ∞
1√

π(−y)1/4 cos
(
2
3 (−y)

3/2 + π/4
)

y → −∞

Metoda WKB znajdowania stanów wªasnych

[NASZKICOWA� OGÓLNY POTENCJA�-obszar I, II,
III, punkty powrotu x1, x2 i rozwi¡zanie przybli»one] Przy-
blizenie WKB dziaªa dobrze poza punktami powrotu. Ale



13

mo»emy spróbowa¢ zszy¢ te rozwi¡zania przybli»aj¡c poten-
cjaª w punkcie powrotu poprzez potencjaª liniowy!

ψI(x) =
A√
|p(x)|

e−
1
~
∫ x1
x

|p(x′)|dx′
(14)

ψII(x) =
B√
p(x)

cos

(
1

~

∫ x

x1

p(x′)dx′ + δ

)
(15)

ψIII(x) =
C√
|p(x)|

e
− 1

~
∫ x
x2

|p(x′)|dx′
(16)

p(x) =
√
2m(E − V (x). Zszywaj¡c I i II mamy z wªasno±ci

asymptotycznych Ai(y), »e A = B/2, δ = −π/4. Teraz
musimy zszy¢ II i III. Ale »eby to zrobi¢ musimy zapisa¢
ψII(x) u»ywaj¡c punktu powrotu x2.

ψII(x) =
B′√
p(x)

cos

(
1

~

∫ x2

x

p(x′)dx′ + δ′
)

Zszywanie narzuca, »e C = B′/2 oraz »e δ′ = −π/4. Ale to
ta sama funkcja czyli:

B′ cos

(
1

~

∫ x2

x

p(x′)dx′ − π/4

)
= B cos

(
1

~

∫ x

x1

p(x′)dx′ − π/4

)
Oznaczmy z = 1

~
∫ x
x1
p(x′)dx′ − π/4, η = 1

~
∫ x2

x1
p(x′)dx′.

Wtedy:

B′ cos(η − z − π/2) = B cos z

cos(η − π/2) cos z + sin(η − π/2) sin z =
B

B′ cos z

Czyli η − π/2 = nπ, B/B′ = ±1.∫ x2

x1

p(x)dx = ~(n+ 1/2)π, n = 0, . . .

Warunek kwantyzacji. Równowa»nie∮
p(x)dx = h(n+ 1/2)

Warunek kwantyzacji Sommerfelda�obszar przestrzeni fa-
zowej zakre±lanej przez trajektori¦ cz¡stki skwantowany w
wielokrotno±ci h. W ten sposób mo»emy ªatwo dosta¢ przy-
bli»one warto±ci energii dla w zasadzie dowolnych potencja-
ªów.
Uwaga: jak mamy sztywne ±ciany to troch¦ inaczej�tam

funkcja falowa musi znika¢. Je±li sztywna ±ciana w x2, to

B′ cos

(
1

~

∫ x2

x

p(x′)dx′ − π/2

)
= B cos

(
1

~

∫ x

x1

p(x′)dx′ − π/4

)
I mamy warunek η − 3π/4 = nπ,

∫ x2

x1
p(x)dx = ~(n + 3/4)π

A je±li dwie sztywne ±ciany:
∫ x2

x1
p(x)dx = ~(n + 1)π. Czy

to si¦ zgadza dla studni niesko«czonej?
√
2mEa = ~n′π,

n′ = 1, 2, . . . i OK: En = ~2n′2π2/(2ma2).

Mo»na te» zastosowa¢ metod¦ WKB dla znajdowania
wspóªczynników transmisji przez dowoln¡ barier¦. [SZKIC
BARIERY POTENCJA�U]. Cz¡stka pada z lewej:

ψI(x) =
A√
p(x)

e−
i
~
∫ x1
x

p(x′)dx′− +
B√
p(x)

e+
i
~
∫ x1
x

p(x′)dx′

(17)

ψII(x) =
C√
|p(x)|

e
− 1

~
∫ x
x1

|p(x′)|dx′
+

D√
|p(x)|

e
+ 1

~
∫ x
x1

|p(x′)|dx′

(18)

ψIII(x) =
F√
p(x)

e
− i

~
∫ x
x2
p(x′)dx′

(19)

Warunki zszywania, tym razem musimy tez u»y¢ wªasno±ci
Bi(y), prowadz¡ po pewnych rachunkach do wzoru na wspóª-
czynnik transmisji:

T =

∣∣∣∣FA
∣∣∣∣2 =

1

( 1
4r + r)2

≈ 1

r2
, r = e

1
~
∫ x2
x1

|p(x)|dx

Przykªad Czas »ycia j¡dra uranu. Rozwa»my rozpad
α: 238U → 234Th + α. Tu kluczowy jest efekt tune-
lowania. Cz¡stki alpha emitowane z energi¡ ok E =
4.2MeV . [SZKIC POTENCJA�U: mamy cz¡stk¦ α w
potencjale V (x) = −30MeV na odlegªo±ci x < 10fm,
a potem potencjaª spada spada Coulombowsko: V (x) =
30Mev10fm/r.] Jaki jest czas poªowicznego rozpadu? Wy-
obra¹my sobie najpierw cz¡stk¦ padaj¡c¡ na barier¦ z ener-
gi¡ E jakie jest prawdopodobie«stwo transmisji. r =

exp(
√
2m
~
∫ 60fm

10fm

√
30MeV 10fm

x − 5MeV ) ≈ exp(44). Czyli

prawdopodobie«stwo transmisji T = exp(−88) = 10−38. Jak
oszacowa¢ czas »ycia? Ile razy na sekund¦ cz¡stka si¦ �od-
bija�? v =

√
2(E + 30MeV )/m = 4·107m/s, f = v/20fm =

2 · 1021. Czas »ycia t = 1/(2 · 102110−38) = 5 · 1016s ≈
1.5mldlat (prawdziwa warto±¢ ok. 4 mld lat).

�wiczenia

1. Udowodni¢, »e stany gausowskie s¡ jedyne, które wy-
sycaj¡ zasad¦ nieoznaczono±ci dla x i p.

2. Rozwa»y¢ paczk¦ gaussowsk¡ o pocz¡tkowej wariancji
poªo»enia ∆2

x(0) i ±rednim p¦dzie zero. Korzystaj¡c
z obrazu Heisenberga wyprowadzi¢ wyra»enie na ±red-
nie poªo»enie ⟨x(t)⟩ i wariancj¦ poªo»enia ∆2

x(t) dla (i)
ewolucji swobodnej, (ii) ewolucji w potencjale liniowym
(iii) ewolucji w potencjale kwadratowym� (dla poten-
cjaªu kwadratowego zidenty�kowa¢ Gaussa który nie
b¦dzie si¦ zmieniaª�jakiej energii odpowiada). Sko-
mentowa¢, »e w obrazie Schroedingera odpowiedzi na
te pytania byªyby znacznie trudniejsze do uzyskania.
(przyda si¦ BCH)

3. Stosuj¡c przybli»enie WKB znale¹¢ poziomy energe-
tyczne dla oscylatora harmonicznego
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4. Stosuj¡c przybli»enie WKB znajd¹ zale»no±¢ wspóª-
czynnika transmisji od energii dla potencjaªu V (x) =
V0 − α|x|

[Kolokwium 1 (30 marca)]

TYDZIE� VI (01.04, 08.04, 10.04)

Oscylator harmoniczny

Rozwa»my

H =
p2

2m
+
mω2x2

2

Bardzo wa»ny przypadek�wiele doªków potencjaªów mo»na
lokalnie przybli»y¢ kwadratowo. Znajdziemy stany wªasne
metod¡ algebraiczn¡ (alternatywnie metoda Frobeniusa�
rozwijanie w szereg �WICZENIA, lub z caªek po trajekto-
riach) Wprowad¹my operatory anihiliacji/kreacji:

a =

√
mω

2~

(
x+

ip

mω

)
, a† =

√
mω

2~

(
x− ip

mω

)
Zauwa»my:

[a, a†] = 1

Oraz, »e:

H = ~ω(a†a+ 1/2) = ~ω(N + 1/2).

gdzie N̂ = a†a - �operator liczby wzbudze«� - ju» hermitow-
ski. Niech |n⟩ wektor wªasny N̂ :

N̂ |n⟩ = n|n⟩.

Czy co± mo»emy powiedzie¢ o n?. Zauwa»my, »e [N, a] = −a,
[N, a†] = a† ([AB,C] = A[B,C]+ [A,C]B). Zastanówmy si¦
jak dziaªa N̂ na a|n⟩ i a†|n⟩:

N̂a|n⟩ = (n− 1)a|n⟩ N̂a†|n⟩ = (n+ 1)a†|n⟩

Czyli a|n⟩ i a†|n⟩ s¡ proporcjonalne do wektorów wªasnych
N̂ , |n−1⟩, |n+1⟩ o warto±ciach n−1 i n+1. �eby zachowa¢
unormowanie:

a|n⟩ =
√
n|n− 1⟩ a†|n⟩ =

√
n+ 1|n+ 1⟩.

Ale operator N = a†a nieujemny, czyli nie mo»emy dosta¢
nigdy warto±ci wªasnej < 0. Dziaªaj¡c wiele razy ak|n⟩ w
ko«cu musi si¦ urwa¢, czyli n mo»e by¢ tylko caªkowite, a
najmniejsze n = 0, stan |0⟩. Jaka energia odpowiada stanowi
|n⟩:

H|n⟩ = En|n⟩, En = ~ω(n+ 1/2).

Stan podstawowy |0⟩ ma E0 = ~ω/2. Co to za stan? Speªnia
warunek a|0⟩ = 0.(

x+
i

mω

~
i

d

dx

)
ψ0(x) = 0,

ψ0(x) =
(mω
π~

)1/4
e−

mω
2~ x

2

Stan Gaussowski z ∆2x~/(2mω). Mo»na zrozumie¢, »e
niezerowa energia bierze si¦ z �uktuacji poªo»enia i p¦du.
⟨x2⟩ = ~/(2mω), ⟨p2⟩ = m~ω/2, i st¡d ⟨H⟩ = ~ω/2, z samej
zasady nieoznaczono±ci wynika, »e nie da si¦ mniej. [Dygre-
sja: kwantuj¡c pole e-m b¦dziemy mieli kolekcje �kwanto-
wych oscylatorów harmonicznych��niezerowa energia stanu
podstawowego= �uktuacje pro»ni, efekt Casimira]. Jak zna-
le¹¢ pozostaªe stany wªasne?

a†n|0⟩ = a†n−1
√
1|1⟩ =

√
n!|n⟩,

Czyli:

|n⟩ = 1√
n!
a†n|0⟩.

Mamy wi¦c wyra»enie na funkcje falowe:

ψn(x) =
1√
n!

[
1√
2

(√
mω

~
x−

√
~
mω

d

dx

)]n (mω
π~

)1/4
e−

mω
2~ x

2

Wprowad¹my bezwymiarow¡ zmienn¡ q =
√

mω
~ x,

ψn(q) =
1√

n!2n
√
π

(
q − d

dq

)n
e−q

2/2

ψn(q) =
1√

n!2n
√
π
Hn(q)e

−q2/2

Gdzie wprowadzili±my wielomiany Hermita:

Hn(q) = eq
2/2

(
q − d

dq

)n
e−q

2/2

Mamy np.

H0(q) = 1

H1(q) = 2q

H2(q) = = 4q2 − 2

[ZROBi� SZKIC STANÓW W�ASNYCH i moduªów kwa-
drat]. Ka»dy kolejny stan o jedno wi¦cej miejsce zerowe i na
zmian¦ stany symetryczne i antysymetryczne. Ortonormal-
no±¢ stanów wªasnych implikuje nast¦puj¡cy warunek �orto-
normalno±ci� wielomianów Hermita:∫

dqHn(q)Hm(q)e−q
2

= δn,m
√
π2nn!

Podsumowuj¡c:

ψn(x) =
1√
2nn!

(mω
~π

)1/4
Hn

(√
mω

~
x

)
e−

mω
2~ x

2

En = ~ω (n+ 1/2)
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a. Stany koherentne Jakie stany odpowiadaj¡ najbardziej
klasycznemu obrazkowi oscylacji cz¡stki na spr¦»ynce... Zde-
�niujmy:

|α⟩ = e−
|α|2
2

∑
n

αn√
n!
|n⟩

To jest stan wªasny â:

â|α⟩ = e−
|α|2
2

∑
n

αn√
n!

√
n|n− 1⟩ =

αe−
|α|2
2

∑
n

αn−1√
(n− 1)!

|n− 1⟩ = α|α⟩

I co z tego wynika?

⟨α|x|α⟩ =
√

~
mω

1√
2
⟨α|a+ a†|α⟩ =

√
2

~
mω

Re(α)

⟨α|p|α⟩ =
√
mω~

1√
i2
⟨α|a− a†|α⟩ =

√
2mω~Im(α)

Czyli

α =

(√
mω
~ ⟨x⟩+ i 1√

mω~ ⟨p⟩
)

√
2

okre±la ±rednie poªo»enie w przestrzeni fazowej (x,p). Ob-
liczmy teraz wariancj¦ x i p dla tego stanu:

⟨α|x2|α⟩ = ~
2mω

⟨α|(a+a†)2|α⟩ = ~
2mω

(α2+α∗2+2αα∗+1)

analogicznie dla p i dostajemy

∆2x =
~

2mω
, ∆2p =

~mω
2

wysyca zasad¦ nieoznaczono±ci... czyli w ko«cu okazaªo si¦,
»e to znajomy stan Gaussowski. Spójrzmy w reprezentacji
poªo»eniowej na warunek na bycie stanem wªasnym â:

1√
2

(√
mω

~
x+

d

dx

~√
mω

)
ψ(x) = αψ(x)

√
~
mω

1

ψ(x)

dψ(x)

dx
=

√
2α− x

√
mω

~

ψ(x) = Ae−
mω
2~ x

2+
√

2mω
~ αx

ψ(x) =
(mω
π~

)1/4
e−

mω
2~ (x−⟨x⟩)2+ i⟨p⟩x

~

Kiedy± ju» mówili±my o takich stanach... maksymalnie do-
brze okre±lone i poªo»enie i p¦d Jak ewoluuje stan kohe-
rentny:

Ut|α⟩ = e−
|α|2
2

∑
n

αn√
n!
e−iωt(n+1/2)|n⟩ =

e−iωt/2e−
|α|2
2

∑
n

(αeiωt)n√
n!

|n⟩ ≡ |αe−iωt⟩

Czyli stan koherentny pozostaje koherentny a α ewoluuje jak
stan klasyczny w oscylatorze harmonicznym�st¡d takie wy-
j¡tkowe. Stany koherentne�najbardziej klasyczne ze stanów
oscylatora. U»ywaj¡c zmiennych bezwymiarowych:

ψ(q) =
1

π1/4
e−(q−

√
2Reα)2/2+iq

√
2Imα

We¹my α =
√
2s, gdzie s ∈ R. Wiemy jak ten stan rozkªada

si¦ na stany wªasne:

ψ(q) =
1

π1/4
e−(q−2s)2/2 =

e−s
2

∞∑
n=0

(
√
2s)n

n!

Hn(q)e
−q2/2√√

π2nn!
(20)

Czyli:

e−s
2+2sq =

∞∑
n=0

sn

n!
Hn(q)

Znale¹li±my funkcj¦ tworz¡c¡ dla wielomianów Hermita.
Tzn. »e mo»emy je liczy¢ inaczej:

Hn(q) =
dn

dsn
e−s

2+2sq

∣∣∣∣
s=0

=
dn

dsn
eq

2−(s−q)2)|s=0 =

= eq
2 dn

dsn
e−(s−q)2)|s=0 = eq

2

(−1)n
dn

dqn
e−(s−q)2)|s=0 =

= eq
2

(−1)n
dn

dqn
e−q

2

(21)

Wªasno±ci stanów koherentnych.

|⟨α|α′⟩|2 = e−|α−α′|2

s¡ nieortogonalne (wektory wªasne operatora niehermitow-
skiego, wi¦c maj¡ prawo). Ale zauwa»my, »e:

∫
d2α|α⟩⟨α| =

∫
d2αe−|α|2

∑
n,m

αnα∗m
√
n!m!

|n⟩⟨m| =

=

∫
drdφre−r

2 ∑
n,m

rn+meiφ(n−m)

√
n!m!

|n⟩⟨m| =

= 2π

∫
dre−r

2 ∑
n

r2n+1 1

n!
|n⟩⟨n| = π

∑
n

|n⟩⟨n| = π11 (22)

To znaczy, »e mo»emy napisa¢ dla dowolnego stanu rozkªad
na stany koherentne:

|ψ⟩ = 1

π

∫
d2α|α⟩⟨α||ψ⟩ =

∫
d2α

1

π
⟨α|ψ⟩︸ ︷︷ ︸
c(α)

|α⟩

Mówimy, »e stany koherentne tworz¡ ukªad nadzupeªny.
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Potencjaªy periodyczne

Rozwa»my potencjaª periodyczny z okresem d t.»e:

V (x) = V (x+ d)

Tego typu potencjaªy pojawiaj¡ si¦ w �zyce ciaªa staªego�
elektrony walencyjne poruszaj¡ si¦ w potencjale zadanym
przez sie¢ krystaliczn¡ utworzon¡ przez jony.

Twierdzenie Blocha. Stany wªasne w potencjale periodycz-
nym s¡ zawsze postaci:

ψ(x) = u(x)eikx,

gdzie u(x+ d) = u(x) jest funkcj¡ periodyczn¡.
Dowód: Rozwa»my unitarny operator przesuni¦cia

Ddψ(x) = ψ(x − d). Dd = e−d
d
dx = e−ip̂d/~. Poniewa»,

potencjaª jest periodyczny to DdHD†
d = H, czyli:

[H,Dd] = 0.

Skoro komutuj¡ to zawsze mo»emy szuka¢ stanów wªasnych
H w klasie stanów wªasnych D. Szukamy: Ddψ(x) = λψ(x),
gdzie λ = e−ika, zawsze mo»na bo warto±ci wªasne operatora
unitarnego maj¡ |λ| = 1. Czyli: ψ(x− a) = e−ikaψ(x). Zde-
�niujmy u(x) = ψ(x)e−ikx, k ∈ R. Mamy u(x−a)eik(x−a) =
e−ikau(x)eikx, czyli u(x− a) = u(x). �.

Model Kroniga-Pelleya Rozwa»my prosty model [SZKIC]:

V (x) =

N−1∑
n−0

λδ(x− nd)

gdzie N bardzo du»e (liczba jonów sieci krystalicznej).
Dla zagwarantowania periodyczno±ci, zamykamy cz¡stk¦ na
kóªku i narzucamy periodyczne warunki brzegowe takie, »e
ψ(x + Nd) = ψ(x). Szukamy rozwi¡za« postaci: ψ(x) =
u(x)eikx. Periodyczne warunki brzegowe prowadz¡ do for-
malnej dyskretyzacji k = 2πn/(Nd), n = 0, . . . , N−1. Stany
o ró»nych k ortogonalne. Dla du»ych N mo»emy my±le¢, »e
w praktyce k ci¡gªe.
Rozwa»amy warunki zszycia w x = d.

ψ′
>(d)− ψ′

<(d) =
2mλ

~2
ψ(d)

czyli

u′>(d)− u′<(d) =
2mλ

~2
u(d)

ale wiemy, »e u′>(d) = u′>(0) czyli ostatecznie mamy ukªad
równa«:

u′>(0)− u′<(d) =
2mλ

~2
u(0) (23)

u(d) = u(0) (24)

Ale znamy rozwi¡zanie w obszarze pomi¦dzy deltami:

ψ(x) = Aeiqx +Be−iqx, q =
√

2mE/~2

Czyli

u(x) = Aei(q−k)x +Be−i(q+k)x

Wstawiaj¡c do (23) dostajemy warunki na istnienie rozwi¡-
zania po kilku linijkach przeksztaªce«...

sin(qd)

qd

mλd

~2
+ cos(qd) = cos(kd)

Wykres dla mλd
~2 = 10

10 20 30 40 50
qd

-2

-1

1

2

3

4

coskd

Widzimy, »e nie wszystkie q s¡ dozwolone. Mamy prze-
rwy energetyczne. Mo»emy o tym my±le¢, »e to s¡ rozmyte
poziomy studni pomi¦dzy deltami. Gdyby delty byªy nie-
sko«czenie silne rozmycia by nie byªo. Cz¦±ciej robimy wy-
kres E(k) = ~2q(k)2

2m . [SZKIC E(k) dla ka od −π do π pa-
sma]. ~k nazywamy quasi-p¦dem. W danym pa±mie mamy
k = 2nπ/Na czyli N ró»nych stanów dost¦pnych (tak na-
prawd¦ je±li my±limy o elektronach to mamy 2N stanów po
jeszcze dwa stan y spinowe). Oznacza to w krysztaªach gdzie
ka»dy atom daje dwa elektrony (lub parzyst¡ liczb¦) wa-
lencyjne b¦dziemy mieli zapeªnione pasma w peªni b¦dziemi
mieli izolatory/póªprzewodniki a jak nieparzyst¡ to przewod-
niki. To nie do ko«ca prawda bo model jednowymiarowy nie
oddaje w peªni �zyki i jest du»o kontrprzykªadów. Ale fak-
tem jest, »e z jednym elektronem walencyjnym b¦dzie zapeª-
nione z grubsza póª pasma i zawsze bardzo dobry przewodnik
(metale alkaliczne) a z kolei najbardziej popularne pólprze-
wodniki Ge, As, maj¡ 4 elektronu walencyjne. Ale juz Ca,
ma dwa i jest do±¢ dobrym przewodnikiem.

3D

Wyczerpali±my ciekawe tematy w 1D. Przechodzimy do
3D:

|ψ⟩ =
∫
d3rψ(r⃗, t)|r⃗⟩

, r⃗ = (x, y, z). Mamy nieunormowane ±tany":

⟨r⃗|r⃗′⟩ = δ3(r⃗ − r⃗′)
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. W reprezentacji poªo»eniowej: x̂ = x, ŷ = y, ẑ = z,
px = −i~∂x, py = −i~∂y,pz = −i~∂z. Zauwa»my, »e
[x, px] = [y, py] = [z, pz] = i~ a pozostaªe zero. Równanie
Schroedingera;

i~
∂ψ

∂t
= − ~2

2m
△ψ + V (r⃗)ψ

Pr¡d prawdopodobie«stwa:

j⃗ =
~
m
Im(ψ∗∇⃗ψ)

i mamy równanie ci¡gªo±ci:

∂tρ+ ∇⃗ · j⃗ = 0.

Analogicznie mamy odpowiednie równanie Schroedingera
bez czasu:

~2

2m
△ψ + V (r⃗)ψ = Eψ

Stan o okre±lolnym p¦dzie |p⃗⟩ (stany wªasne cz¡stki swobod-
nej, Ep = p⃗2/2m)

ψp⃗(r⃗) =
1

(2π~)3/2
eip⃗r⃗/~

Reprezentacja p¦dowa zde�niowana anaogicznie:

ψ̃(p⃗) =
1

(2π~)3/2

∫
d3r⃗e−ip⃗r⃗/~ψ(r⃗)

Zwró¢my uwag¦, »e je±li przez H rozumiemy przestrze« Hil-
berta cz¡stki w jednym wymiarze, to cz¡stka w 3D jest wek-
torem »yj¡cym wH⊗3. Mo»emy my±le¢, »e |r⃗⟩ = |x⟩⊗|y⟩⊗|z⟩
jest tensorem prostym i nasz stan rozpisujemy w takiej ba-
zie [ZAPYTA� M�DRYCH LUDZI JAK TO PORZ�DNIE
UZASADNI�].
Mo»emy tez naturalnie zde�niowa¢ operatory momentu

p¦du:

Lx = ypz − zpy, Ly = zpx − xpz, Lz = xpy − ypx

Zauwa»my, »e nie ma dylematów z kolejno±ci¡ poªo»e« i p¦-
dów bo komutuj¡. Reguªy komutacyjne (tak jak nawiasy
Poissiona):

[Li, Lj ] = i~ϵijkLk

Obserwacja, operator kwadratu caªkowitego momentu p¦du:

L2 = L2
x + L2

y + L2
z

komutuje z Li, [L2, Li] = 0.
Poniewa» △ = ∂2x + ∂2y + ∂2z to je±li potencjaª si¦ se-

paruje V (r⃗) = Vx(x) + Vy(y) + Vz(z) to mo»emy doko-
na¢ separacji zmiennych i poszukiwa¢ rozwi¡za« postaci:
ψ(r⃗) = X(x)Y (y)Z(z).

− ~2

2m

∂2xX

X
+Vx(x)+− ~2

2m

∂2yY

Y
+Vy(y)+− ~2

2m

∂2zZ

Z
+Vz(z) = E

Ka»dy ze skªadników musi by¢ staª¡ czyli mamy efektywnie
trzy równania typu:

− ~2

2m

∂2xX

X
+ Vx(x) = Ex

Ka»de z nich rozwi¡zujemy jak w 1D, znajduj¡¢ dopuszczalne
energie Enx

i odpowiednie rozwi¡zania Xnx
(x), numerowane

nx, podobnie dla y i z. Ostatecznie mamy rozwi¡zania po-
staci:

ψnx,ny,nz (x, y, z) = Xnx(x)Yny (y)Znz (z) (25)

o odpowiadaj¡ce im energie:

Enx,ny,nz
= Enx

+ Eny
+ Enz

Zwró¢my uwag¦, »e je±li mamy baz¦ funkcji które s¡ roz-
wi¡zaniami w ka»dym z trzech wymiarów to funkcje postaci
(25) rozpinaj¡ caª¡ przestrze« funkcji w 3D. To oznacza, »e
nie zgubili±my »adnego z rozwi¡za«, bo ka»d¡ funkcj¦ mo»na
by rozªo»y¢ w tej bazie i wtedy wida¢, »e tylko kombinacje
stanów o tych samych energiach b¦d¡ wektorami wªasnymi
(tensory proste rozpinaj¡ przestrze« iloczynu tensorowego).

Oscylator harmoniczny w 3D Z powy»szych rozwa»a« wy-
nika, »e mo»emy od razu napisa¢ rozwi¡zanie dla oscylatora
harmonicznego w 3D:

H =
p⃗2

2m
+
m

2
(ω2
xx

2 + ω2
yy

2 + ω2
zz

2)

Rozwi¡zaniami b¦d¡ stany:

ψnx,ny,nz
= Xnx

(x)Y (y)ny
Z(z)nz

,

gdzie nx, ny, nz = 0, 1, . . . , a

Xnx(x) =
(mωx

~π

)1/4 1√
2nxnx!

i analogicznie Yny
(y), Znz

(z). Odpowiednie energie:

Enx,ny,nz
= ~ωxnx + 1/2 + ~ωyny + 1/2 + ~ωznz + 1/2

W przypadku oscylatora izotropowego b¦dziemy mieli dege-
neracje stanów. np E0 = 3/2~ω (jeden stan), E1 = 5/2~ω
(3 stany). W notacji algebraicznej nasze stany mo»naby na-
pisa¢:

H = ~ωx(a†a+ 1/2) + ~ωy(b†b+ 1/2) + ~ωz(c†c+ 1/2)

|nx, ny, nz⟩ =
a†nx

√
nx!

b†ny√
ny!

c†nz

√
nz!

|0⟩

gdzie

a =

√
mωx
2~

(
x+

ipx
~ωx

)
b =

√
mωy
2~

(
y +

ipy
~ωy

)
c =

√
mωz
2~

(
z +

ipz
~ωz

)
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Potencjaªy sferycznie symetryczne

Zaªó»my, »e V (r⃗) = V (r). Rozwi¡zuj¡c rów. Schroedin-
gera wygodnie jest przej±¢ do wspóªrz¦dnych sferycznych.
Potrzebujemy Laplasjan w sferycznych:

△ =
1

r2
∂r(r

2∂r) +
1

r2 sin θ
∂θ(sin θ∂θ) +

1

r2 sin2 θ
.

Spójrzmy teraz na operatory momentu p¦du we wspóªrz¦d-
nych sferycznych:

Lx = i~ (sinφ∂θ + cot θ cosφ∂φ) (26)

Ly = i~ (− cosφ∂θ + cot θ sinφ∂φ) (27)

Lz = −i~∂φ (28)

i na operator kwadratu momentu p¦du:

L2 = −~2
[

1

sin θ
∂θ(sin θ∂θ) +

1

sin2 θ
∂2φ

]
Wida¢, »e mamy co± takiego jak w Laplasjanie:

△ =
1

r2
∂r(r

2∂r)−
L̂2

r2~2

Czyli hamiltonian:

H = − ~2

2m

1

r2
∂r(r

2∂r) +
L̂2

2mr2

Widzimy, »e L2 zale»y tylko od wspóªrz¦dnych k¡towych,
czyli [H,L2] = 0. Czyli funkcji wªasnych mo»emy zawsze
szuka¢ po±ród funkcji wªasnych L2. Dokonujemy rozdziaªu
zmiennych:

ψ(r, θ, φ) = R(r)Y (θ, φ)

i mamy:

−~2

R
∂r(r

2∂rR) + 2mr2[V (r)− E] +
1

Y
(L̂2Y ) = 0

Musimy wi¦c umie¢ rozwi¡za¢ problem wªasny dla L2

L̂2Y = λY

Mo»naby przez rozwijanie w szereg itp. ale chcemy znów ªad-
niejsz¡ metod¡ algebraiczn¡ i te» ogólniej, »eby ju» uchwyci¢
spin i poczu¢ pi¦kno teorii grup.

�wiczenia

1. Rozwi¡za¢ oscylator harmoniczny przez szereg. Wie-
lomiany Hermita. Funkcja Tworz¡ca. Znale¹¢ warto-
±ci oczekiwane i wariancje poªo»e« i p¦dów dla sta-
nów wªasnych, porówna¢ o ile ªatwiej to zrobi¢ metod¡
algebraiczn¡ u»ywaj¡c wªasno±ci operatorów kreacji i
anihilacji w porównaniu z u»yciem funkcji falowych w
reprezentacji poªo»eniowej..

2. Zapisa¢ problem znalezienia stanów wªasnych oscyla-
tora harmonicznego w reprezentacji p¦dowej�co z tego
wynika? Znale¹li±my stany wªasne transformaty Fo-
uriera.

3. Zastanowi¢, si¦ czy istnieje stan wªasny operatora kre-
acji

4. Pokaza¢, »e |α⟩ = D(α)|0⟩, gdzie D(α) = eαa
†−α∗a

5. Udowodni¢, »e w stanach wªasnych oscylatora ⟨Ekin⟩ =
⟨Epot⟩

6. Rozwa» oscylator harmoniczny w stanie podstawowym.
W pewnej chwili przez bardzo krótki czas δt przyªo»ono
to cz¡stki bardzo du»¡ siª¦ F = γ/δt. Przyjmuj¡c gra-
nic¦ δt → 0 (przy czym γ = const) , zbadaj w jakim
stanie znajdzie si¦ cz¡stka tu» po takim kopni¦ciu i jak
b¦dzie dalej ewoluowa¢.

TYDZIE� VII (15.04, 17.04)

Teoria momentu p¦du

Grupa obrotów Gª¦boka prawda o obrotach: obroty wokóª
ustalonej osi komutuj¡, wokóª ró»nych osi nie. Macierze ob-
rotu wokóª osi x,y,z:

Rx(ϕ) =

 1 0 0
0 cosϕ − sinϕ
0 sinϕ cosϕ



Ry(ϕ) =

 cosϕ 0 sinϕ
0 1 0

− sinϕ 0 cosϕ



Rz(ϕ) =

 cosϕ − sinϕ 0
sinϕ cosϕ 0
0 0 1


Ogólnie grupa obrotu: RTR = 11, detR = 1 grupa ortogo-
nalna SO(3). Rozwa»my teraz wykonane po sobie kolejno
in�nitezymalne obroty, rozwijaj¡c wszystko to max drugiegi
rzedu w ϵ:

Rx(ϵ)Ry(ϵ) ≈ 1 0 0
0 1− ϵ2/2 −ϵ
0 ϵ 1− ϵ2/2

 1− ϵ2/2 0 ϵ
0 1 0
−ϵ 0 1− ϵ2/2


≈

 1− ϵ2/2 0 ϵ
ϵ2 1− ϵ2/2 −ϵ
−ϵ ϵ 1− ϵ2

 (29)

Jesli odwrócimy kolejno±¢:

Rx(ϵ)Ry(ϵ) ≈

 1− ϵ2/2 ϵ2 ϵ
0 1− ϵ2/2 −ϵ
−ϵ ϵ 1− ϵ2


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Czyli komutator obrotów:

Rx(ϵ)Ry(ϵ)−Ry(ϵ)Rx(ϵ) ≈

 0 −ϵ2 0
ϵ2 0 0
0 0 0

 ≈ Rz(ϵ
2)− 1

b. Reprezentacje grupy obrotów Grupa obrotów dziaªa na
wektory w przestrzeni trój wymiarowej. My b¦dziemy mieli
do czynienia ze stanami kwantowymi opisanymi jako wek-
tory w ró»nie wymiarowych przestrzeniach. B¦dziemy wi¦c
potrzebowali reprezentacji grupy obrotów UR t.»e obrócony
stan pod wpªywem obrotu R: |ψ⟩R = UR|ψ⟩. Jako repre-
zentacja UR musi speªnia¢: UR1R2

= UR1
UR2

, UR−1 = U−1
R .

Co wi¦cej interesuj¡ nas tylko reprezentacje unitarne (nie
chcemy, »eby rozró»nialno±¢ stanów zale»aªa od orientacji
ukªadu odniesienia!) U†

RUR = 11 (w przypadku grupy ob-
rotów nie ogranicza nas to, bo grupa zwarta).
Najpierw rozwa»my obrót znanej nam funkcji falowej ψ(r⃗),

pod wpªywem obrotu R. Dostajemy now¡ funkcj¦ falow¡:

ψ′(r⃗) = ψ(R−1r⃗)

Zaªó»my, »e obrót jest in�nitezymalny wokóª osi n⃗ o k¡t ϵ,
ϵ⃗ = ϵn⃗. Mamy R−1r⃗ = r⃗ − ϵ⃗⊗ r⃗. Czyli:

ψ′(r⃗) = ψ(r⃗)− [(⃗ϵ⊗ r⃗) · ∇⃗]ψ(r⃗) = [11− (⃗ϵ⊗ r⃗) · ∇⃗]ψ(r⃗) =

[11− ϵ⃗ · (r⃗ ⊗ ∇⃗)]ψ(r⃗) = [11− i

~
ϵn⃗ · L⃗]ψ(r⃗) (30)

n⃗ · L⃗ peªni rol¦ generatora obrotu wokóª osi n⃗ (analogicznie
jak p⃗ generator translacji, H⃗ generator ewolucji czasowej.
Czyli Un⃗(ϵ) ≈= 11 − i

~ n⃗ · L⃗. Rozwa»my sko«czony obrót o
k¡t ϕ wokóª osi n⃗ Mo»emy napisa¢:

Un⃗(ϕ) = lim
N→∞

(11− i

~
ϕ

N
n⃗L⃗)N = e−

i
~ϕn⃗L⃗

Zwró¢my uwag¦, zgadza si¦ dla n⃗ = êz, Lz = −i~∂φ. Mamy
reprezentacj¦ grupy obrotów w naszej przestrzeni Hilberta.
Ale teraz chcemy my±le¢ ogólniej, nie koniecznie o prze-

strzennym momencie p¦du. Mamy, jak¡± przestrze« Hil-
berta, i rozwa»amy dziaªanie reprezentacji grupy obrotów.
De�niujemy jako Ji generator dla reprezentacji obrotu wo-
kóª osi i.

Ui(φ) = e−
i
~φJi

Rozwa»amy ini�tezymalne obroty, i z tego, »e to jest repre-
zentacja musi wynika¢, »e mamy dla U

Ux(ϵ)Uy(ϵ)− Uy(ϵ)Ux(ϵ) ≈ Uz(ϵ
2)− 1

Czyli:

[Jx, Jy] = i~Jz

i ogólniej

[Ji, Jj ] = i~ϵijkJk

Czymkolwiek s¡ Ji, fakt, »e generuj¡ reprezentacj¦ grupy ob-
rotu wymusza, »eby speªniaªy reguªy komutacyjne takie jak
zwykªy moment p¦du (chocia» tutaj jest ogólniej bo mo»emy
mie¢ spin), obrót wokóª osi n⃗ o k¡t φ prowadzi do transfor-
macji stanu:

Un⃗(φ) = Ui(φ) = e−
i
~φn⃗·J⃗ .

Oczywi±cie znów mamy [J2, Ji] = 0. Chcemy teraz, zrozu-
mie¢ ogólne wªasno±ci stanów wªasnych J2 i Jz korzystaj¡c
jedynie z reguª komutacyjnych Ji. Oznaczmy warto±ci wªa-
sne przez a, b:

J2|a, b⟩ = a|a, b⟩ (31)

Jz|a, b⟩ = b|a, b⟩ (32)

Wprowadzamy J± = Jx ± iJy (operatory drabinkowe):

[J+, J−] = 2~Jz (33)

[Jz, J±] = ±~J± (34)

Zróbmy podobn¡ �sztuczk¦� jak w oscylatorze harmonicz-
nym:

Jz(J±)|a, b⟩ = ([Jz, J±] + J±Jz)|a, b⟩ = (b+ ~)(J±|a, b⟩),

czyli J± podnosi lub obni»a warto±¢ wªasn¡ Jz o ~. Za-
uwa»my, »e nie zmienia si¦ b bo [J2, J±] = 0.

J±|a, b⟩ = cpm|a, b± ~⟩

Nie mo»emy jednak podnosi¢ b bez ko«ca... zauwa»my, »e:

J2 − J2
z =

1

2
(J+J− + J−J+) =

1

2
(J+J

†
+ + J†

+J+)

jest operatorem nieujemnie okre±lonym. Czyli ⟨a, b, |(J2 −
J2
z )|a, b⟩ ≥ 0. To znaczy, »e jest jakie± bmax powy»ej którego

ju» nie mo»emy podnosi¢ i dla którego musi zachodzi¢:

J+|a, bmax⟩ = 0

Mo»emy te» napisa¢:

0 = J−J+|a, bmax⟩ = J2
x + J2

z − i(JyJx − JxJy)|a, bmax⟩ =
(J2 − J2

z − ~Jz)|a, bmax⟩ = (a− b2max − ~bmax)|a, bmax⟩
(35)

Czyli a = bmax(bmax+~). Analogicznie, dziaªaj¡c J− mammy
bmin i dostajemy a = bmin(bmin − ~). Czyli: bmin(bmin − ~) =
bmax(bmax + ~),

(bmin − bmax − ~)(bmin + bmax) = 0

Z tego wynika, »e skoro bmin ≤ bmax to jedyna mo»liwo±¢
−bmin = bmax. Musimy móc przej±¢ z |a, bmin⟩ do |a, bmax⟩
okre±lon¡ liczb¡ kroków n. Czyli dopuszczalne

bmax =
~n
2

= ~j j = 0, 1/2, 1, . . .
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gdzie oznaczyli±my j = n/2. Dopuszczalne warto±ci wªasne
Jz, b ∈ {−~j, . . . , ~j}. A warto±ci wªasne J2

a = ~2j(j + 1).

Wprowadzamy oznaczenie b = m~ i oznaczamy stany wªasne
jako |j,m⟩:

J2|j,m⟩ = ~2j(j + 1)|j,m⟩, j = 0, 1/2, 1, . . . (36)

Jz|j,m⟩ = m~|j,m⟩, m = −j,−j + 1, . . . , j − 1, j (37)

Mamy ogóln¡ m¡dro±ci mówi¡ce o skwantowaniu momentu
p¦du (wszystko z relacji komutacyjnych Ji) Mamy baz¦
|j,m⟩, chcemy teraz napisa¢ jawnie operatory Ji w tej ba-
zie. Wiemy:

⟨j′,m′|J2|j,m⟩ = j(j + 1)~2δj′jδm′m (38)

⟨j′,m′|Jz|j,m⟩ = m~δj′jδm′m (39)

Wiemy, te»

J+|j,m⟩ = c+jm|j,m+ 1⟩

We¹my iloczyn skalarny:

|c+jm|2 = ⟨j,m|J−J+|j,m⟩ = ⟨j,m|J2−J2
z−~Jz|j,m⟩ = ~2 [j(j + 1)−m(m+ 1)]

analogicznie dla J−. Czyli:

J+|j,m⟩ =
√

(j −m)(j +m+ 1)~|j,m+ 1⟩ (40)

J−|j,m⟩ =
√
(j +m)(j −m+ 1)~|j,m− 1⟩ (41)

(42)

Dzi¦ki temu mamy elementy macierzowe J±:

⟨j′,m′|J±|j,m⟩ =
√
(j ∓m)(j ±m+ 1)~δjj′δm′,m±1

A st¡d mo»emy ju» napisa¢ sobie macierze Jx i Jy. Widzimy,
»e Ji nie zmieniaj¡ j a jedynie m. Czyli mo»emy my±le¢,
»e obroty które s¡ generowane przez Ji nie wyprowadzaj¡ z
podprzestrzeni o ustalonym j. Rozwa»my wi¦c najni»sze j.

Spin 1/2 j = 0 jest nieciekawy, bo wszystkie Ji si¦ na nim
zeruj¡. Najni»szy nietrywialny dopuszczalny j = 1/2. Mamy
baz¦ |+⟩ = |j = 1/2,m = 1/2⟩, |−⟩ := |j = 1/2,m = −1/2⟩.
W tej bazie:

Jz =
~
2

[
1 0
0 1

]
, J+ = ~

[
0 1
0 0

]
, J− = ~

[
0 0
1 0

]

Jx =
~
2

[
0 1
1 0

]
, Jy =

~
2

[
0 −i
i 0

]
Czyli dla spinu 1/2

Ji =
~
2
σi

Potra�my w zwi¡zku z tym obraca¢ stany spinu 1/2.

Un⃗(φ) = e−
i
2φσ⃗n⃗

Macierz obrotu spinu o k¡t φ wokóª osi z:

Uz(φ) = e−
i
~φJz =

[
e

i
2φ 0

0 e
−i
2 φ

]
Zauwa»my, »e Uz(2π) = −11 Czyli stan powraca do swo-
jego oryginalnego stanu ale przemono»ony przez -1. �eby
nie byªo −1 potrzebujemy obrotu o 4π. Tak b¦dzie dla
wszystkich spinów poªówkowych, poprzez twierdzenie spin-
statystyka to prowadzi do symetrycznych lub antysymetrycz-
nych stanów wielu cz¡stek (fermiony,bozony). Sci±le rzecz
bior¡c to nie jest wi¦c reprezentacja grupy obrotów, ale cze-
go± wi¦kszego. Nasze post¦powanie byªo takie: wzieli±my
SO(3) (grupa Liego), rozwa»yli±my jej generatory (algebra
Liego) i zbadali±my ró»ne mo»liwe reprezentacje tych genera-
otrów speªniaj¡ce reguªy komutacyjne a nast¦pnie z tych ge-
neratorów z powrotem zrobili±my reprezentacje grupy. Nasze
macierze s¡ ogólnymi macierzami unitarnym 2 x2 z detU = 1-
dzieki temu, »e macierze Pauliego s¡ baz¡ wszystkich macie-
rzy hermitowskich bez±ladowych 2 x 2. Patrz¡c na spin 1/2
wyl¡dowali±my w reprezentacji grupy SU(2). SU(2), SO(3)
maj¡ te same generatory speªniaj¡ce te same reguªy komuta-
cyjne, grupy s¡ ró»ne (SU(2) jest dwa razy wi¦ksza od SO(3),
jest co wi¦cej jednospójna�grupa nakrywaj¡ca SO(3)).

Harmoniki sferyczne Wró¢my teraz do operatora orbitalnego
momentu p¦du L̂ = r̂ × p̂, dziaªaj¡cego na skalarne funk-
cje falowe ψ(r⃗). Pami¦tamy, »e dla potencjaªów sferycznie
symetrycznych rozdzielili±my ψ(r⃗) = R(r)Y (θ, φ), i zatrzy-
mali±my si¦ na problemie wªasnym L2Y = λY . Z rozwa-
»a« ogólnych wiemy, »e mo»emy ponumerowa¢ stany wªasne
przez l,m

L2Yl,m(θ, φ) = ~2l(l + 1)Yl,m(θ, φ) (43)

LzYl,m(θ, φ) = ~mYl,m(θ, φ) (44)

Z drugiego równania mamy:

−i~∂φYl,m(θ, φ) = ~mYl,m(θ, φ)

Z tego wynika, »e Yl,m(θ, φ) = Θl,m(θ)eimφ. Wiemy, »e
−l ≤ m ≤ l. Je±li l byªoby poªówkowe, mieliby±my nie-
jednoznaczno±¢ funkcji falowej�obrót o 2π pozostawiaª by
znak − a nie mo»e, bo funkcja skalarna po obrocie o 2π jest
po prostu sob¡ sam¡. Czyli l caªkowite.
We¹my Yl,l, wiemy »e dziaªaj¡c L+Yl,l = 0:

−i~eiφ(i∂θ − cot θ∂φ)Θ(θ)eilφ = 0

1

Θ

dΘ

dθ
= l cot θ

Czyli

Yl,l = cl,l sin
l θeilφ
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Warunek unormowania prowadzi do |cl,l|2 = (2l+1)(2l)!
4π

1
(2ll!)2

.
Wybieramy te» konwencje w znaku tak, »e:

Yl,l =
(−1)l

2ll!

√
(2l + 1)(2l)!

4π
sinlθeilφ

Kolejne stany wªasne uzyskamy dziaªaj¡c L− = ~e−iφ(−∂θ+
i cot θ∂φ) i odpowiednio renormalizuj¡c:

Yl,l−1 = − (−1)l

2ll!

√
(2l + 1)(2l)!

4π
~ei(l−1)φsinl−1θ cos θ2l

1√
2l
(45)

Ogólne jawne wyra»enie na harmoniki sferyczne:

Yl,m(θ, φ) = (−1)(m+|m|)/2

√
2l + 1

4π

(l − |m|)!
(l + |m|)!

Pml (cos θ)eimφ

gdzie Pml (x) stowarzyszone wielomiany Legendre'a:

Pml (x) = (1− x2)|m|/2 d
|m|

dx|m|Pl(x)

gdzie Pl(x) wielomiany Legendre'a:

Pl(x) =
1

2nn!

dl

dxl
(x2 − 1)l

Podsumowuj¡c Harmoniki sferyczne to takie unormowane
funkcje θ, φ, »e:

LzYl,m = ~mYl,m (46)

L2Yl,m = ~2l(l + 1)Yl,m (47)∫
dφdθ sin θYl,m(θ, φ)Yl′,m′(θ, φ) = δll′δm,m′ (48)

S¡ baz¡ w przestrzeni funkcji caªkowalnych z kwadratem na
sferze (wiemy, bo znale¹li±my wszystkie stany wªasne opera-
tora hermitowskiego). Warunek zupeªno±ci:

∞∑
l=0

l∑
m=−l

Ylm(θ, φ)Ylm(θ′, φ′) =
1

sinθ
δ(θ − θ′)δφ−φ

′

Czyli ka»d¡ funkcj¦ caªkowaln¡ z kwadratem na sferze mo-
»emy rozªo»y¢ w bazie Harmonik sferycznych. Przykªadowe
harmoniki:

Y0,0 =
1√
4π
, Y1,0 =

√
3

4π
cos θ, Y1,±1 = ∓

√
3

8π
sin θe±iφ

(49)

Y2,0 =

√
5

16π
(3 cos2 θ − 1) Y2,±1 = ∓

√
15

8π
sin θ cos θe±iφ

(50)

Y2,2 =

√
15

32π
sin2 θe±2iφ (51)

�wiczenia

1. Znale¹¢ stany wªasne w niesko«czonej trójwymiarowej
studni potencjaªu V (r⃗) = 0, dla 0 < x < a, 0 < y < b,
0 < z < c

2. Dla oscylatora izotropowego 3D, zapisa¢ operatory mo-
mentu p¦du za pomoc¡ operatorów kreacji/anihilacji
a, b, c. Pokaza¢, ze Lx, Ly, Lz komutuj¡ z Hamiltonia-
nem. Znale¹¢ stany o energii 5/2~ω które b¦d¡ jedno-
cze±nie stanami wªasnymi L2 i Lz

3. Korzystaj¡c z wªasno±ci operatorów J±, Znale¹¢ jawne
postacie macierzy Jx, Jy, Jz dla cz¡stki o spinie 1.

4. Pokaza¢, »e e−
i
~JzJxe

i
~Jz = Jx cosφ + Jy sinφ, czyli,

»e skªadowe momentu p¦du rzeczywi±cie transformuj¡
si¦ pod wpªywem obrotu jak skªadowe wektora w 3D

5. Napisa¢ explicite transformacj¦ obrotu spinu 1/2 wokóª
osi x o k¡t φ. Jak¡ posta¢, ma transformacja dla φ =
2π?. Porówna¢, z przypadkiem cz¡stki o spinie 1�tu
ju» �normalnie� obrót o 2π to identyczno±¢

6. Cz¡stka o spinie 1 zostaªa przygotowana w w stanie
|j = 1,m = 1⟩. Jakie warto±ci i z jakimi prawdopodo-
bie«stwami mo»na uzyska¢ mierz¡c rzutu spinu cz¡stki
na o± y.

TYDZIE� VIII (22.04, 24.04)

Potencjaªy sferycznie symetryczne c.d.

Wiemy, »e dla potencjaªów sferycznie symetrycznych
mamy.

ψ(r, θ, φ) = R(r)Ylm(θ, φ)

I wiemy, »e L2Ylm = ~2l(l + 1), l = 0, . . . ,∞ czyli równanie
na cz¦±¢ radialn¡ ma posta¢:

− ~2

2mr2R
∂r(r

2∂rR) + V (r) +
~2l(l + 1)

2mr2
− E = 0

Cz¦±¢ z l(l + 1) peªni funkcj¦ potencjaªu zwi¡zanego z siªa
od±rodkow¡.

Cz¡stka swobodna we wsp. sferycznych We¹my V (r) = 0.
Znamy rozwi¡zania we wsp. kartezja«skich, ale fale pªaskie
nie s¡ stanami wªasnymi Lz, L2. Teraz b¦dziemy mie¢ roz-
wi¡zania tego samego problemu ale w innej bazie.

−~2

R
∂r(r

2∂rR)− 2mr2E + ~2l(l + 1) = 0

Wprowad¹my oznaczenie E = ~2k2/2m:

− 1

R
∂r(r

2∂rR)− k2r2 + l(l + 1) = 0
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We¹my najpierw l = 0, i zapiszmy jako:

− 1

Rr
∂2r (rR)− k2 = 0

Czyli

R(r) = A
sin kr

r
+B

cos kr

r
.

Rozwi¡zanie odpowiadaj¡ce stanowi cz¡stki o zerowym mo-
mencie p¦du. Dla ogólnego l:

∂2rR+
2

r
∂rR+ k2 − l(l + 1)

r2
= 0

Wprowadzaj¡c zmienn¡ ρ = kr:

∂2ρR+
2

ρ
∂ρR+ (1− l(l + 1)

ρ2
)R = 0

Równanie Bessla. Rozwi¡zania kuliste funkcje Bessla:

Rl(ρ) = Ajl(ρ) +Bnl(ρ)

jl(ρ) = (−ρ)l
(
1

ρ

d

dρ

)l
sin ρ

ρ

nl(ρ) = −(−ρ)l
(
1

ρ

d

dρ

)l
cos ρ

ρ

Dla maªych ρ:

jl(ρ) ≈
2ll!

(2l + 1)!
ρl, nl(ρ) = − (2l)!

2ll!
ρ−(l+1)

Czyli podsumowuj¡c. Dla energii k =
√
2mE/hbar2:

ψl,m(r, θ, φ) = [Ajl(kr) +Bnl(kr)]Yl,m(θ, φ)

Potencjaª Coulombowski We¹my V (r) = − Ze2

4πϵ0r
b¦dzie nam

opisywaª oddziaªwanie elektronu naªadowanym j¡drem o ªa-

dunku Ze Przeskalujmy ρ = αr, α =
√

8m|E|
~2 . Mamy:

−4|E|
ρ2

∂ρ(ρ
2∂ρR)−

Ze2

ρ

√
8m|E|~2 + 4|E|l(l + 1)

ρ2
− E = 0

Oznaczmy λ = Ze2

4πϵ0~
√

m
2E

1

ρ2
∂ρ(ρ

2∂ρR) +

[
λ

ρ
− 1

4
− l(l + 1)

ρ2

]
R = 0

Równowa»nie:

1

ρ
∂2ρ(ρR) +

[
λ

ρ
− 1

4
− l(l + 1)

ρ2

]
R = 0

Post¦pujemy podobnie jak w przypadku oscylatora harmo-
nicznego rozwi¡zywanego przez szereg. Patrzymy najpierw

na zachowanie asymptotyczne w ρ→ ∞. Rozwa»my R(ρ) =
ρne±

1
4ρ. Sprawdzamy, »e speªnia równanie w wiod¡cym rz¦-

dzie. To sugeruje szuka¢ rozwi¡za« postaci:

R(ρ) = F (ρ)e−
1
2ρ

gdzie F (ρ) wielomian sko«czonego rz¦du w ρ. Podstawiamy
i uzyskujemy:

∂2ρF +

(
2

ρ
− 1

)
∂ρF +

[
λ− 1

ρ
− l(l + 1)

ρ2

]
F = 0

We¹my F (ρ) = ρsL(ρ), s ≥ 0 (»eby byªo sko«czone w ρ = 0),
L(ρ) =

∑
ν=0 aνρ

ν , a0 ̸= 0. Dostajemy:

ρ2∂2ρL+ρ[2(s+1)−ρ]∂ρL+[ρ(λ−s−1)+s(s+1)−l(l+1)]L = 0

We¹my to równanie dla ρ = 0

s(s+ 1)− l(l + 1) = 0

Mamy dwie mo»liwo±ci s = l, s = −(l + 1). Wybieramy nie
wybuchaj¡ce s = l. Wtedy

ρ∂2ρL+ [2(l + 1)− ρ]∂ρL+ (λ− l − 1)L = 0 (52)

Wstawiamy wielomian L i dostajemy zwi¡zki mi¦dzy kolej-
nymi wspóªczynnikami aν :

aν+1

aν
=

ν + l + 1− λ

(ν + 1)(ν + 2l + 2)

Je±li szereg by si¦ nie urwaª, to aν+1

aν
→ 1

ν , a to znaczy, »e

R(ρ) → rne
1
2 r i funkcja wybucha. Warunek urwania:

λ = νmax + l + 1 =: n = 1, 2 . . . ,∞

gdzie n b¦dziemy nazywa¢ gªówn¡ liczb¡ kwantow¡. W ta-
kim razie energia:

En = − Z2e4m2

32π2ϵ20n
2~2

= R0
Z2

n2
, R0 = −13, 6eV

Czynnik skaluj¡cy α:

α =
2Z

na0
, a0 =

4πϵ0~2

me2
= 0.52Å (promie« Bohra)

Dla wi¦kszych Z wszystko si¦ kurczy.
Wielomiany speªniaj¡ce równanie (52) mo»na wyrazi¢

przez stowarzyszone wielomiany Laguerra. Wielomiany La-
guerra speniaj¡ równanie:

ρ∂2ρLp + (1− ρ)∂ρLp + pLp = 0

A w zwi¡zku z tym stowarzyszone wielomiany Laguerra Lqp =
dq

dρqLp speªniaj¡ (ró»niczkujemy powy»ej q razy:

ρ∂2ρL
q
p + ∂ρL

q
p(1− ρ+ q) + Lqp(p− q) = 0
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Porównuj¡c z (52) widzimy, »e p = n + l, q = 2l + 1. Czyli
rozwi¡zaniami b¦d¡ L2l+1

n+l (ρ). Jawnie:

L2l+1
n+l (ρ) =

n−l−1∑
m=0

(−1)m+2l+1 [(n+ l)!]2

(n− l − 1−m)!(2l + 1 +m)!m!
xm

Dokonuj¡c unormowania, mamy ostateczn¡ posta¢ rozwi¡-
za«:

ψnlm(r, θ, φ) = Rnl(r)Ylm(θ, φ) (53)

Rnl(r) = Nn,l

(
2Zr

na0

)l
e−

Zr
na0 L2l+1

n+l

(
2Zr

na0

)
(54)

Nn,l = −
(

2Z

na0

)3/2
√

(n− l − 1)!

2n[(n+ l)]3
(55)

Przykªadowo:

R10(r) = 2

(
Z

a0

)3/2

e−
Zr
a0 (56)

R20(r) =

(
Z

2a0

)3/2(
2− Zr

a0

)
e−

Zr
2a0 (57)

R21(r) =

(
Z

2a0

)3/2
Zr

a0
√
3
e−

Zr
2a0 (58)

(59)

Energia zale»y tylko od n. Jaka degeneracja? Dla ka»dego
n mamy dopuszczalne l = 0, . . . , n− 1, a dla ka»dego l 2l+1
ró»nych m:

n−1∑
l=0

(2l + 1) = 2n(n− 1)/2 + n = n2

Problem dwóch ciaª

My±l¡c o atomie wodoru nie mamy pojedynczej cz¡stki
w potencjale, ale oddziaªywuj¡ce dwie cz¡stki. Powinni±my
wi¦c napisa¢ rów. Schroedingera dla funkcji falowej dwóch
cz¡stek: ψ(r⃗1, r⃗2).

i~∂tψ(r⃗1, r⃗2) == [− ~2

2m1
△1 −

~2

2m2
△2 + V (r1, r2)]ψ(r⃗1, r⃗2)

Je±li V (r⃗1, r⃗2) = V (r⃗1 − r⃗2), to wprowadzaj¡c zmienne

r⃗ = r⃗1 − r⃗2, R⃗ = (m1r⃗1 +m2r⃗2)/(m1 +m2)

Otrzymamy:

i~∂tψ =

[
− ~2

2M
△R − ~2

2µ
△r + V (r⃗

]
ψ(R⃗, r⃗)

gdzie M = m1 + m2, µ = m1m2/(m1 + m2), masa zredu-
kowana. Czyli mamy separacje zmiennych. Mamy caªo±¢
jako cz¡stk¦ swobodn¡ o masie M oraz cz¡stk¦ o masie µ w
potencjale V (r⃗). Czyli np. dla atomu wodoru we wszyst-
kich wyprowadzonych wzorach powinni±my zamieni¢ m na
µ = mpme/(mp +me).

�wiczenia

1. Rozªo»y¢ co± na harmoniki - jakie warto±ci momentu
p¦du

2. Obróci¢ harmonik¦ Y11 i zoabczy¢, »e rozkª¡da si¦ tak
jak powinna

3. Znale¹¢ energie i stany dla l=0,l=1 w potnecjale
V (r) = 0 dla r ≤ a i V (r) = ∞ dla r > a

4. Potencjaª V (r) = −V0 dla r < a o V (r) = 0 dla r > a.
Dla jakich V0 istniej¡ stany zwi¡ane.

5. Znale¹¢ energie i stany wªasne pozytronium

TYDZIE� IX (29.04, 06.05)

Maªo potencjaªów pozwala na analityczne rozwi¡zanie
równania Schroedingera, wi¦c metody przybli»one s¡ b.
wa»ne.

Rachunek zaburze« bez czasu

Rozwa»amy:

H = H0 + V,

gdzie H0 potra�my rozwi¡za¢:

H0|n(0)⟩ = E(0)
n |n(0)⟩

a V jest zaburzeniem. B¦dziemy pisa¢ λV , »eby ±ledzi¢ rz¦dy
wielko±ci zaburzenia. Chcemy rozwi¡za¢:

(H0 + λV )|n⟩ = En|n⟩

Zakªadamy najpierw, »e widmo niezaburzone E(0)
n jest nie-

zdegenerowane. Piszemy:

|n⟩ = |n(0)⟩+ λ|n(1)⟩+ λ2|n(2)⟩+ . . . (60)

En = E(0)
n + λE(1)

n + λ2E(2)
n (61)

gdzie zaªo»yli±my implicite, »e zwi¦kszaj¡c λ od 0 do 1 nasze
energie i stany zachowuj¡ si¦ w sposób ci¡gªy. Podstawiamy
i patrzymy na kolejne rz¦dy:

(0) (H0 − E(0)
n )|n(0)⟩ = 0 (62)

(1) (H0 − E(0)
n )|n(1)⟩ = (E(1)

n − V )|n(0)⟩ (63)

(2) (H0 − E(0)
n )|n(2)⟩ = (E(1)

n − V )|n(1)⟩+ E(2)
n |n(0)⟩ (64)

(3) (H0 − E(0)
n )|n(3)⟩ = (E(1)

n − V )|n(2)⟩+ E(2)
n |n(1)⟩+ E(3)

n |n(0)⟩
(65)

. . . (66)

Zauwa»my, »e zawsze mog¦ doda¢ do |n(i)⟩ co± proporcjo-
nalnego do |n(0)⟩ i wci¡» b¦dzie równanie speªnione. Czyli
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bez utraty ogólno±ci mo»emy przyj¡¢, »e ⟨n(i)|n(0)⟩ = 0, dla
i ≥ 1. Obkªadamy z lewej przez |n(0)⟩ i dostajemy:

E(i)
n = ⟨n(0)|V |n(i−1)⟩

Czyli, »eby znale¹¢ poprawk¦ do eenrgii w i-tym rz¦dzie po-
trzbujemy stanu w i− 1 rz¦dzie. W szczególno±ci ªatwo zna-
le¹¢:

E(1)
n = ⟨n(0)|V |n(0)⟩.

Teraz szukamy stanu |n(1)⟩. Wiemy, »e ortogonalny do |n(0)⟩,
wi¦c zapiszemy

|n(1)⟩ =
∑
k ̸=n

a
(n,1)
k |k(0)⟩

Obkªadamy (1) z lewej przez ⟨k(0)| i dostajemy:

a
(1)
k =

⟨k(0)|V |n(0)⟩
E

(0)
n − E

(0)
k

Czyli ostatecznie:

|n(1)⟩ =
∑
k ̸=n

⟨k(0)|V |n(0)⟩
E

(0)
n − E

(0)
k

|k(0)⟩

Wszystko OK dzi¦ki temu, »e nie ma degenracji!!! Dzi¦ki
temu, mamy te» jawnie poprawk¦ do energii w drugim rz¦-
dzie:

E(2)
n =

∑
k ̸=n

|⟨n(0)|V |k(0)⟩|2

E
(0)
n − E

(0)
k

Zwró¢my na tendencj¦ do odpychania si¦ poziomów w po-
wy»szym wyra»eniu wraz ze zwi¦kszaniem zaburzenia. Wa-
runek na zbierzno±¢ jest by |⟨n(0)|V |k(0)⟩/(E(0)

n −E(0)
k )| byªo

odpowiednio maªe. Formalnie stany zaburzone, które pi-
szemy s¡ nieunormowane. W praktyce trzeba by je na koniec
unormowa¢.
Co robi¢ gdy mamy degeneracj¦? Problem, ma zwi¡zek z

naszym zaªo»eniem ci¡gªej zmiany stanu wraz z odchodze-
niem λ od zera. To »e mamy osobliwo±¢ sugeruje »e co±
si¦ dzieje ze stanem skokowo. Intuicja: do macierzy jed-
nostkowej dodajemy epsilonowe zaburzenie które w sposób
nieci¡gªy wyró»nia baz¦. Je±li degeneracja to nie jest jasne
od jakiej bazy zaczyna¢, trzeba wybra¢ dobrze. Intuicyj-
nie: baz¦ która diagonalizuje V w podprzestrzeni zdegenero-
wanej. �ci±le. Rozwa»my g-krotnie zdegenerowany poziom
energetyczny n: |n(0)1 ⟩, . . . , |n(0)g ⟩, E(0)

nk = E
(0)
n . Oznaczmy

zbiór stanów z przestrzeni zdegenrowanej D = {n1, . . . , ng}
Wiemy, »e ka»dy stan |n(0)⟩ =

∑
k∈D a

(0)
k |n(0)k ⟩ ma energi¦

E(0) Wstawiamy do (63) i

(H0 − E(0)
n )|n(1)⟩ = (E(1)

n − V )|n(0)⟩

Obkªadamy z lewej kolejno |nj⟩ dostajemy ukªad równa« j =
1, . . . , g: ∑

k

(E(1)
n δjk − ⟨n(0)j |V |n(0)k ⟩)a(0)k = 0

Oznaczmy ⟨nj |V |nk⟩ = VjkCzyli w zapisie macierzowym:
V11 − E

(1)
n V12 . . . V1g

...
...

...
...

Vg1 . . . . . . Vgg − E
(1)
n



a1
a2
...
ag

 = 0

Czyli rozwiazujemy problem wªasny V w podprzestrzeni zde-
generowanej. Baza wªasna V : |m(0)

k ⟩ Warto±ci wªasne E(1)
mk

to odpowiednie poprawki w pierwszym rz¦dzie, a wektory
wªasne |m(0)

k ⟩ to wªa±ciwe wektory w zerowym rz¦dzie od
których zaczynamy rachunek zaburze«.

E(1)
mk

= ⟨m(0)
k |V |m(0)

k ⟩

Czyli robimy tak jak w przypadku niezdegenerowanym, tylko
w bazie gdzie V nie ma elementów pozadiagonalnych w
podprzestrzeniach zdegenerowanych. Czyli w sumach po-
mijamy inne stany z przestrzeni zdegenerowanej. Gorzej
je±li degeneracja si¦ nie usuwa w pierwszym rz¦dzie, czyli
kilka warto±ci E(1)

mk takich samych. Nie mamy wyró»nionej
bazy. Wtedy trzeba rozwa»a¢ problem usuni¦cie degeneracji
w drugim rz¦dzie. Wiemy, »e pierwsza poprawka do stanu
|n(1)⟩ =

∑
k/∈D a

(1)
k |k(0)⟩, musi speªnia¢:

a
(1)
k =

⟨k(0)|V (
∑
i∈D a

(0)
i |n(0)i ⟩)

E
(0)
n − E

(0)
k

Wkªadamy do (64) i dostajemy szereg równa« j = 1, . . . , g:

⟨n(0)j |V
∑
k/∈D

|k(0)⟩
⟨k(0)|V

∑
i∈D a

(0)
i |n(0)i ⟩

E
(0)
n − E

(0)
k

−E(2)
n

∑
i∈D

δjia
(0)
i = 0

Czyli musimy rozwi¡za¢ problem wªasny dla macierzy:

Mij =
∑
k/∈D

VikVkj

E
(0)
n − E

(0)
k

i warto±ci wªasne to b¦d¡ energie E(2)
n , a wektory wªasne

dobre startowe niezaburzone stany |m(0)
k ⟩. Je±li w drugim

rz¦dzie nie usuniemy degeneracji . . .

Metoda wariacyjna

A co zrobi¢ je±li nie znamy rozwi¡za«H0, a chcemy znale¹¢
stan podstawowy jakiego± problemu.
Twierdzenie: Dla dowolnego stanu |0̄⟩,

⟨0̄|H|0̄⟩ ≥ E0

gdzie E0 energia stanu podstawowego.
Dowód

|0̄⟩ =
∞∑
n=0

|n⟩⟨n|0̄⟩
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gdzie H|n⟩ = En|n⟩.

⟨0̄|H|0̄⟩ =
∑
n

En|⟨n|0̄⟩|2 ≥ E0

∑
n

|⟨n|0̄⟩|2 = E0

Idea: Postulujemy pewn¡ klas¦ funkcji zale»n¡ od pew-
nej liczby parametrów, nast¦pnie minimalizujemy ±rednie H
po tych parametrach i uzyskujemy górne przybli»enie energii
stanu podstawowego i przybli»on¡ posta¢ stanu:

E0 ≤ min
λ

⟨0̄λ|H|0̄λ⟩
⟨0̄λ|0̄λ⟩

Przykªad We¹my oscylator harmoniczny V (x) = 1
2mω

2x2.
Postulujeny gausowsk¡ funkcj¦ próbn¡:

ψλ(x) =
1

(2πλ)1/4
e−

x2

4λ

Gdzie wariancja λ nie znana. Liczymy

⟨H⟩λ =
1

(2πλ)1/2

∫
dxe−

x2

2λ

(
x2
(
− ~2

8mλ2
+

1

2
mω2

)
+

~2

4mλ
)

)
=

=
~2

8mλ
+

1

2
mω2λ

Szukamy minimum

d⟨H⟩λ
dλ

= 0 → λ =
~

2mω

Dziaªa. Je±li klasa funkcji b¦dzie dostateczni dobra uzy-
skamy dobre przybli»enie.

Rachunek zaburze« z czasem

Zajmowali±my si¦ rachunkiem zaburze« dla równania
Schroedingera bez czasu. W szczególno±ci hamiltonian za-
burzenia niezale»ny od czasu. S¡ ciekawe sytuacje gdy

H(t) = H0 + V (t)

Np. gdy wª¡czamy pewne oddziaªywanie, albo atmo oddzia-
ªuje z fal¡ elektromagnetyczn¡ i interesuje nas ewolucja stanu
w czasie. Zakªadamy, »e potra�my rozwi¡za¢ H0 a V (t) b¦-
dzie znów maªe:

H0|n⟩ = E0|n⟩

Obraz oddziaªywania Maj¡c stan w obrazie Schroedingera
|ψ(t)⟩ = T e− i

~
∫ t
t=0

H(t′)dt′ |ψ(0)⟩ de�niujemy stan w obrazie
oddziaªywania (Diraca)

|ψ(t)⟩D = e
i
~H0t|ψ(t)⟩

Podobnie de�niujemy observable w obrazie oddziaªywania:

AD = e
i
~H0tAe−

i
~H0t

Zwró¢my uwag¦, »e

D⟨ψ(t)|AD|ψ(t)⟩)D = ⟨ψ(t)|A|ψ(t)⟩

Robimy co± jak obraz Heisenberga tylko nie bierzemy caªego
H a jedynie H0, czyli usuwamy z ewolucji stanu cz¦±¢ zadan¡
przez H0. Równanie na ewolucj¦ |ψ(t)⟩D:

i~
d

dt
|ψ(t)⟩D = i~

d

dt

(
e

i
~H0t|ψ(t)⟩

)
=

= −H0e
i
~H0t|ψ(t)⟩+ e

i
~H0t[H0 + V (t)]|ψ(t)⟩ =

= e
i
~H0tV (t)e−

i
~H0t|ψ(t)⟩D = VD(t)|ψ(t)⟩D

�Pozbyli±my si¦� ewolucji z H0. Podsumowuj¡ca tabelka:

obraz Schroedingera Diraca Heisenberga
ewolucja stanu H VD brak

ewolucja obserwabli brak H0 H

Zastosujmy do rachunku zaburze«. Piszemy

H = H0 + λV (t)

»eby ±ledzi¢ rz¦dy. Zapiszmy ewolucj¦ za pomoc¡ operatora
ewolucji:

|ψ(t)⟩D = UD(t)|ψ(0)⟩D

który speªnia:

i~
d

dt
UD(t) = λVD(t)UD(t)

Znamy warunek pocz¡tkowy:

UD(t) = 11

i mo»emy zapisa¢ formalnie rozwi¡zanie powy»szego równa-
nie jako:

UD(t) = 11− λ
i

~

∫ t

0

VD(t
′)UD(t

′)dt′

To pozwala rozwi¡zywa¢ równanie na operator ewolucji per-
turbacyjnie:

UD(t) = U
(0)
D (t) + λU

(1)
D (t) + λ2U

(2)
D (t) + . . .

U
(0)
D (t) = 11 (67)

U
(1)
D (t) = − i

~

∫ t

0

VD(t
′)dt′ (68)

U
(2)
D (t) =

(
−i
~

)2 ∫ t

0

dt′
∫ t′

0

dt′′VD(t
′)VD(t

′′) (69)

Szereg Dysona.
Rozwa»my sytuacj¦, »e w chwili pocz¡tkowej stan

|ψ(0)⟩D = |ψ(0)⟩ = |i⟩, jest jednym ze stanów wªasnych
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H0. Chcemy znale¹¢ stan w pó¹niejszych chwilach czasu.
Zapisujemy w bazie H0

|ψ(t)⟩D =
∑
n

cn(t)|n⟩

Zauwa»my, »e maj¡c |ψ(t)⟩D b¦dziemy mie¢ te» |ψ(t)⟩ bo
|ψ(t)⟩ =

∑
n cn(t)e

−iEnt/~|n⟩. Rozpisuj¡c w kolejnych rz¦-
dach mamy:

cn(t) = c(0)n (t) + λc(1)n (t) + λ2c(2)n (t) + . . .

Porównuj¡c wyrazy przy tych samych pot¦gach λ mamy:

c(0)n (t) = δn,i

c(1)n (t) = − i

~

∫ t

0

⟨n|VD(t′)|i⟩dt′

c(2)n (t) = − i

~
∑
m

∫ t

0

∫ t′

0

⟨n|VD(t′)|m⟩⟨m|VD(t′′)|i⟩dt′dt′′

. . .

Zauwa»my, »e

⟨n|VD(t)|i⟩ = e
i
~Ent⟨n|V (t)|i⟩e− i

~Eit = eiωnitVni(t)

gdzie ωni = (En − Ei)/~. Czyli:

c(0)n (t) = δn,i

c(1)n (t) = − i

~

∫ t

0

eiωnit
′
Vni(t

′)dt′

c(2)n (t) = − i

~
∑
m

∫ t

0

∫ t′

0

eiωnmt
′
Vnm(t′)eiωmit

′′
Vmi(t

′′)dt′dt′′

. . .

Zaburzenie harmoniczne Stan pocz¡tkowo w |i⟩. W chwili
t = 0 wª¡czamy zaburzenie (np. ukªad zaczyna oddziaªywa¢
z fal¡ e-m):

V (t) = 2V sinωt

Liczymy amplitud¦ znalezienia stanu w |n⟩:

c(1)n (t) =
−2i

~
Vni

∫ t

0

eiωnit
′
sinωt′dt′

gdzie Vni = ⟨n|V |i⟩.

c(1)(t) = −Vni
~

∫ t

0

eiωni(eiωt − e−iωt) =

= −Vni
~

(
1

i(ωni + ω)

[
ei(ωni+ω)t − 1

]
− 1

i(ωni − ω)

[
ei(ωni−ω)t − 1

])
=

= −2Vni
~

(
e

i(ωni+ω)t

2
sin (ωni+ω)t

2

ωni + ω
− e

i(ωni−ω)t

2
sin (ωni−ω)t

2

ωni − ω

)
Widzimy, »e du»e wkªady b¦dziemy mieli wtedy ω = ±ωni.
Je±li ωni > 0 �absorpcja� (drugi czªon dominuje), je±li ωni <

0 �emisja wymuszona� (pierwszy czªon dominuje). Dla usta-
lenia uwagi przyjmijmy ωni > 0 i skupmy si¦ na drugim
wyrazie. Prawdopodobie«stwo przej±cia do stanu n wynosi:

|c(1)ni (t)|
2 =

4|Vni|2 sin2 (ωni−ω)t
2

~2(ωni − ω)2

Zbadajmy granic¦ t→ ∞. Fakt:

sin2(ωt/2)

tω2

t→∞
=

π

2
δ(ω)

Intuicja (szeroko±¢ 1/t, wysoko±¢ t2). Czyli w granicy:

|c(1)ni (t)|
2 =

2πt

~2
|Vni|2δ(ωni − ω)

Prawdopodobie«stwo ro±nie liniowo w czasie. Wprowa-
dzamy wi¦c prawdopodobie«±two na jednostk¦ czasu (szyb-
ko±¢ przej±cia)

wi→n =
2π

~2
|Vni|2δ(ωni − ω)

Cz¦sto b¦dziemy mieli kontinuum stanów wokóª pewnej ener-
gii En. Wprowadzaj¡c g¦sto±¢ stanów dN = ρ(En)dE, mo-
»emy napisa¢ (je±li prawdopodobie«stwa przej±¢ takie same)
mo»emy napisa¢:

wi→[n] =
2π

~
|Vni|2ρ(En)

gdzie [n] oznacza grup¦ stanów o energii En = Ei+ω. Zªota
reguªa Fermiego.
Zwró¢my uwag¦, »e |Vni|2 = |Vin|2 czyli prawdopodobie«-

stwa emisji wymuszonej i absorbcji na g¦sto±¢ ko«cowych
stanów s¡ sobie równe.

Przykªad. Prosty model magnetycznego rezonansu j¡drowego

Rozwa»my spin w polu magnetycznym B = B0ez +
B1(ex cosωt+ ey sinωt). Typowo B1(10

−3T ) ≪ B0(1T ) Ha-
miltonian:

H = −γB0σz − γB1(cosωtσx + sinωtσy)

Dla niezaburzonego E↑ = −γB0, E↓ = γB0. Czyli cz¦stotli-
wo±¢ przej±cia ω0 = 2γB0/~. Macierz zaburzenia:

V (t) = −γB1

[
0 e−iωt

eiωt 0

]

Zwró¢my uwag¦, »e to nieco inny model ni» zaburzenie har-
moniczne, bo nie mno»ymy pewnego operatora przez jedna
funkcj¦ skalarn¡ zale»n¡ od czasu. Robimy tak bo dzieki
temu ten model ma te» ±cisªe rozwi¡zanie... Je±li na po-
cz¡tku byªy w stanie | ↑⟩ ampliuda przej±cia do stanu | ↓⟩:

c
(1)
↓ =

i

~

∫ t

0

ei(ω0−ω)t′γB1 dt
′
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Czyli

p↑→↓ =
4γ2B2

1

~2
sin2(ω0 − ω)t/2

(ω0 − ω)2

tu po prostu nie ma drugiego czªonu z (ω0 + ω). Ale ten
problem mo»na rozwi¡za¢ ±ci±le! W obrazie oddziaªywania

|ψ(t)⟩D = c↑(t)| ↑⟩+ c↓(t)| ↓⟩

Z kolei

VD(t) = −γB1

[
0 ei(ω0−ω)t

e−(ω0−ω)t 0

]

mo»emy rozwi¡za¢ ±ci±le...

p↑→↓ =
γ2B2

1/~2

γ2B2
1/~2 + (ω − ω0)2/4

sin2[
√
(ω − ω0)2/4 + γ2B2

1/~
2]

wida¢, »e w najni»szym rz¦dzie w B1 si¦ zgadza.

�wiczenia

Oscylator z zaburzeniem liniowym ,czwarta pot¦ga. Efekt
sko«czonych rozmiarów j¡dra w atomie wodoru. Poprawka
do energii w atomie Helu ze wzgl¦du na oddziaªywanie elek-
tronów. Oddziaªywanie van-der-Wallsa (dwa atomy wo-
doru). Efekt Starka, kwadratowy (stan podstawowy), li-
niowy (stan podstawowy, pierwszy wzbudzony, degenracja!).
Jonizacja atomu wodoru [Przygotowa¢ serie zada« domo-
wych do kolokwium 18 maja uwzgl¦dniaj¡c zadania z na-
st¦pnego tygodnia]

TYDZIE� X (13.05, 15.05)

Tw. adiabatyczne

Rozwa»ali±my zaburzenie zmienne w czasie które byªo
maªe w porównaniu z H0 ale nie mówili±my nic o szybko-
±ci zmienno±ci. Teraz my±limy o sytuacji gdy Hamiltonian
H(t) zmienia si¦ bardzo wolno (wolne wª¡czanie/obracanie
pola itp.) W ka»dej chwili czasu mo»emy napisa¢:

H(t)|n(t)⟩ = En(t)|n(t)⟩ (70)

|n(t)⟩ tworz¡ baz¦ zale»n¡ od czasu. Formalnie mo»emy na-
pisa¢ dowolne rozwi¡zanie w postaci:

|ψ(t)⟩ =
∑
n

cn(t)e
iθn(t)|n(t)⟩, θn(t) = −1

~

∫ t

0

En(t
′)dt′

Wstawiamy do rów.Schroedingera:

i~
∑
n

[
ċn(t)|n(t)⟩+ cn(t)|ṅ(t)⟩+ cn(t)|n(t)⟩θ̇n(t)

]
eiθn(t) =

=
∑
n

H(t)cn(t)e
iθn(t)|n(t)⟩ (71)

trzeci wyraz po lewej si¦ skraca si¦ z prawym mamy:∑
n

ċn(t)|n(t)⟩eiθn(t) = −
∑
n

cn(t)|ṅ(t)⟩eiθn(t)

Czyli

ċm(t) = −
∑
n

cn(t)⟨m(t)|ṅ(t)⟩ei[θn(t)−θm(t)]

Z kolei ró»niczkuj¡c (70) mamy, dla n ̸= m:

⟨m(t)|ṅ(t)⟩ = ⟨m(t)|Ḣ(t)|n(t)⟩
En − Em

Czyli:

ċm(t) = −cm(t)⟨m(t)|ṁ(t)⟩+

−
∑
n̸=m

cn(t)e
i[θn(t)−θm(t)] ⟨m(t)|Ḣ(t)|n(t)⟩

En(t)− Em(t)
(72)

O przybli»eniu adiabatycznym mówmy kiedy mo»emy pomi-
n¡¢ drugi czªon:

|Ḣmn| × ~/Hmn(skala czasowa ewolucji) ≪ (En(t)− Em(t))

Wtedy je±li w t = 0 zaczynamy ze stanu wªasnego H(0),
|m(0)⟩ to pozostaje on ci¡gle stanem wªasnym zmieniaj¡cego
si¦ stanu wªasnego H(t):

cm(t) = cm(0)e−i
∫ t
0
⟨m(t′)|ṁ(t′)⟩dt′ = cm(0)eiγm(t)

gdzie γm(t) = i
∫ t
0
⟨m(t′)|ṁ(t′)⟩dt′, czyli domna»a si¦ tylko

przez faz¦. Ostatecznie:

|ψ(t)⟩ = eiθm(t)eiγm(t)|m(t)⟩

θm(t) - faza dynamiczna, γm(t) - faza geometryczna.
Zwró¢my uwag¦, »e rede�niuj¡c stany w ka»dej chwili czasu
|m(t)⟩ → |m(t)⟩eiχ(t), γm(t) → γm(t) −

∫ t
0
χ̇(t) mo»emy t¦

faz¦ wchªon¡¢ wi¦c wydaje si¦ nie�zyczna.

Faza Berry'ego

Rozwa»my sytuacj¦, »e Hamiltonian zale»y po±rednio od
czasu, poprzez zale»no±¢ od pewnych parametrów ukªadu
R(t) zale»nych od czasu (pole Magnetyczne, siªa potencjaªu,
itp...). B¦dziemy pisa¢ H[R⃗(t)] i |m[R⃗(t)]⟩. Rozwa»my teraz
adiabatyczn¡ zmian¦ gdzie R⃗(t) zakre±la pewn¡ trajektori¦.
Zgodnie z wcze±niejszymi wynikami mo»emy napisa¢:

γm = i

∫ R⃗(t)

R⃗(0)

⟨m(R⃗)|∇⃗R|m(R⃗)⟩ · dR⃗

Ciekawie si¦ robi jak rozwa»amy kontur zamkni¦ty, czyli Ha-
miltonian wraca do swojej pierwotnej formy. W tej sytuacji
faza geometryczna nie zale»y ju» od rede�nicji faz w sta-
nach wªasnych! bo: domna»aj¡c przez faz¦ |m[R(t)]⟩eiχ[R⃗(t)]

otrzymujemy:

γm = i

∮
R(t)

⟨m(R⃗)|∇⃗R|m(R⃗)⟩ · dR⃗−
∮
R(t)

∇⃗χ(R) · dR⃗ = γm

bo rotacja gradientu zero.
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Przykªad We¹my stan spinu 1/2 |+⟩z, i rozwa»my pole ma-
gnetyczne zmieniaj¡ce si¦ wzdªu» równole»nika: B⃗(θ) =
B[cos theta, sin θ cosφ, sin θ sinφ] dla φ = [0, 2π] powraca
do pocz¡tkowej warto±ci Stan wªasny Hamiltonianu |θ⟩ =
cos θ/2|+⟩+ sin(θ/2)eiφ|−⟩ Obliczmy

γ = i

∫ 2π

0

dφ(cos θ/2⟨+|+e−iφ sin(θ/2)⟨−|)ieiφ sin(θ/2)|−⟩) =

= −2π sin2 θ/2 = −1

2
Ω (73)

Czyli faza zmienia si¦ o póª k¡ta bryªowego Ω zakre±lonego na
sferze (tak b¦dzie dla dowolnej trajektorii). Np. dla ruchu po
równiku dostaniemy−1. (dla stanów o rzucie spinum byªoby
−mΩ) St¡d nazwa geometryczna. Mo»na zaobserwowa¢ w
eksperymentach interferencyjnych�na jednej ±cie»ce wolno
zmienne pole magnetyczne i obserwuj¡c interferencj¦ z dwóch
dróg wida¢ t¦ faz¦. (Aharonov-Bohm e�ect to te» to samo,
pó¹niej)

Dodawanie momentów p¦du

Wiemy, »e unitarna macierz obrotu cz¡stki wyra»a si¦
przez operatory momentu p¦du Un⃗(φ) = e−

i
~φn⃗J⃗ . Znamy

ró»ne reprezentacje grupy obrotu (albo ±ci±lej SU(2))
i wiemy, »e nieprzywiedlne reprezentacje numerujemy j
i mamy odpowiednie reprezentacje operatorów momentu
p¦du. Np dla cz¡stki o spinie s = 1/2 mieli±my (oznaczamy
S zamiast J):

Sx =
~
2

[
0 1

1 0

]
, Sy =

~
2

[
0 −i
i 0

]
, Sz =

~
2

[
1 0

0 1

]

w bazie |m = +1/2⟩, |m = −1/2⟩. Wiemy jak obraca¢ stany:

|ψ′⟩ = Un⃗(φ)|ψ⟩, Un⃗(φ) = e−
i
~φn⃗S⃗

Rozwa»my teraz dwa spiny 1/2. Baza w przestrzeni dwóch
spinów |m1⟩⊗|m2⟩, mi = ±1/2. Ogólny stan dwóch spinów:

|ψ⟩12 =
∑
m1,m2

cm1,m2 |m1⟩ ⊗ |m2⟩

Jak obraca si¦ stan dwóch spinów:

|ψ′⟩12 = Un⃗(φ)⊗ Un⃗(φ)|ψ⟩12 = e−
i
~φn⃗S⃗ ⊗ e−

i
~φn⃗S⃗ |ψ⟩12 =

= e−
i
~φn⃗(S⃗⊗11+11⊗S⃗)|ψ⟩12 = e−

i
~φn⃗J⃗ |ψ⟩12 (74)

gdzie

J⃗ = S⃗ ⊗ 11+ 11⊗ S⃗ = S⃗1 + S⃗2

jest operatorem caªkowitego spinu. Chcemy wiedzie¢ jakie
s¡ mo»liwe warto±ci j i mj zwi¡zanych z J⃗ i jakie stany
w przestrzeni dwóch spinów 1/2 temu odpowiadaj¡ (stany
wªasne J⃗). To nam pozwoli lepiej zrozumie¢ jak obra-
caj¡ si¦ stany dwóch spinów 1/2. Dot¡d u»ywali±my bazy

|m1⟩ ⊗ |m2 = ±1/2⟩ stany wªasne S1,z, S2,z (i w sposób
trywialny S2

1 , S
2
2 . Teraz chcemy stany wªasne J2, Jz. Jaki

mo»emy mie¢ maksymalny Jz = S1,z + S2,z.

Jz|+ 1/2⟩ ⊗ |+ 1/2⟩ = ~|+ 1/2⟩ ⊗ |+ 1/2⟩

Czyli maksymalnie mj = +1. To oznacza, »e maksymalnie
j = 1. Sprawd¹my czy jest to te» stan wªasny J2:

J2 = S2
1+S

2
2+2S⃗1·S⃗2 =

3~2

2
11+2(S1,xS2,x+S1,yS2,y+S1,zS2,z)

J2|+1/2⟩⊗|+1/2⟩ = (
3~2

2
+2

~2

4
)|+1/2⟩⊗|+1/2⟩ = 2~2|+1/2⟩⊗|+1/2⟩

czyli faktycznie j = 1. Mo»emy wi¦c napisa¢:

|j = 1,mj = 1⟩ = |+ 1/2⟩ ⊗ |+ 1/2⟩

Chcemy pozostaªe stany o j = 1. Wiemy, »e:

J−|j,m⟩ = ~
√
j(j + 1)−m(m− 1)|j,m− 1⟩

Czyli:

|j = 1,mj = 0⟩ = J−|j = 1,mj = 1⟩ 1

~
√
2

Ale J− = S1,− + S2,−, wi¦c:

|j = 1,mj = 0⟩ = 1

~
√
2
(S1,− + S2,−)|+ 1/2⟩ ⊗ |+ 1/2⟩ =

=
1√
2
(| − 1/2⟩ ⊗ |+ 1/2⟩+ |+ 1/2⟩ ⊗ | − 1/2⟩)

Podobnie dostaniemy:

|j = 1,mj = −1⟩ = | − 1/2⟩ ⊗ | − 1/2⟩.

Mamy trzy wektory w czterowymiarowej przestrzeni. Zostaª
nam jeszcze jeden wektor ortogonalny i mo»emy sprawdzi¢,
»e on odpowiada j = 0, mj = 0:

|j = 0,mj = 0⟩ = 1√
2
(| − 1/2⟩ ⊗ |+ 1/2⟩ − |+ 1/2⟩ ⊗ | − 1/2⟩)

Formalnie rozdzielili±my nasz¡ przestrze« 4-ro wymiarow¡ na
podprzestrze« trypletow¡ i singletow¡, które nie mieszaj¡ si¦
pod wpªywem obrotów, generatoey maj¡ posta¢ blokow¡ w
tej bazie:

Jx =
~√
2


0 1 0 0

1 0 1 0

0 1 0 0

0 0 0 0

 , Jy =
~
i
√
2


0 1 0 0

−1 0 1 0

0 −1 0 0

0 0 0 0

 , Jz = ~


1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 0


Stany z przestrzeni trypletowej obracaj¡ si¦ jak cz¡stka o spi-
nie 1 a z przestrzeni singletowej jak cz¡stka o spinie 0 (czyli
nie obracaj¡ si¦). Oznacza to, »e gdyby napisa¢ macierz ob-
rotu dwóch cz¡stek w tej bazie mieliby±y posta¢ blokow¡:

U
(
1
2 )

n⃗ (φ)⊗ U
(
1
2 )

n⃗ (φ) = U
(1)
n⃗ (φ)⊕ U

(0)
n⃗ (φ)



29

Albo w skrócie:
1

2
⊗ 1

2
= 1⊕ 0

Rozkªad reprezentacji tensorowej SU(2) na sum¦ prost¡ nie-
przywiedlnych reprezentacji. To jest przykªad dodawania
momentów p¦du. Zwró¢my uwag¦, »e stan singletowy si¦ nie
zmienia pod wpªywem obrotów�wa»na i ciekawa wªasno±¢.
W szczególno±ci mogliby±my napisa¢:

|j = 0,mj = 0⟩ = 1√
2
(| − 1/2⟩x ⊗ |+ 1/2⟩x − |+ 1/2⟩x ⊗ | − 1/2⟩x)

Zwró¢my te» uwag¦ na ciekawostk¦: singlet stan antysyme-
tryczny, tryplet -stany symetryczne. Gª¦boki zwi¡zek re-
prezentacji tensorowych SU(2) z symetriami ze wzgl¦du na
zamian¦ cz¡stek.
Ogólna procedura dodawania momentów p¦du. Mamy

dwie cz¡stki o j1, j2 czyli przestrze« (2j1 + 1)(2j2 + 1) wy-
miarow¡ rozpi¦t¡ przez:

|j1,m1⟩ ⊗ |j2,m2⟩ ≡ |m1⟩ ⊗ |m2⟩

. Chcemy w tej przestrzeni znale¹¢ baz¦ wektorów wªasnych
J2, Jz, gdzie J⃗ = J⃗1 + J⃗2.

J2|j,m⟩ = ~2j(j + 1)|j,m⟩, Jz|j,m⟩ = ~m|j,m⟩

. Skorzystajmy z wªasno±ci:

J⃗1 · J⃗2 =
1

2
(J1,+J2,− + J1,−J2,+) + J1,zJ2,z

Dzi¦ki temu:

J2 = J2
1 + J2

2 + 2J1,zJ2,z + J1,+J2,− + J1,−J2,+

Maksymalne j = j1 + j2. Zaczynamy:

|j, j⟩ = |j1⟩ ⊗ |j2⟩

Sprawdzamy. Teraz:

|j, j−1⟩ = 1

~
√
2j
J−|j, j⟩ =

1√
2j

(√
2j1|j1 − 1⟩|j2⟩+

√
2j2|j1⟩ ⊗ |j2 − 1⟩

)
itd a¹ do

|j,−j⟩ = | − j1⟩ ⊗ | − j2⟩

Zwró¢my uwag¦, »e mamy stan ortogonalny do |j, j−1⟩ który
te» ma warto±¢ wªasn¡ Jz, równ¡ j − 1. Napiszmy go:

|j, j − 1⟩⊥ =
1√
2j

(√
2j2|j1 − 1⟩|j2⟩ −

√
2j1|j1⟩ ⊗ |j2 − 1⟩

)
Sprawd¹my czy jest wektorem wªasnym J2:

J2|j, j − 1⟩⊥ = ~2
j2
j
(j1(j1 + 1) + j2(j2 + 1)+

+ 2(j1 − 1)j2)|j1 − 1⟩|j2⟩+ ~2
√
j2
j

√
2j12j2|j1⟩|j2 − 1⟩+

−

√
j1
j
[j1(j1 + 1) + j2(j2 + 1)− 2(j2 − 1)j1]|j1⟩|j2 − 1⟩

−~2
√
j1
j

√
2j12j2|j1−1⟩|j2⟩ = ~2(j1+j2−1)(j1+j2)|j, j−1⟩⊥

Czyli

|j, j − 1⟩⊥ = |j − 1, j − 1⟩

Mo»emy teraz dalej konstruowa¢... b¦dziemy uzyskiwa¢ do-
datkowe wektory a» do momentu a» zejdziemy do m =
|j1 − j2| wtedy zacznie nam si¦ zmniejsza¢ liczba wyrazów
(np we¹my j1 i j2 = 0). Uzyskamy wszystkie j z przedziaªu
j1 + j2 a¹ do |j1 − j2|. Ka»de j wyst¡pi dokªadnie raz. Wy-
miar si¦ zgadza

2(j1 + j2 + 1) + · · ·+ 2(j1 − j2 + 1) = (2j2 + 1) ∗ (2j1 + 1)

Czyli w skrócie:

j1 ⊗ j2 = j1 + j2 ⊕ · · · ⊕ |j1 − j2|

Ogólnie piszemy:

|j,m⟩ =
∑
m1,m2

⟨j1,m1, j2,m2|j,m⟩|m1⟩|m2⟩

gdzie ⟨j1,m1, j2,m2|j,m⟩ nazywamy wspóªczynnikami
Clebscha-Gordana. Niezerowe tylko je±li m = m1 + m2

i |j1 − j2| ≤ j ≤ j1 + j2. Jawna ogólna posta¢ do±¢
koszmarna...
Wi¦cej cz¡stek, analogicznie. Np.

1

2
⊗ 1

2
⊗ 1

2
= (1⊕ 0)⊗ 1

2
=

3

2
⊕ 1

2
⊕ 1

2

Mamy dwie podprzestrzenie o spinie 1/2 i jedn¡ o spinie 3/2.
Diagramy Younga. W poziomie symetryzacja. W pionie

antysymetryzacja.
To, »e stany z okre±lonej przestrzeni j maj¡ dobrze okre-

±lone wªasno±ci symetrii zwi¡zane z tym »e [U⊗N ,Πg] = 0.
[Kolokwium 2 (18 maja)]

TYDZIE� XI (20.05, 22.05)

stany splatane, Bell

Macierz gesto±ci

Wektor w przestrzeni Hilberta |ψ⟩ reprezentuje peªn¡ wie-
dz¦ o ukªadzie. U»ywamy go do liczenia prawdopodobie«st.
Pomiar w bazie |i⟩:

p(i|ψ) = |⟨i|ψ⟩| = ⟨i||ψ⟩⟨ψ||i⟩

Co by byªo gdyby±my wiedzieli jedynie tyle »e otrzymujemy
stany |ψk⟩ z prawdopodobie«stwami qk. Jakie jest prawdop-
dobie«±two »e wynik pomiaru b¦dzie i:

p(i) =
∑
k

qkp(i|ψk) =
∑
k

qk⟨i||ψk⟩⟨ψk||i⟩ = ⟨i|ρ|i⟩,

gdzie

ρ =
∑
k

qk|ψk⟩⟨ψk|

jest op. hermitowskim nieujemnie okre±lonym, o ±ladzie 1 -
macierz g¦sto±ci. Opisuje to co mo»emy przewidzie¢ o zacho-
waniu ukªadu bez peªnej wiedzy.
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c. Przykªad Porównajmy dwa stany spinu 1/2:

|ψ1⟩ =
1√
2
(|+ 1/2⟩z + | − 1/2⟩z)

ρ1 = |ψ1⟩⟨ψ1| =
1

2

[
1 1

1 1

]
(75)

Oraz

ρ2 =
1

2
(|+ 1/2⟩z⟨+1/2|z + | − 1/2⟩z⟨−1/2|z) =

1

2

[
1 0

0 1

]

Pomiary w bazie z dadz¡ ten sam wynik. Ale ju» w bazie
x w ρ1 wyjdzie zawsze wynik +1 a w ρ2 wyniki +1 i −1 z
równymi prawdopodobie«stwami. Ciekawostka:

ρ2 =
1

2
(|+ 1/2⟩x⟨+1/2|x + | − 1/2⟩x⟨−1/2|x)

i podobnie w dowolnej bazie. Te sytuacje eksperymentalne
s¡ nierozró»nialne! Nie pozwalaj¡ przewidzie¢ nic na temat
warto±ci rzutu spinu w »adnym kierunku.
Tego typu sytuacje gdy potrzebujemy macierzy g¦sto±c do

opisu pojawiaj¡ si¦ naturalanie w przypadku ukªadów od-
dziaªuj¡cych z otoczeniem. Mamy stan:

|Ψ⟩SE ∈ HS ⊗HE , ρSE = |Ψ⟩SE⟨Ψ|

Ale �zycznie mamy dost¦p jedynie do stopni swobody S.
Jak efektywnie wygl¡da opisa¢ nasz stan? Obserwowalne s¡
jedynie prawdopodbie«±twa pomiarów na S. Tzn. mo»emy
rzutowa¢ w pewnej bazie na S: |i⟩S , potencjalnie co± mo»e
mierzy¢ jak¡± baz¦ na E |j⟩E ale po wynikach musimy u±red-
ni¢:

p(i) =
∑
j

S⟨i|⊗E⟨j|ρSE |i⟩S⊗|j⟩E = S⟨i|(
∑
j

⟨j|EρSE |j⟩E)|i⟩S

Wygl¡da tak jakbysmy po prostu liczyli prawdopodobie«±-
two na pewnym obiekcie

ρS =
∑
j

E⟨j|ρSE |j⟩E , p(i) = ⟨i|ρS |i⟩

Co oznacza ten napis?. Je±li napiszemy ρSE w bazie:

ρSE =
∑
ij,i′j′

(ρSE)
ij
i′,j′ |i⟩ ⊗ |j⟩⟨i′||j′⟩

to

ρS =
∑
i,i′

|i⟩⟨i′|
∑
j

(ρSE)
ij
i′,j

Albo bardziej po ludzku:

(ρS)
i
i′ =

∑
j

(ρSE)
ij
i′j

Zwró¢my uwag¦, »e ρS nie zale»y od wyboru bazy w E:
We¹my: |k⟩ =

∑
j Ukj |j⟩,...

ρS =
∑
k

⟨k|EρSE |k⟩E =
∑
kjj′

U∗
kj⟨j|ρSEUkj′ |j′⟩ =

=
∑
jj′

δjj′⟨j|ρSE |j′⟩ = ρS (76)

ρS jest obiektem który zawiera peªn¡ informacj¦ dost¦pn¡ w
podukªadzie. Cz¦sto zapisujemy:

ρS = TrEρSE

operacja cz¦±ciowego ±ladowania.

d. Przykªad Rozwa»my eksperyment interferencyjny w któ-
rym foton przechodz¡c przez szczelin¦ zmienia stan obecnego
tam atomu

1√
2
(|0⟩+ |1⟩)⊗ |0⟩ → 1√

2
(|0⟩ ⊗ |0⟩+ |1⟩ ⊗ |1⟩)

W wyniku oddziaªywania foton spl¡taª si¦ z atomem. Czego
mo»emy si¦ spodziewa¢ na ekranie.

ρS =
1

2
(|0⟩⟨0|+ |1⟩⟨1|)

Stan równowa»ny eksperymentowi w którym z p = 1/2 foton
leci górn¡ lub doln¡ drog¡�brak interferencji. Fakt, »e infor-
macja o drodze fotonu wyciekªa do innego ukªadu �zycznego
niszczy szanse na obserwacj¦ interferencji�dekoherencja.

TYDZIE� XII (27.05, 29.05)

Wró¢my do atomu wodoru uwzgl¦dniaj¡c spin elektronu.
Mamy przestrzenne i spinowe stopnie swobody. Formalnie
H3D ⊗ Hspin, gdzie dim(Hspin) = 2. Nasza formalna baza
|r⃗⟩ ⊗ | ± 1

2 ⟩

|ψ⟩ =
∫
dr⃗

∑
ms=± 1

2

ψms
(r⃗)|r⃗⟩ ⊗ |ms⟩

Cz¦sto zapisujemy jako w reprezentacji poªo»eniowej jako

ψ̃(r⃗) =

[
ψ+(r⃗)

ψ−(r⃗)

]

Je±li H nie zawiera »adnych czªonów zale»nych od spinu to
formalnie ma posta¢ H ⊗ 11 i rozwi¡zania na ψ±(r⃗) s¡ iden-
tyczne nie zale»¡ od m.
Wró¢my do atomów wodoropodobnych. Pami¦tamy, »e

uzyskali±my stany wªasne, które byªy jednocze±nie stanami
wªasnymi L2, Lz

|n, l,m⟩, En = −R0Z
2

n2
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energia zale»aªa tylko od n. Je±li nie dodamy w H »adnych
czªonów zale»nych od spinu, to stopnie spinowe nie zmieni¡
energii czyli, mo»emy formalnie napisa¢ stany wªasne jako
równie» stany wªasne S2 i Sz

|n, l,m, s,ms⟩,

przy czym s = 1/2, ms = ±1/2. I po prostu mamy
dwa razy wi¦cej dopuszczalnych stanów o tych samych ener-
giach. Mo»emy te» prze¢wiczy¢ dodawanie momentów p¦du.
Wprowad¹my J⃗ = L⃗ + S⃗ Pierwszy dziaªa na przestrzenne
stopnie swobody, drugi na spinowe. Zamiast numerowa¢
l,m, s,ms mo»emy równowa»nie u»ywa¢ innej bazy i nume-
rowa¢ |l, s, j,mj⟩, gdzie |l − s| ≤ j ≤ l + s, b¦d¡c¡ baz¡
wªasn¡ L2, S2, J2, Jz, to nic nie zmienia energie te same.

Przykªad We¹my n = 2, l = 1, s = 1/2 mamy 6 stanów m ∈
{−1, 0, 1}, ms = ± 1

2 . Dopuszczalne j = 1/2, 3/2. Znajd¹my
stany w tej bazie.

|j = 3/2,mj = 3/2⟩ = |m = 1,ms = 1/2⟩

Dziaªamy J−:

J−|j = 3/2,mj = 3/2⟩ = ~
√
3|j = 3/2,mj = 1/2⟩ =

~(
√
2|m = 0,ms = 1/2⟩+

√
1|m = 1,ms = −1/2⟩) (77)

Czyli:

|j = 3/2,mj = 1/2⟩ =
√

2

3
|0, 1/2⟩+ √

1

3
|1,−1/2⟩ (78)

Dalej:

|j = 3/2,mj = −1/2⟩ =

1

2

(√
2

3
(
√
2| − 1, 1/2⟩+ |0,−1/2⟩) +

√
2

3
|0,−1/2⟩

)
=√

2

3
|0,−1/2⟩+ 1√

3
| − 1, 1/2⟩ (79)

|j = 3/2,mj = −3/2⟩ = |m = −1,ms = −1/2⟩

Pozostaªe:

|j = 1/2,mj = 1/2⟩ =
√

1

3
|0, 1/2⟩ −

√
2

3
|1,−1/2⟩

|j = 1/2,mj = −1/2⟩ =
√

1

3
|0,−1/2⟩ −

√
2

3
| − 1,+1/2⟩

I mamy 6 stanów. Zapiszmy w takim razie jawnie w reprezen-
tacji poªo»eniowej np. |n = 2, l = 1, s = 1/2, j = 3/2,mj =
1/2⟩:

ψ̃(r⃗) = R2,1(r)

 √ 2
3Y1,0(θ, φ)√
1
3Y1,1(θ, φ)



Teraz si¦ oka»e poco nam to wszystko. Najwa»niejszy efekt
który zaburza ten obrazek-sprz¦»enie spin-orbita. Intuicyjne
(nie±cisªe wyprowadzenie, ±ci±le dopiero z równania Diraca):
j¡dro wytwarza pole elektorstatyczne w którym porusza si¦
elektron. Dla elektronu wygl¡da to jak poruszaj¡ce si¦ pole
elektryczne czyli pojawia sie pole magnetyczne B⃗ = − v⃗

c2 ×
E⃗ (przybli»enie nierelatywistyczne, mo»emy towyprowadzi¢
z p¦telik z pr¡dem protonu wokóª elektronu µ0I/2r). W
naszym przypadku E⃗ = r⃗ Ze

4πϵ0r3
. Nasz elektron ma moment

magnetyczny: µ⃗ = −eS⃗/(me), i mamy dodatkowy czªon w
Hamiltonianie postaci

HS−O = −µ⃗ · B⃗ = − eS⃗

mec

(
p⃗

mec
× r⃗Ze

4πϵ0r3

)
=

=
Ze2

4πϵ0c2m2
er

3
L⃗ · S⃗. (80)

�ci±le powinien by¢ jeszcze czynnik 1/2 (efekt przej±cia do
przyspieszaj¡cego ukªadu, precesja Thomasa) czyli

HS−0 =
Ze2

8πϵ0c2m2
er

3
L⃗ · S⃗

Mamy nowy czªon w hamiltonianie. Juz nie komutuje z Lz i
Sz! Ale zauwa»my, »e:

J2 = L2 + S2 + 2L⃗ · S⃗,

czyli

L⃗ · S⃗ =
1

2
(J2 − L2 − S2)

komutuje z L2, S2, J2, Jz. Wida¢, »e lepiej u»ywa¢ bazy
|n, l, s, j,mj⟩ bo w tej bazie HS−O jest diagonalny. Czyli
mo»emy robi¢ rachunek zaburze« z degeneracj¡. Stany z
j = l ± 1

2 , poprawka do energii:

∆j=l+1/2 =
~2

2
[(l + 1/2)(l + 3/2)− l(l + 1)− 3/4]

Ze2

8πϵ0c2m2
e

∫
drr2Rnl(r)

2 1

r3
=

Z~2e2l
16πϵ0c2m2

e

∫
drR2

nl(r)/r

(81)

∆j=l−1/2 =
~2

2
[(l − 1/2)(l + 1/2)− l(l + 1)− 3/4]

Ze2

8πϵ0c2m2
e

∫
drr2Rnl(r)

2 1

r3
= −Z~

2e2(l + 1)

16πϵ0c2m2
e

∫
drR2

nl(r)/r

(82)

Rz¡d wielko±ci poprawki:

∆ ∝ ~2e2

ϵ0c2m2
e

/a30

Jak ona si¦ ma do staªej Rydberga R0 = ~2

2mea20
, a0 =

4πϵ0~2/mee
2:

∆

R0
∝ e2

ϵ0c2me

mee
2

ϵ0~2
=

e4

ϵ20~2c2
= (

e2

4πϵ0~c
)2 ≈ (1/137)2 ≈ 5·10−5

(83)
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Narysowa¢ schemat poziomów 2s1/2, 2p1/2, 2p3/2 (mamy
jeszcze efekty relatywistyczne w zwi¡zku z pr¦dko±ci¡, ±cisªe
rozwi¡zanie równania Diraca pokazaªoby, »e poziomy 2s1/2
i 2p1/2 maj¡ t¦ sam¡ energi¦. Ale i to nie prwad bo Lamb
Shift podnosi 2s1/2)

Cz¡stka w polu elektro-magnetycznym

W analogii do klasycznego Hamiltonianu piszemy:

H =
1

2m
(p⃗− eA⃗)2 + eφ(r⃗)

Pami¦tajmy, »e p⃗ to p¦d kanoniczny a Π⃗ = p⃗ − eA⃗ to p¦d
kinematyczny. Zauwa»my:

dxi
dt

= − i

~
[xi,H] =

pi − eAi
m

Zauwa»my te», »e skªadowe Πi nie komutuj¡ ze sob¡.
Zastanówmy si¦ co si¦ stanie jak zmienimy cechowanie:

A⃗→ A⃗+∇χ(r⃗, t), φ→ φ− ∂tχ

Wtedy pola E i B si¦ nie zmieniaj¡:

E⃗ = −∇φ− ∂tA⃗ B⃗ = ∇× A⃗

Wiemy, »e w �zyce klasycznej to nie zmienia trajektorii.
Nam zmienia si¦ równanie Schroedingera i dostaniemy inn¡
funkcj¦ falow¡

i~∂tψ̃ = (
1

2m
(p⃗− eA⃗− e∇χ)2 + eφ(r⃗)− e∂tχ)ψ̃

Spróbujmy powi¡za¢ ψ̃ = eiaχψ. Wystarczy wzi¡¢ a = e/~
i b¦dzie dobrze. Zauwa»my, »e g¦sto±¢ prawdopodobie«stwa
si¦ nie zmienia, jak równie» kinematyczny p¦d.

Cz¡stka w staªym polu magnetycznym

Rozwa»my cz¡stk¦ swobodn¡ bez spinu w staªym polu ma-
gnetycznym B⃗ = Bêz. Szukamy stanów wªasnych. Potencjaª
wektorowy: Ax = −By,Ay = Az = 0.

1

2m
[(px + eBy)2 + p2y + p2z]ψ = Eψ

[H, px] = [H, pz] = 0.

ψ = e
i
~ (pxx+pzz)Y (y)

otrzymujemy:

− ~2

2m
∂2yY +

m

2
Ω2(y − y0)

2Y = (E − p2z/2m)Y

gdzie Ω = eB
m , y0 = −px/eB Poziomy energetyczne:

E = ~Ω(n+ 1/2) + p2z/2m

Mamy degenracje ze wzgl¦du na px (przesuwanie w
przestrzeni�zauwa»my, »e px nie jest p¦dem kinematycz-
nym), a pz jest i odpowiada ruchowi w swobodnym kierunku
z.
Teraz cechowanie symetryczne [�wiczenia]

Efekt Zeemana

Umieszczamy atom wodoru w jednorodnym polu magne-
tycznym B⃗ = Bêz, A = 1

2 [−By,Bx, 0]. Pami¦tamy, »e mo-
ment magnetyczny elektornu µ⃗ = − e

m S⃗:

H =
(p⃗− (−e)A⃗)2

2m
+
Ze2

4πϵ0
r +HS−O − e

m
S⃗ · B⃗

H = H0 +
eB

2m
(xpy − ypx) +

eB2

8m
(x2 + y2) +HS−O − eB

m
Sz

H = H0 +HS−O +
eB

2m
(Lz + 2Sz) +

e2B2

8m
(x2 + y2)

Ostatni wyraz to przedostatniego jest rz¦du: eBa20/~ =
10−19110−20/10−34 ≈ 10−5, pomijamy.

H ≈ H0 +HS−O +
eB

2m
(Jz + Sz) = H0 +HS−O +HZ

Pami¦tamy, »e do HS−O lepiej byªo u»ywa¢ J , ale tutaj nie-
stety zostaje jeszcze Sz. W zale»no±ci od tego czy poprawka
Zeemana jest wi¦ksza czy mniejsza od S-O u»ywamy albo
bazy |l, s, j,mj⟩, albo |l,m, s,ms⟩. Przyjmijmy, »e poprawka
Zeemana maªa w porównaniu z S-O. Wtedy napiszemy, »e

E
(1)
Z =

eB

2m
⟨j, l, s,mj |Jz + Sz|j, l, s,mj⟩ =

eB

2m
(~mj + ⟨j, l, s,mj |Sz|j, l, s,mj⟩) (84)

Wyra»enie ⟨j, l, s,mj |Sz|j, l, s,mj⟩ mo»na otrzyma¢ u»ywa-
j¡c wspóªczynników Clebscha-Gordana (rozkªadaj¡c w bazie
|l,m, s,ms⟩), mo»emy jednak u»y¢ pewnego uproszczonego
nieco nieformalnego rozumowania. W stanach |j, l, s,mj⟩ to
co ªamie symetrie sferyczn¡ to J⃗ . Czyli w tej przestrzeni
elementy macierzowe ⟨mj |S⃗|m′

j⟩ = const⟨mj |J⃗ |m′
j⟩ w szcze-

gólno±ci ⟨Sz⟩ = const⟨Jz⟩. Czyli operator spinu �równolegªy�
do caªkowitego momentu p¦du. Czyli:∑
m′

j

⟨mj |S⃗|m′
j⟩⟨m′

j |J⃗ |mj⟩ = const
∑
m′

j

⟨mj |J⃗ |m′
j⟩⟨m′

j |J⃗ketmj

⟨S⃗J⃗⟩ = constj(j + 1)

Z drugiej strony wiemy, »e

S⃗ · J⃗ = ~2
1

2
(j(j + 1)− l(l + 1) + s(s+ 1))

const =
j(j + 1)− l(l + 1) + s(s+ 1)

2j(j + 1)

I mamy:

E
(1)
Z =

eB

2m
~mj

(
1 +

j(j + 1)− l(l + 1) + s(s+ 1)

2j(j + 1)

)
= BµB~mjg

gdzie g - wspóªczynnik Landego (wspóªczynnik »yromagne-
tyczny).
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Monopol magnetyczny

Zaªó»my, »e istniaªby monopol magnetyczny

B =
eM
r2
r̂

Jaki odpowiada temu potencjaª wektorowy? Rotacja we
wspóªrz¦dnych sferycznych:

∇× A⃗ = r̂

[
1

r sin θ
∂θ(Aφ sin θ)− ∂φAθ

]
+

+ θ̂
1

r

[
1

sin θ
∂φAr − ∂r(rAφ)

]
+ φ̂

1

r
[∂r(rAθ)− ∂θAr]

Czyli wydaje si¦, »e dobry byªby:

A⃗ =
eM (1− cos θ)

r sin θ
φ̂

Ale on ma osobliwo±¢ w θ = π (ujemna cz¦±¢ osi z). Tylko
tak si¦ da bo ∇(∇ × A⃗) = 0. Mo»emy zde�niowa¢ dwa
obszary w których zadamy potencjaª:

AI = eM (1−cos θ)
r sin θ φ̂ 0 ≤ θ < π − ϵ (85)

AII = − eM (1+cos θ)
r sin θ φ̂ ϵ ≤ θ ≤ π (86)

W obszarze gdzie AI i AII si¦ przekrywaj¡ musi je ª¡czy¢
transformacja cechowania.

AII −AI = − 2eM
r sin θ

φ̂ = ∇chi

Czyli χ = −2eMφ. Teraz dwie funkcje falowe ª¡cz¡ si¦ przez:

ψII = ψIe−
2ieeMφ

~

Ka»da musi by¢ jednoznacznie okre±lona, czyli 2eeM/~ = n
a w zwi¡zku z tym:

eM =
~
2e

Efekt Aharonova-Bohma

Rozwa»my pole magnetyczne w bardzo dªugim solenoidzie,
tak»e wewn¡trz solenoidu r < a pole B⃗ = Bêz a na zewn¡trz
pole znika. Ale zauwa»my, »e potencjaª wektorowy nie. Za-
piszmy we wspólrz¦dnych biegunowych:

A⃗ = êφ

{
Br/2 r ≤ R

Ba2/2r r ≥ R

Dla przypomnienia rotacja:

∇× A⃗ =
1

r
[∂r(rAφ)− ∂φAr]êz + . . .

Teraz rozwa»my eksperyment interferencyjny z elektronami.
Za dwoma szczelinami umieszczamy solenoid (równolegle do

szczelin), tak, »e jedna droga przechodzi gór¡ a druga do-
ªem. Cz¡stka nigdy nie mo»e znale¹¢ si¦ wewn¡trz solenoidu
a mimo to obserwujemy efekt interferencyjny w zale»no±ci
od strumienia pola magnetycznego wewn¡trz solenoidu. To
jest co± czego nie ma w �zyce klasycznej, tam wa»ne jest
tylko jakie jest E i B w obszarze gdzie jest cz¡stka. Je±li
mam funkcj¦ falow¡ ψ0(r, t), która jest rozwi¡zaniem równ.
Schroedingera pod nieobecno±¢ potencjaªu wektorowego, to
zakªadaj¡c »e potencjaª wektorowy nie zmienia si¦ w czasie
wida¢, »e rozwi¡zaniem w obecno±ci potencjaªu b¦dzie

ψ(r, t) = ψ0(r, t)e
e
~
∫ r
r0
A⃗ds⃗

To oznacza, »e interferuj¡c dwie drogi pojawi nam si¦ dodat-
kowa faza

δ =
e

~

∮
A⃗ · ds⃗ = eBπa2

~
=
eΦB
~

gdzie ΦB = πa2B, czyli zale»y od strumienia pola magne-
tycznego zamkni¦tego wewn¡trz solenoidu. Wniosek: same
pola E i B s¡ niewystarczaj¡ce to peªnego opisu w mechanice
kwantowej cho¢ wystarczaj¡ w kalsycznej.

�wiczenia

1. Tw.Wirialne

2. �wiczenia trans. Galileusza a równanie Schroedingera

TYDZIE� XIII (03.06, 05.06)

[Schemat teorii rozpraszania - fala pªaska, centrum rozpra-
szania V (r), detektor pod k¡tem θ�wektor falow k⃗] Rozwa-
»amy rozpraszanie elastyczne, gdzie V odpowiednio szybko
spada z r, tak, »e asymptotycznie mamy rozwi¡zania swo-
bodne (w praktyce szybciej ni» 1/r). Pada fala pªaska
ψin = Aeik⃗0r⃗ - rozwi¡zanie swobodne. Fala rozproszona da-
leko od potencjaªu b¦dzie rozwi¡zaniem dla cz¡stki swobod-
nej we wspóªrz¦dnych sferycznych (kierunek k⃗0 = k0êz). Pa-
mi¦tamy, »e ogólne rozwi¡zanie cz¡stki swobodnej we wsp.
sferycznych byªo:∑

l,m

[Al,mjl(r) +Bl,mnl(r)]Yl,m(θ, φ),

gdzie jl(r), nl(r) kuliste funkcje Bessla. Asymptotyczne wªa-
sno±ci kulistych funkcji Bessla:

jl(r)
r→∞→ 1

r
cos(r − [l + 1]π/2)

nl(r)
r→∞→ 1

r
sin(r − [l + 1]π/2)

czyli asymptotycznie ogólne rozwi¡zanie mo»emy zapisa¢:

f(θ, φ)
eikr

r
+ g(θ, φ)

e−ikr

r
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Pierwsze to fala rozbiegaj¡ca si¦ do niesko«czono±ci druga
nadbiegaj¡ca. Nas interesuj¡ rozwi¡zania typu pierwszego.
Czyli piszemy: ψout = Af(θ, φ) e

ikr

r Formalnie mamy Hamil-
tonian

H = H0 + V (r⃗)

i interesuje nas rozwi¡zanie o ustalonej energii H|ψ⟩ = E|ψ⟩,
które asymptotycznie ma posta¢

|ψ⟩ → |ψin⟩+ |ψout⟩ = Aeik⃗0r⃗ +Af(θ, φ)
eikr

r

, chcemy wyznaczy¢ f(θ, φ) (amplituda rozpraszania). Za-
uwa»my, »e w zwi¡zku z tym k = k0. Co to nam da? Ró»-
niczkowy przekrój czynny (liczba cz¡stek rozproszonych w
danym czasie w jednostkowy k¡t bryªowy le»¡cy pod k¡tem
θ, φ w stosunku do strumienia cz¡stek padaj¡cych na jed-
nostk¦ powierzchni). Strumie« prawdopodobie«stwa

j⃗ =
~
m
Im(ψ∗∇ψ)

Dla fali padaj¡cej:

|⃗jin| = |A|2 ~k
m

Z kolei radialna skªadowa strumienia dla fali rozproszonej
(∇f = ∂rfêr +

1
r∂θfêθ +

1
r sin θ∂φfêφ):

jout,r = |A|2 ~k
mr2

|f(θ, φ)|2

Czyli liczba cz¡stek na jednostk¦ czasu lec¡cych w k¡t bry-
ªowy dΩ: jout,rr2dΩ, a w zwi¡zku z tym, ró»niczkowy prze-
krój czynny na jednostkowy k¡t bryªowy:

dσ(θ, φ)

dΩ
=
jout,rr

2

jin
= |f(θ, φ)|2

Musimy wi¦c znale¹¢ amplitud¦ rozpraszania. Caªkowity
przekrój czynny:

σ =

∫
dΩ

dσ

dΩ

Mo»emy napisa¢ formalne rozwi¡zanie w reprezentacji poªo-
»eniowej:

ψ(r⃗) = ψin(r⃗)−
2m

~2

∫
dr⃗′

eik|r⃗−r⃗
′|

4π|r⃗ − r⃗′|
V (r⃗′ψ(r⃗′),

Sprawd¹my. Poka»my najpierw, »e

−(∆2 + k2)
eikr

4πr
= δ(3)(r⃗)

Dla r⃗ ̸= 0 wiadomo. Caªkujemy po kuli o malej¡cym pro-
mieniu:

−
∫
K

∆2(
eikr

4πr
) + lim

r→0

4πr3

3
k2
eikr

4πr
=

= −
∫
S

∂r
eikr

4πr
= −ik4πr2 e

ikr

4πr
+ 4πr2

eikr

4πr2
= 1 (87)

Czyli speªnia. Mogªoby te» by¢ e−ik|r⃗−r⃗
′|, ale nas inte-

resuje rozwi¡zanie z falami rozbiegaj¡cymi si¦. Równanie
Lippmana-Schwingera. Mo»emy teraz rozwi¡zywa¢ iteracyj-
nie. Podstawiaj¡c po prawej stronie za ψ, najpierw ψin, itd.

A. Przybli»enie Borna

Rozwa»my pierwszy rz¡d:

ψ(r⃗) = ψin(r⃗)−
2m

~2

∫
dr⃗′

eik|r⃗−r⃗
′|

4π|r⃗ − r⃗′|
V (r⃗′ψin(r⃗′),

Ponadto przyjmiemy, »e detektor daleko od obszaru gdzie
potencjaª rozpraszania znacz¡cy: r ≫ r′. Przybli»ymy wi¦c:

|r⃗ − r⃗′| ≈ r − r⃗ · r⃗′
r

1

|r⃗ − r⃗′|
≈ 1

r

Otrzymujemy:

ψ(r⃗) = A

(
eik⃗0r⃗ − eikr

r

m

2π~2

∫
dr⃗

′
V (r⃗′)ei(k⃗0−k⃗)r⃗

)
Dla potencjaªu sferycznie symetrycznego mamy: k⃗ − k⃗0 =
K = 2k0 sin θ/2. Wybieramy o± z w kierunku k⃗ − k⃗0

f(θ) =
m

2π~2
2π

∫
dr′r′2V (r′)eiKr

′ cos θ′ sin θ′ =

=
2m

K~2

∫ ∞

0

drrV (r) sinKr (88)

B. Fale parcjalne

Wiemy, »e daleko od centrum potencjaªu rozwi¡zanie ma
posta¢:

ψ(r⃗) =
∑
lm

(Almjl(r) +Blmnl(r))Ylm(θ, φ) ≈∑
l

cl
kr

sin(kr − πl/2 + δl)Pl(cos θ)

gdzie pomineli±my zale»no±¢ od φ bo dla potencjaªów sfe-
rycznie symetrycznych nie istotna. Porównujemy:

(eik⃗0r⃗ +
f(θ)

r
eikr) =

∑
l

cl
kr

sin(kr − πl/2 + δl)Pl(cos θ)

Korzystamy z faktu:

eikr cos θ =
∑
l

(2l + 1)iljl(kr)Pl(cos θ) ≈

∑
l

(2l + 1)il
sin(kr − lπ/2)

kr
Pl(cos θ) (89)

Rozwijamy f(θ) w wielomiany Legendra

f(θ) =
∑
l

ale
−iπl/2Pl(cos θ)
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Przyrównujemy i dostajemy:

f(θ) =
∑
l

1

k
cl sin δl

1

il
Pl(cos θ), cl = (2l + 1)ileiδl

Czyli

f(θ) =
∑
l

1

k
(2l + 1)eiδl sin δlPl(cos θ)

Caªkowity przekrój czynny:

σ = 2π

∫ π

0

dθ sin θ|f(θ)|2 =
4π

k2

∑
l

(2l+1) sin δ2l =
4π

k
|Im[f(0)]|

gdzie skorzystali±my z
∫
dθ sin θPl(cos θ)Pl′(cos θ) = 2/(2l +

1)δll′ . (Ostatnie przeksztaªcenie Tw. optyczne). Ogólny
wniosek potrzebujemy faz δl aby mie¢ wszystko.

Dekoherencja przez rozpraszanie

Dlaczego nie obserwujemy superpozycji obiektów kwan-
towych na du»ych odlegªo±ciach?�bo informacja o ich po-
ªo»neiu �wycieka� do otoczenia przez rozpraszanie si¦ cz¡-
stek otoczenia na naszym obiekcie (powietrze, promieniowa-
nie tªa, neutrina,...). Prosty model dekoherencji. Rozwa»my
cz¡stek o dwóch stanach |0⟩, |1⟩. W wyniku oddziaªywania z
otoczeniem zmienia stan otoczenia w zale»no±ci od swojego
stanu:

|0⟩S ⊗ |0⟩E → |0⟩S ⊗ |E0⟩ (90)

|1⟩S ⊗ |1⟩E → |1⟩S ⊗ |E1⟩ (91)

Je±li cz¡stka jest w stanach |0⟩, |1⟩ pozostanie w nich.
We¹my jednak ogóln¡ superpozycj¦ |ψ⟩ = c0|0⟩+ c1|1⟩:

|ψ⟩S |0⟩E → c0|0⟩|E0⟩+ c1|1⟩|E1⟩

Jak wygl¡da zredukowana macierz g¦sto±ci:

ρS =

[
|c0|2 c0c

∗
1⟨E1|E0⟩

c∗0c1⟨E0|E1⟩ |c1|2

]
Im bardziej ortogonalne stany otoczenia (wi¦cej informacji
wypªyn¦ªo o tym czy cz¡stka jest w stanie |0⟩ czy |1⟩ tym
silniej tªumione wyrazy pozadiagonalne odpowiedzialne za
koherencje. Widzimy, »e oddziaªywanie z otoczeniem wyró»-
nia nam baz¦ stanów które si¦ nie zmieniaj¡ (pointer states)
i superpozycje tych stanów w których koherencja pomi¦dzy
pointer-states jest osªabiana poprzez oddziaªywanie z otocze-
niem.
Niech Hint b¦dzie hamiltonianem oddziaªywania ukªadu z

otoczeniem. Je±li |i⟩ maj¡ by¢ pointer-states to:

e−iHintt|i⟩S ⊗ |0⟩E = |i⟩ ⊗ |Ei⟩

Potencjaªy zwi¡zane z oddziaªywaniem cz¡stek zale»¡ od po-
ªo»e« V (r1, r2), czyli Hamiltonian oddziaªywania b¦dzie dia-
gonalny w bazie poªo»eniowej i dlatego stany odporne na
dekoherencje to stany zlokalizowane!

Rozwa»my model rozpraszania, cz¡stek padaj¡cych opisa-
nych funkcj¡ falow¡ |ψin⟩E na centrum rozpraszania b¦d¡cym
naszym ukªadem kwantowym S. Niech |x⃗⟩S stan ukªadu o
dobrze okre±lonym poªo»eniu. Zakªadamy dla uproszczenia
, »e poªo»enie centrum rozpraszaj¡cego nie zmienia si¦ pod
wpªywem rozproszenia. Poniewa» rozpraszanie zale»y do po-
tencjaªów zale»nych od poªo»e« mamy ogólnie:

|x⃗⟩S ⊗ |ψin⟩ → |x⃗⟩S |ψx⃗⟩E

Niech w chwili pocz¡tkowej stan naszego ukªadu b¦dzie

ρS(0)⊗ |ψin⟩⟨ψin| =
∫
d3xd3x′ρS(x, x

′, 0)|x⃗⟩⟨x⃗′| ⊗ |ψin⟩⟨ψin|

W wyniku ewolucji i wykonania cz¦±ciowego ±ladu otrzymu-
jemy ko«cowy stan:

ρS(T ) =

∫
d3xd3x′ρ(x⃗, x⃗′, 0)|x⃗⟩⟨x⃗′|⟨ψx⃗′ |ψx⃗⟩

Musimy wi¦c obliczy¢ jak ró»nie si¦ rozprosz¡ cz¡stki je±li
przesuwamy centrum rozpraszania�musimy zna¢ ⟨ψx⃗′ |ψx⃗⟩.
Musimy scharakteryzowa¢ jak du»o cz¡stek o jakich p¦dach
rozprasza si¦ w danej jednostce czasu itp... to nieco »mudne
wyprowadzenie, ale da si¦ powi¡za¢ ⟨ψx⃗′ |ψx⃗⟩ z amplitud¡ roz-
praszania. Ostateczny wynik, przy zaªo»eniu »e pojedyncza
cz¡stka unosi maªo informacji 2π/k = λ≫ |x⃗− x⃗′|:

ρS(x⃗, x⃗′, T ) = ρS(x⃗, x⃗′, 0)e
−Λ(x⃗−x⃗′)2T

gdzie

Λ =

∫
dkρ(k)v(k)k2σeff (k),

gdzie k dªugo±¢ wektora falowego padaj¡cych cz¡stek,∫
dkρ(k) = N/V - g¦sto±¢ padaj¡cych cz¡stek, v(k) pr¦d-

ko±¢ cz¡stek padaj¡cych, σe�(k) ∝ a2 - wielko±¢ rz¦du caª-
kowitego przekroju czynnego. Przykªadowo dla obiektu o
±rednicy a = 10−5m mamy

Λ[m−2s−1]

kosmiczne promieniowanie tªa 1010

±wiatªo sªoneczne na Ziemi 1025

powietrze 1040

pró»nia laboratoryjna 1027

Czyli dla superpozycji cz¡stki na odlegªo±ci 10−5 charakte-
rystyczny czas trwania superpozycji w warunkach pokojo-
wych to 10−30s. Rekord dla eksperymentów interferencyj-
nych cz¡stka 810 atomowa (2013).
[Przygotowa¢ seri¦ zada« domowych przed egzaminem]

Cwiczenia

1. Potencjaª Yukavy

2. Rozpraszanie na sztywnej sferze o promieniu a.
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TYDZIE� XIV (10.06, 12.06)

Cz¡stki identyczne�bozony i fermiony

W mechanice klasycznej mo»emy ±ledzi¢ trajektori¦ kon-
kretnej cz¡stki i w tym sensie nawet identyczne cz¡stki s¡
rozró»nialne przez swoj¡ histori¦. W mechanice kwantowej
cz¡stki identyczne s¡ fundamentalnie nierozró»nialne. W wy-
niku zderzenia,oddziaªywania nie sposób powiedzie¢ »e ten
elektron na wyj±ciu to byª ten na wej±ciu itp.. Stan N cz¡-
stek opsujemy funkcj¡ falow¡:

ψ(r⃗1, s1, r⃗2, s2, . . . , r⃗N , sN )

gdzie si oznaczaj¡ wewn¦trzne spinowe stany cz¡stki. Je±li
cz¡stki s¡ identyczne zamiana nie mo»e mie¢ konsekwencji
�zycznych. W szczególno±ci:

|ψ(r⃗π1
, sπ1

, . . . , r⃗πN
, sπN

)|2 = |ψ(r⃗1, s1, r⃗2, s2, . . . , r⃗N , sN )|2

czyli:

ψ(r⃗π1
, sπ1

, . . . , r⃗πN
, sπN

) = eiαψ(r⃗1, s1, r⃗2, s2, . . . , r⃗N , sN )

No ale wymienienie dwóch cz¡stek ze sob¡ miejscami dwa
razy musi da¢ czynnik 1 czyli:

eiα = ±1

Funkcja falowa, albo symetryczna (bozony, spin caªkowity)
albo antysymetryczna (fermiony, spin poªówkowy).
Heurystyczny argument za zwi¡zkiem spin-statystyka.

We¹my dwie cz¡stki zlokalizowane wokóª + i −x0, z któ-
rych pierwszej spin skierowany w kierunku y obrócimy wo-
kóª osi z o π: |Ψ⟩ = [Uz(π)|ψ+x0

⟩] ⊗ |ψ−x0
⟩. Teraz do-

konujemy obrotu caªej przestrzeni o π i mamy: |Ψ′⟩ =
[Uz(2π)|ψ−x0⟩][Uz(π)|ψ+x0⟩] = ±|ψ−x0⟩ ⊗ [Uz(π)|ψ+x0⟩.
Operacja obrotu jest równowa»na zamianie cz¡stek, czyli za-
miana cz¡stek powinna nam dawa¢ znak ±1 w zale»no±ci czy
spin poªówkowy czy caªkowity.
Wa»ne obiekty zªo»one w sytuacjach gdy nie wchodzimy

w ich wewn¦trzn¡ struktur¦ zachowuj¡ si¦ tak jak mówi ich
caªkowity spin, np. 3He jest fermionem a 4He bozonem.

Fermiony

Rozwa»my dwie cz¡stki, z których ka»da mo»e by¢ w
dwóch ró»nych stanach |1⟩, |2⟩. Potencjalnie przestrze« 4-
ro wymiarowa, ale antysymetryczny tylko jeden stan:

|ψ⟩ = 1√
2
(|1⟩ ⊗ |2⟩ − |2⟩ ⊗ |1⟩)

W szczególno±ci dwa fermiony nie mog¡ by¢ w tym samym
stanie�zasada Pauliego. Ogólnie: N -fermionów z których
ka»dy w d wymiarowej przestrzeni, mamy:

(
d
N

)
stanów an-

tysymetrycznych, i musi by¢ d ≥ N . Funkcja falowa N fer-
mionów obsadzaj¡cych N stanów |1⟩, . . . , |N⟩ ma posta¢:

|ψ⟩ = 1√
N !

∑
π

(−1)sgn(π)|π(1)⟩ ⊗ · · · ⊗ |π(N)⟩

w reprezentacji poªo»eniowej piszemy:

ψ(x1, . . . , xN ) =

∣∣∣∣∣∣∣
ϕ1(x1) . . . ϕN (x1)

...
...

...
ϕ1(xN ) . . . ϕN (xN )

∣∣∣∣∣∣∣
wyznacznik Slatera.
Rozwa»my atom dwuelektronowy Hel i potraktujmy od-

dziaªywanie pomi¦dzy elektronami jako zaburzenie (pomi-
jamy te» spinorobita i oddziaªywanie spinów mi¦dzy sob¡):

H =
p⃗21
2m

+
p⃗22
2m

− 2e2

4πϵ0r1
−− 2e2

4πϵ0r2
+

e2

4πϵ0|r⃗1 − r⃗2|

Hamiltonian komutuje z operatorem caªkowitego spinu S⃗ =
S⃗1 + S⃗2, czyli mo»emy zawsze poszukiwa¢ stanów w postaci:

|Ψ⟩ = |ψ⟩12 ⊗ |s,ms⟩

gdzie |ψ⟩12 stan przestrzenny dwóch elektronów, |s,ms⟩ stan
spinowy wªasny S2 i Sz, s = 0, 1,ms = −s, . . . , s (dodwawnie
dwóch spinów 1/2). Ale wiemy, »e caªkowity stan musi by¢
antysymetryczny. Je±li rozwa»amy stan podstawowy, dwa
elektrony w stanie 1s(n = 1, l = 0,m = 0) to stan spinowy
musi by¢ antysymetryczny:

|Ψ⟩(1s)2=1S0
= |100⟩ ⊗ |100⟩ ⊗ 1√

2
⊗ |s = 0,m = 0⟩

Rozwa»my teraz stan kiedy jeden z elektronów jest w stanie
2s(n = 2, l = 0,m = 0), wtedy je±li stan spinowy tryple-
towy s = 1 to przestrzenna funkcja antysymetryczna a je±li
singletowy s = 0 to funkcja przestrzenna symetryczna:

|Ψ⟩(1s)(2s),3S1
=

1√
2
(|100⟩|200⟩ − |200⟩|100⟩)⊗ |s = 1,m = 0,±1⟩

(92)

|Ψ⟩(1s)(2s),1S0
=

1√
2
(|100⟩|200⟩+ |200⟩|100⟩)⊗ |s = 0,m = 0⟩

(93)

Jakie s¡ tego konsekwencje. Liczymy poprawk¦ do energii
zwi¡zan¡ z wzajemnym odpychaniem si¦ elektronów

∆E =∫
d3r1d

3r2
1

2
|ψ100(r⃗1)ψ200(r⃗2)±ψ200(r⃗1)ψ100(r⃗2)|2

e2

4πϵ0|r⃗1 − r⃗2|
=∫

d3r1d
3r2|ψ100(r⃗1)|2|ψ200(r⃗2)|2

e2

4πϵ0|r⃗1 − r⃗2|
±∫

d3r1d
3r2ψ100(r⃗1)ψ200(r⃗2)

e2

4πϵ0|r⃗1 − r⃗2|
ψ∗
100(r⃗2)ψ

∗
200(r⃗1)

(94)

Ostatni czªon nosi nazw¦ energii wymiany. Jest dodatni.
Elektrony w przestrzennym stanie symetrycznym sa bli»ej
siebie i energia odpychania wi¦ksza mamy rozsuni¦cie energii
mi¦dzy tzw. ortohelem (s = 1, ni»sza energia) i parahelem
(s = 0, wy»sza energia) - rozsuni¦cie rz¦du eV czyli istotne.
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Bozony

Stanów symetrycznych N cz¡stek w d poziomach jest(
N+d−1
d−1

)
. W szczególno±ci wiele bozonów mo»e zajmowa¢ ten

sam stan (BEC)�kondesnat Bosego-Einsteina wtedy gdy
du»a liczba (rz¦du caªkowitej liczby atomów N) obsadza je-
den stan kwantowy (w praktyce w eksperymentach liczba
atomów w BEC rz¦du N = 105 − 1010, temperatury rz¦du
100nK−10µK) Dzi¦ki temu, »e gazy s¡ rzadkie nie dochodzi
do przemiany do fazy staªej. Intuicja rozwa»my dwa bozony
N = 2 mog¡ce obsadza¢ dwa stany. Je±li my±leliby±my, »e
s¡ cz¡stkami rozró»nialnymi mieliby±my 4 stany, a prawdo-
podobie«stwo, »e oba bozony w tym samym stanie byªoby
1/2. Je±li mamy bozony to mamy 3 stany a prawdopodo-
bie«stwo, »e oba bozony w tym samym stanie jest 2/3. Ten
efekt b¦dzie si¦ stawaª si¦ jeszcze wyra¹niejszy dla wi¦kszych
N . Wygodna notacja obsadzeniowa:

|n1, . . . , nd⟩ =
√
n1! . . . nd!

N !

∑
π

π[|1⟩⊗n1 ⊗ · · · ⊗ |d⟩⊗nd ]

gdzie N =
∑
i ni i sumujemy tylko po nietrywialnych permu-

tacjach (czyli takich co zmieniaj¡ cz¡stki o innych stanach).

Przykªad Interferencja dwu-fotonowa. Rozwa»my pªytk¦
±wiatªodziel¡c¡ 50%, na któr¡ z dwóch portów wej±ciowych
padaj¡ dwa fotony. Stan pocz¡tkowy fotonów:

|ψin⟩ =
1√
2
(|1⟩ ⊗ |2⟩+ |2⟩ ⊗ |1⟩)

Ka»dy foton poddawany jest transformacji zadanej przez
pªytk¦

|1⟩ → 1√
2
(|1⟩+ |2⟩) (95)

|2⟩ → 1√
2
(|1⟩ − |2⟩) (96)

Stan ko«cowy b¦dzie:

|ψout⟩ =
1√
2
(|1⟩ ⊗ |1⟩+ |2⟩ ⊗ |2⟩)

Fotony zawsze id¡ razem (bozonowe wzmocnienie!). Efekt
Hong-Ou-Mandla.

Relatywistyka (Klein-Gordon, Dirac -> Równanie Pauliego)

[Egzamin 19 czerwca]

�wiczenia

1. Rozwa»my N spinów 1/2 w jednowymiarowej pu-
ªapce harmonicznej. Jaka jest energia stanu pod-
stawowego. Rozwa»my teraz N = 2 i dodatkowo
potraktujmy jako zaburzenie kontatkowe oddziaªywa-
nie mi¦dzy elektronami V = λδ(x − x′). Jaki
b¦dzie stan podstawowy i jaka b¦dzie jego ener-
gia? ψ0(x) = (mω/π~)1/4e−mωx2/2~, ψ1(x) =

(mω/4π~)1/42
√
mω/~xe−mωx2/2~

2. Napisa¢ baz¦ stanów stanów 3 bozonów mog¡cych ob-
sadza¢ 3 poziomy. Przyjmuj¡c, »e wszystkie stany s¡
równoprawdopodobne, jakie jest prawdopodobie«stwo,
»e wszystkie 3 bozony b¦d¡ w tym samym stanie (3/8).
A jakie by byªo dla cz¡stek rozró»nialnych? (3/27)


