
Rz¡d macierzy, redukcja wierszowa i kolumnowa

De�nicja 1 Niech A ∈ Km
n b¦dzie macierz¡ o n kolumnach a1, . . . , an ∈ Km. Okre±lamy nast¦puj¡ce operacje (na ukªadzie

wektorów lub na kolumnach macierzy) nazywane operacjami elementarnymi:

I. Przestawienie:
(a1, . . . , an) 7→ (aσ(1), . . . , aσ(n)), σ ∈ Sn

II. Pomno»enie którego± wektora przez niezerow¡ liczb¦:

(a1, . . . , ai, . . . , an) 7→ (a1, . . . , λai, . . . , an), 0 ̸= λ ∈ K

III. Dodanie krotno±ci jednego z wektorów do pozostaªych wektorów:

(a1, . . . , ai, . . . , an) 7→ (a1 + λ1ai, . . . , ai, . . . , an + λnai), λj ∈ K (j ̸= i)

Analogicznie do operacji elementarnych na kolumnach macierzy de�niujemy operacje elementarne na wierszach macierzy.
Operacje elementarne na kolumnach nie zmieniaj¡ imA, natomiast operacje elementarne na wierszach nie zmieniaj¡

kerA.

Zadanie 1 Znale¹¢ wymiary i wyznaczy¢ bazy przestrzeni rozwi¡za« podanych ukªadów równa« liniowych jednorodnych:

(a)


x− y + 2z − t = 0

x+ 3y − 4z + t = 0

2x− y + z + 3t = 0

, (b)


x+ 2y + z − s+ 6t = 0

3x+ 8y + 5z + 3s+ 10t = 0

5x+ 12y + 7z + s+ 22t = 0

,

Zadanie 2 Wyznaczy¢ zbiory rozwi¡za« podanych ukªadów równa« liniowych niejednorodnych:

(a)


x− 2y + z = 0

x+ y + z − 2t = 1

2x+ y − z + t = 3

, (b)


x+ 2y − z + s− 2t = 1

4x+ 5y + z + t = 4

6x+ 9y − z + 2s− 3t = 6

,

Zadanie 3 Wykonuj¡c operacje elementarne na wierszach lub kolumnach podanych macierzy wyznaczy¢ macierze odwrotne:

(a)

1 2 0
2 3 0
1 −1 1

 , (b)

2 7 3
3 9 4
3 5 3

 ,

Zadanie 4 Znale¹¢ U + V i U ∩ V gdzie:

U =

⟨ 1
2
1

 ,

 1
1
−1

 ,

 1
3
3

⟩

V =

⟨ 1
2
2

 ,

 2
3
−1

 ,

 1
1
−3

⟩

Zadanie 5 Niech

A =


4 7 38
−3 −5 −2 −5
−1 −3 −2 −7
1 2 1 3


V0 = kerA, V1 = ImA. Znajd¹ (a) takie bazy podprzestrzeni V0 i V1 by ich wspólne wektory tworzyªy baz¦ V0 ∩ V1, (b)
ukªad równa« opisuj¡cy podprzestrze« V0+V1 i baz¦ tej podprzestrzeni.


