
Baza, Odwzorowania liniowe.

De�nicja 1 Baz¡ (uporz¡dkowan¡) przestrzeni wektorowej V nazywamy ukªad wektorów v1, . . . , vk, je±li jest liniowo
niezale»ny i generuje caª¡ przestrze« V , tzn.

∀v∈V ∃λ1,...,λi∈K v = λ1v1 + · · ·+ λivi

De�nicja 2 Niech V , W b¦d¡ przestrzeniami wektorowymi nad tym samym ciaªem K. Odwzorowanie F : V → W jest
liniowe, je±li dla dowolnych v1, v2, v ∈ V , λ ∈ K mamy

(i) F (v1 + v2) = F (v1) + F (v2) (addytywno±¢)

(ii) F (λv) = λF (v) (jednorodno±¢)

De�nicja 3 Niech F : V → W b¦dzie odwzorowaniem liniowym.

(i) Zbiór kerF := {v ∈ V : F (v) = 0⃗} ⊂ V nazywamy j¡drem F

(ii) Zbiór ImF := {F (v) : v ∈ V } ⊂ W nazywamy obrazem F

Zadanie 1 Sprawdzi¢, czy dane ukªady wektorów s¡ bazami w odpowiednich przestrzeniach wektorowych:

a)
{[

1
1
0

]
,
[
1
0
1

]}
,
{[

1
1
0

]
,
[
1
0
1

]
,
[
0
0
0

]}
,
{[

1
1
0

]
,
[
1
0
1

]
,
[
0
1
1

]}
, w R3

b) {x2 + 1, x2 + 2x+ 2, x+ 1}, {x2 + 1, x2 + 2x+ 2, 2x2 + 2x+ 3} w R2[x]

Zadanie 2 Wskaza¢ bazy i okre±li¢ wymiary podanych przestrzni linowych:

a) {(2x, x+ y, 3x− y, x− 2y) : x, y ∈ R}

b)

{[
x
y
z
t

]
∈ R4 : x+ y = z − t

}
,

{[
x
y
z
t

]
∈ R4 : x− 2t = 0, x− y + z = 0

}
c) {f ∈ R4[x] : f(−1) = 0, f(0) = 0}

Zadanie 3 Uzupeªni¢ podane zbiory wektorów do baz we wskazanych przestrzeniach wektorowych:

(a)
{[−1

2
3

]}
,R3; (b)

{[
1
1
1

]
,
[
2
1
3

]}
,R3; (c)

{[
1
0
1
−1

]
,

[
2
3
−1
2

]
,

[
3
3
2
1

]}
,R4;

(d) {2x− 3, x3 + 4x− 1},R3[x]; (e) {(x− 1)2, x3 − 5x, 1− 4x+ 2x2},R3[x];

Zadanie 4 Wyka» »e funkcje f1(t) = t+ 1, f2(t) = t− 3, f3(t) = t2 + 1. tworz¡ baz¦ przestrzeni R2[t]. Znale¹¢ w tej bazie
wspóªrz¦dne nast¦puj¡cych wektorów:

(a) 1, (b) t, (c) 2t2 + 3t− 1,

Zadanie 5 Zbada¢, czy dane odwzorowania przestrzeni wektorowych s¡ liniowe:

a) T : R → R, je±li T (x) = 2x+ 3

b) T : R → R, je±li T (x) = 4x2

c) T : R2 → R2, je±li T
(
(x, y)

)
= (x− y, x3 − y)

d) T : R[x] → R[x], je±li (Tf)(x) = 3f(x2)

e) T : R[x] → R[x], je±li (Tf)(x) = f ′(x)f(x)



Zadanie 6 Wyznaczy¢ j¡dra i obrazy podanych przeksztaªce« liniowych:

a) L : R2 → R2, L jest rzutem prostopadªym na o± x

b) L : R2 → R2, L jest obrotem wokóª pocz¡tku ukªadu wspóªrz¦dnych o k¡t π
4

c) L : R3 → R3, L jest symetri¡ wzgl¦dem osi y

Zadanie 7 Wyznaczy¢ bazy j¡der i bazy obrazów dla podanych odwzorowa« liniowych:

(a) F : R2 → R2, F [ xy ] =
[
2x−y
x+y

]
, (b) F : R3 → R3, F

[
x
y
z

]
=

[ x+y
y+z
x−z

]
,

(g) F : R2[x] → R2[x], (Fu)(x) = u(x) + (x− 1)u(0),

Zadanie 8 Znale¹¢ przykªady przeksztaªce« liniowych takich, »e

a) F : R2 → R3, kerF =
{ [

t
−t

]
: t ∈ R

}
, ImF =

{ [ r
s
t

]
: 2r = −s, 3s = 2t

}
b) F : R3 → R4, kerF =

⟨ [ 1
−1
2

] ⟩
, ImF =

⟨ [ 1
2
1
−3

]
,

[
0
−2
1
1

] ⟩
c) F : R2[x] → R2[x], kerF = ⟨x+ 1, x2 + 1⟩, ImF = ⟨x2⟩

Czy F jest wyznaczone jednoznacznie?


